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Capitolul VI 


STUDIUL CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT 
ALTERNATIV IN REGIM PERMANENT 


6.1. METODE GENERALE DE STUDIU 


6.1.1. GENERALITATI 


l Majoritatea aplicațiilor tehnice utilizează astăzi energia electrică sub 
forma curentului alternativ, curentul continuu fiind utilizat numai pentru anu- 


mite aplicații tehnice — foarte importante si ele — la care curentul alternativ 
nu oferă aceleaşi avantaje. 


„Chiar în cazul in care energia electrică este utilizată sub forma de curent 
continuu, alimentarea întreprinderilor respective se face tot în curent alterna- 
tiv urmînd ca, în interiorul acestor întreprinderi să se facă transformarea 
curentului alternativ în curent continuu. 


Rețelele electrice de distribuire a energiei electrice urmăresc în mod necesar 
traseul complex al străzilor unui oraş sau aglomeratiile de consumatori. Chiar 
rețelele primare de alimentare (feederii) formează circuite destul de complexe. 


Pentru stabilirea unui proiect de distribuție sau pentru verificarea func- 
tionärii unei asemenea rețele, este necesar să se calculeze anumite elemente. 
Dintre acestea, în primul rînd trebuie stabilită circulația de energie, sau, dacă 
tensiunile sînt constante, circulația curenților. 


Pe baza acestei circulații se poate dimensiona rețeaua însăşi şi se poate 
stabili protecția ei sau urmările unui defect oarecare. 


De asemenea, în cursul exploatării, se pot vedea incarcarile ulterioare ce 
se pot da rețelei sau întăririle necesare ce trebuie fäcute pentru a se putea 
răspunde cererilor de energie. | 

Calculul retelelor electrice de curent alternativ este mai complicat decit 
acela al retelelor de curent continuu, din cauza apariției detazajului dintre 
curent si tensiune, defazaj ce se datoreaza faptului, că în rețelele de curent 
alternativ, mai apare, în afară de rezistenţa conductoarelor si inductivitatea 


san capacitatea lor. , KS 
În afară de acestea, fenomenele care apar in aparatele electrice utilizate 
in curent alternativ au uneori un caracter mai complex decit cel care rezultă 


din schema circuitelor electrice ale aparatului. Acest lucru se datoreste fie fap- 


KC f ene noi — din care vom menţiona 
ului alternativ apar fenomen l VE AGEA 
tului că in EN în dielectric si în circuitul magnetic, efectul pelicular şi 
Peram Ce de Se _ fie faptului că între elementele schemei există anumite 
moe one capacitive sau inductive, Pentru a fine seamă şi de aceste 
uplaje parazit i 


* Vezi cap, XIV 


fenomene schema circuitelor electrice se completează cu elemente suplimen- 
tare, obtinindu-se o nouă schemă, denumită schema echivalentă, În unele cazuri, 
de exemplu la transformatoare, mașini sincrone fi mașini asincrone, Ja care 
schema circuitelor electrice conţine două circuite cuplate pur inductiv, prin 
schema echivalentă se urmăreşte obținerea unei scheme obişnuite mai simple 
si mai sugestive, fără cuplaje inductive”. ` 

Rezolvarea reţelelor de curent alternativ ginusoidal se poate face prin 
diferite metode, care se pot grupa după cum urmează : 

1. Metoda diagramelor fazoriale. Se scriu ecuaţiile fazoriale ale reţelei 
şi cu ajutorul lor se construieşte diagrama fazoriala corespunzătoare, Segmen- 
tele de dreapta din diagramă reprezintă, la o scară bine definită, curenţi 
sau tensiuni (căderi de tensiuni) iar unghiurile între fazori reprezintă defazaje. 
Pe baza proprietăţilor geometrice ale figurii construite se deduc elementele 
necunoscute. De observat că diagrama fazorială se poate construi în multe 
cazuri fără a scrie ecuaţiile circuitului. Metoda se aplică de obicei în cazuri 
simple, cînd reţeaua nu este prea complicată şi are o singură forță electro- 
motoare. | 

2. Metode analitice de calcul, fără utilizarea fazorilor. Această categorie 
de metode cuprinde : metoda separaţiei puterilor şi metoda transfigurärii cir- 
cuitului intr-un circuit serie sau derivatie, cu ajutorul parametrilor Z, R, X, 
Y, G, B, pe care o vom denumi metoda separaţiei elementelor active și reac- 
tive ale rețelei. | 

3. Metode analitice de calcul, folosind fazorii. Se scriu ecuaţiile fazoriale 
ale reţelei, exprimind tensiunile, curenții și impedantele cu ajutorul fazorilor. 
Se rezolvă apoi aceste ecuații, aplicînd regulile de calcul corespunzătoare. 

Prin introducerea cantităților complexe, dificultăţile de calcul dispar. 
În adevăr, s-a văzut că, în acest caz, se introduce în calcul impedanta complexă, 
se consideră tensiunile şi curenţii tot cantităţi complexe și, în aceste condiţii, 
calculul se face ca şi în curent continuu. Rämîne ca la sfîrșit să se interpreteze 
rezultatele, stabilind defazajele, curenţii activi, curenții reactivi etc. 

in consecinţă, utilizînd fazorii, metodele de calcul folosite în curentul 
continuu vor fi folosite şi în curentul alternativ, fără nici un fel de modificare, 
cu menţiunea că diversele relaţii sint scrise cu cantități complexe. 


Dintre aceste metode, primele două nu pot fi utilizate decît la calculul 
circuitelor electrice în regim permanent sau cuasistationar, ultima metodă poate 
fi utilizată pentru calculul circuitelor electrice atit în regim permanent, cit 
si în regim tranzitoriu**. 

În acest capitol se vor studia numai circuitele electrice functionind in 
regim permanent, regimul tranzitoriu urmind a fi studiat in capitolul VIT. 


6.1.2, SCHEMELE ECHIVALENTE ALE CIRCUITELOR ELECTRICE 


6.1.2.1. Consideraţii generale. Schemele electrice ale circuitelor sint 
constituite din elemente ale căror parametri (rezistenţe, inductante san capa- 
* Vezi [10] pag. 152, 

** Se reaminteste definiția acestor două regimur ide funcționare ale circuitelor electrice : Regi- 
mul permanent este regimul de funcţionare al unul circuit electric, în care curenţii electrici din circuit, 
sub acţiunea surselor aplicate, 181 păstrează indefinit aceeași formă — constantă sau periodic variabilă 
în timp, 

Ategimul tranzitoriu este regimul de funcţionare al unui circuit electric în timpul trecerii de la o 
stare de funcţionare în regim permanent la o altă stare de funcţionare tot în regim permanent, 
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citäti) pot fi constanti i 
4 } l Sat V k d da LIT D DÉI D se 
ae Pet ne variabili, circuitul electric fiind în primul caz liniar, 


Schemele electrico i 
ki Mee cu parametri constanti pot fi reduse intotdeauna fi 
a impedanta Z, cuprinzind o rezistentă K, E cu o reactantä X,, fie la 


admitanta Y, contini 
de confinind o conductant i = 
Ii CE Binele Ou nak A duc Tom d. în paralel cu o susceptantä B,. 
EEN pa ‘ametri variabili, in general nu se poate face o aseme- 
eh ete pentru o anumită valoare dată a parametrului variabil”. 
area parametrilor i 
at a seg ea it or Za, R,, X, sau Y,, G,, B, se poate face prin 
re a determinarea experimentală se alimentează receptorul cu o ten- 
surată cu voltmetrul. Receptorul absoarbe curentul J măsurat cu 


un ampermetru şi puterea activă P, mă à j 
l 3 g măsurată cu un wattmetru. Cu aju rul 
acestor date măsurate se deduce: i Dies 


DAF UM P DOME TS 
Za E R,=—3X,-1+)4— E: 
sau 
I P — 
Yea? E Ire Gel 


Factorul de putere al circuitului echivalent este 


HERI Ee 
EN re 
e 


Cu privire la aceste determinări, trebuie precizate următoarele : 

— Rezistenţa R, sau conductanta G, corespunde atit energiei transfor- 
mate de circuit în căldură prin efectul trecerii curentului prin rezistențe, cit 
şi energiei transformate în căldură prin pierderile din cîmpul magnetic sau 
electric şi de asemenea energiei transformate în lucru mecanic, radiaţii, energie 
chimică ete. În consecinţă, în general nu există o legătură obligatorie între rezis- 
tenta echivalentă determinată ca mai sus și rezistentele fizice ale reţelei. 

__ Determinările făcute mai sus sînt valabile numai pentru frecvența 
la care au avut loc măsurătorile ; ne referim aici nu atît la faptul că reac- 
tanta X, sau susceptanta B, depind de frecventä dupä o lege cunoscuta, cit 
la faptul ca prin schimbarea frecvenţei, in general prin mărirea el, pot apărea 
fenomene noi sau cuplaje parazite nol, neglijabile la frecvenţe mici, aşa după 


cum se va arăta ulterior. 


6.1.2.2. Schema echivalenta a condensatorului real. Dielectricii folosiţi 


in construcţia condensatoarelor, cablurilor, maşinilor ete. sub forma diteriţi- 
lor izolanti „nu sint dielectrici perfect. Bi au OMreda y copava TAa A ce 
face ca izolantii să fie parcurgi de curenți electi ioi, Joor e mici, a $ in ohne 
electric constant (curent continuu) cit gi în cimp t el ne Si Que en te SNE 
Acestor curenti le corespunde un consum de putere activa, care se sform 
in căldură și reprezintă pierderi. 


SR M 


* Vezi [10] pag. 152; veal și [18] pag. 144 
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| într-un cîmp alternativ apar in plus gi alte pierderi, de obicei mai mari 
decit cele precedente, datorită fenomenului de polarizare a dielectricilor și 
fenomenului de histerezis dielectric*. Aeste pierderi sint proporționale cu 
frecvența gi cu pătratul valorii maxime a cimpului electric, 


Dn = bel? 


în care Xp este o constantă caracteristică dielectricului. Pierderile menţionate 
mai sus sînt mici pentru aer, mică, parafină de calitate gi portelanuri speciale, 
sînt însă mari la hirtia electroizolantă obişnuită. Din acest motiv, condensa- 
toarele etalon şi cele pentru frecvență înaltă se construiesc cu dielectric aer, 
mică sau alte materiale de calitate. 


Curentul absorbit de un condensator este teoretic defazat cu = înaintea 


tensiunii, factorul de putere al condensatorului si puterea activă absorbită 
fiind nule. La un condensator real, alimentat cu tensiune sinusoidală curentul 


este defazat cu mai putin de -față de tensiune, iar cu timpul dielectricul se 


încălzeşte. În consecință, un condensator real absoarbe si o putere activă care 
se transformă în căldură, datorită fenomenelor legate de pierderile în dielectric. 


Unghiul ò = = — pe care-l face fazorul reprezentativ al curentului 
în condensator cu normala pe direcţia fazorului tensiunii U se numeşte unghi 


de pierderi. 

Tinind seama de pierderile de putere în condensator, schema condensa- 
torului real trebuie să cuprindă si o rezistenţă, montată fie în paralel cu o capa- 
citate (fig. 6.1, a) fie în serie cu o capacitate (fig. 6.1, b), ambele scheme fiind 
deopotrivă folosite în schemele elec- 
trice în curent alternativ. În ambele 
scheme impedanta totală Z şi unghiul o 
sau 5 trebuie să aibă aceeaşi valoare. 

Se deduce imediat: 

— pentru schema echivalentă de- 
rivatie 


ebe ON 

Fig. 6.1, Schemele echivalente ale unul 1 cos cos 

condensator, 
a) Scherna derivatie; b) Schema serle sau Ay = SE ye = Z 
Go cos À 
— pentru schema echivalentă serie 
T, af ST t r 1 $ 
R, =Z congo = Zaini; Xy = SP Sain a = Zoosd. (6.2) 
‘a 


me 


* Vezi 1,5,2, 
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Împärtind relaţiile (6.1) gi (6.2) 


intre ele rezultä : 


Ry 
ZL =— gin? pe CL = ooa? 
R, 3 C, COS à, 


Tntructt unghiul de pier 


este foarte apropiat de vero deri 8 este în general foarte mic, rezultă că sin? 3 


, lar cos? este foarte apropiat de unitate, deci 
Ra € R Şi 0, = 0, = 0. 


Pierderile in dielectric depi 
on) ate electric depinzind de frecvență, parametrii Ry, Ra, C, = 
Fe C „is À, depind Si ei de frecventa. In EE caracte- 
eee prin capacitatea C si tangenta unghiului de pierderi tg 3 la o frecvență 
- SS SS Ger să se determine şi parametrii R, sau Rz. 
` Într-adevăr, tinind seama de expresiile din care se d 
zajului e în circuitul serie şi cel derivație rezultă : ee 
— pentru schema echivalenta derivatie 


(eh = Cie a BS E : , 
R i RICO ARCA 


— pentru schema, echivalentă serie 
Ra 
USO > OR S = R, 0,0 = R, Co: 
4 ` 2 


Din relatiile precedente, in care se cunoaşte tg 5 si Ow se poate deduce 
rezistența R, sau R după cum se lucrează cu circuitul echivalent derivație 
sau serie. | 

Determinarea valorii capacităţii echivalente C şi a mărimii tg à se face 
în laborator prin metode exacte de punte (puntea Dr. SCHERING). 

6.1.2.3. Bobinaje; scheme echivalente. La frecvente mici, de exemplu 
50 Hz, un bobinaj oarecare (reostat, bobina de reactanță, bobina) de transfor- 
mator sau maşină electrică) poate fi considerat ca avind 0 rezistență R în 
serie cu o inductanta L. La eet CC san foarte mari apar fenomene supli- 

re complică schema echivalentă $l anume : RES 

SH SE firului de bonis) ee re ca efectului pelicular şi 

+4 efectului de vecinătate cu celelalte spire*. i er 

Idee, E 

igura 6.2,a. La It pea MENT Rer eT cocă 

SEN Geo SH prin aceste capacități sint miot si deci neglijabili. 

La frecvenţe mari reactan(a corespunzătoare capacităților goats curenţii prin 

cavacitäti devin importanţi gi nu mal pot fi noglijati. Datorite acestor SR LE 

Dati | tre spire, curentul nu mai este constant pe întreaga lungime a firu- 

SE ah ro Fronomenul osto foarte complex, dar de obicei se simplitică ca 
SR capacităţile dintro spire se roduo la o capacitate C, în paral 


la bornele bobinajului (fig. 6.20). 


+ Vezi 14.1-2-3 pl 143.5. 
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el Cimpul electric alternativ dintre spire, corespunzător capacităţilor 
între spire, produce pierderi de putero activă în dielectric, Pentru a fine seama 
de aceste pierderi so introduce o rezistentä Xe, tot în paralel cu bornele bobi- 
najului (fig, 6.2,0). 

d) Cimpul magnetic alternativ produs de bobinä produce pierderi de 
putere activă in circuitul magnetic. Aceste pierderi sint mai mari sau mai mici, 
depinzind de construcţia circuitului magnetic şi se tine seamă de ele prin intro- 
ducerea unei rezistenţe suplimentare Ay in serie cu circuitul bobinajului. 

Scheme electrice complexe ca cele din figura 6.2 intervin în practică pen- 
tru reostatele şi bobinajele folosite în radiotehnicä, cum şi în tehnica curenți- 


te Lit A 
ER ue 
d i Ao fs Fig. 6.2. Bobinaj si schema 
el RS sa echivalentă. 
jè 
a) ; b) 


lor industriali la frecvența normală de 50 Hz, în studiul efectului supratensiuni- 
lor atmosferice asupra bobinajului maşinilor şi transformatoarelor, deoarece 
aceste supratensiuni sînt fenomene oscilatorii cu o frecvență foarte mare. Mai 
frecvente sint însă schemele echivalente care fin seamă de pierderile in Der", 


6.1.3. REZOLVAREA CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV 
CU AJUTORUL DIAGRAMELOR FAZORIALE 


6.1.3.1. Circuite serie. Fie un circuit format dintr-un rezistor de rezis- 
tentä R, o bobină de inductantä D si un condensator de capacitate C legate 
în serie si căruia i se aplică o tensiune alternativă sinusoidala avînd valoarea 
efectivă U. Diagrama fazoriala a acestui circuit se construieste** luîndu-se 
ca origine de fază curentul necunoscut IZ, căruia i se atribuie o valoare arbi- 
trară. Alegerea curentului necunoscut ca element de bază pentru construirea 
diagramei fazoriale se face deoarece curentul este elementul comun celor trei 
părți constitutive ale circuitului, fazorii reprezentînd tensiunea la bornele diver- 
selor elemente ale circuitului, construindu-se apoi în raport cu acesta mult mai 
ugor. 

Diagrama obținută este deci o diagramă de tensiuni; scare la care s-a 
efectuat constructia respectivă este arbitrară dat fiind valoarea arbitrară ce 
s-a luat pentru curentul necunoscut. Scara tensiunilor se determină uşor, 
deoarece se cunoaste valoarea tensiunii aplicate cireuitului şi deci modulul 
fazorului U reprezentat prin segmentul OO (fig. 6.5); se deduce apoi scara 
curentului prin împărţirea scării tensiunii cu valoarea rezistenței R. 

Din diagrama fazoriali obținută, se deduce apoi expresia impedantei 
circuitului, a curentului și a defazajului acestuia față de tensiunea aplicată 
la bornele circuitului. 
eee 

* Vezi [10] pag, 152; vezi și [14] pag, 380, 

#4 Vezi 4,3,4, 
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e În curent alternativ i 
continuu* ; această a 


lui este diferită de suma aritmetică à impedanielor ston totală a cirouitu- 


Fie Rat R. a à a impedantelor elementelor constitutive. 
tele cironitelor legă a, RH Zu Rs gi Xs, .. 


te in serie. Reziste 1 By si X, rezistentele gi reactan- 


nia totală a circuitului este 


| R=R+R+...+LR, 
lar reactanta totală este | 


X=X,+X +... ap dia 


astfel că impedanta totală a, circuitului este 


Z= V (R F R, FR MERE. FA) 


expresie care este, în general, diferită de 
[IREF A || AIDES con ESPE 


De asemenea, tensiunea efectivă, la bornele circuitului rezultant nu mai 
este egală cu suma algebrică a tensiunilor la bornele circuitelor constitutive, 
ca în curentul continuu. Pentru a arăta aceasta să considerăm un circuit for- 
mat — spre exemplu — din trei circuite legate în serie (fig. 6.3). Luind ca 
origine de fază curentul J, comun tuturor elementelor legate în serie, ten- 
siunea la bornele circuitului 1 va fi | 


OA =U, = Z1, 


rezultanta cäderilor de tensiune RJ şi Ee 
Tensiunea la bornele circuitului 2 
va fi 


TUB = Why = a 


ăderi iune Rl şi 
rezultanta căderilor de tensiur RL 
X,I,iar aceea de la bornele circuitului 3, o 


Ari 
Fig. 6.3. Diagrama fazorială a unui circuit serie. 


BO = Us = Z; L. 


Tensiunea la pornele întregului circuit este 


00 =U = Zl; 
rezultă din figură „pă VERII RR 

5d < 04 +AB + BO 
eege, 


e Vezi 4.3.6.3. e 


si deci ` 


U < U, + U, + Us; 
împărțind ultima relaţie cu J, rezultă 
Z < Zi + Za +Z. 


Cele ce preced pot fi extinse la oricite circuite s-ar lega în serie pentru 
a forma circuitul rezultant. 


6.1.3.2. Circuite derivație. Diagrama se realizează* luîndu-se ca origine 
de fază tensiunea comună la bornele tuturor circuitelor legate în paralel Și 
rezolvindu-se apoi, fiecare circuit serie component în parte în raport cu această 
tensiune ; curentul rezultant se obţine apoi sumind diverşii curenţi partiali. 

Este uşor de văzut, că în cazul circuitelor in derivație, admitanţa totală 
a circuitului complet este mai mică decît suma admitantelor fiecărui circuit 
component, iar curentul total absorbit de circuit este mai mic decît suma curen- 
tilor absorbiți de fiecare circuit în parte. într-adevăr, fie G, si B, (k= 1, 2,..-, n) 
conductantele si susceptantele echivalente ale fiecärui circuit component in 
parte. Luind ca origine de fază tensiunea U, comună la bornele tuturor elemen- 
telor legate in paralel, curentul care sträbate circuitul 1 este 


OA, = l, = YU, 


„rezultanta curenților GU si BU. 
Curentul care strabate circuitul 2 este 


AA, Se I, =a Y.U, 


rezultanta curenților G,U si B,U; în general, curentul care străbate circuitul 


4 GU i j k este 
Apa A, = In = Yy U, 
rezultanta curenților G, U si B, U (fig. 6.4). 
Curentul absorbit de întregul circuit 
este deci 
OA, =I1=XU 
D EE e 
An si din figură rezultă 
de OA, < OA, + Ada +... + Agi Ay + 
Fig. 6.4, Diagrama fazorială a unul circult E ai 
derivație, cb se + Air Ay 


* Vezi 4,3,5,1 
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În consecință, 


| LS see di n eater 


Si, împărțind această relație cu D rezultă 


X < Fab Batai Ace MEL ae, 


6.1.3.3. Circuite mixte, Cir 


i cuitete mi ircui in cir- 
cuite formate din elemente ii xte sint circuite compuse din cir 


; mple — rezistențe, inductante şi capacități 1 
serie — SES ; 8 pacitati legate 
ah Re culate între ele intr-un mod oarecare in serie gi in paralel. Pentru 
dineramelo ée cuit nu se poate da o regulä generalä de rezolvare prin metoda 
= r iazoriale, problema fiind cu atât mai greu de rezolvat, cu cit circui- 

Z 


DA=U,  0D-G&b 06 = RI 
OB = GU, 0F= Lo QJ = Kë 
OG = I; ZA = Lë oR = Hi 
Fig. 6.5. Circuit mixt. Fig. 6.6. Diagrama fazorialä a unui circuit mixt 


tul este mai complicat. Ca linie conducătoare în rezolvarea acestui tip de pro- 
bleme se indică următoarele : se atacă problema de la un element simplu (cir- 
cuite în paralel în general) care se combină apoi cu un alt element simplu 
rezolvat în prealabil, si aşa mai departe pînă se ajunge la elementul dat in 
problema, studiată, în general tensiunea la bornele circuitului complex con- 
siderat. 

Pentru ilustrarea celor de mai sus, fie circuitul serie — paralel format din 
impedantele Z, si Z, legate în paralel, circuitul astfel format fiind legat în serie 
cu impedanta Z (fig. 6.5). La bornele WN ale acestui circuit se aplică tensiunea 
U; se cauta curentii din diversele ramuri ale acestui circuit. 2 
a Rezolvarea acestui circuit nu se poate face luind ca origine de fazà ten- 
siunea JU, cunoscută, deoarece nu se poate sti nimic asupra curentului total 
absorbit de circuit. În acest caz este indicat a se porni de la elementele în 
paralel, Z, și Z,, luîndu-se ca origine de fază tensiunea necunoscută U, de be 
bornele MP. Diagrama se trasează deci la o scari arbitr ară pin’ în momentul 
în care se va determina pe această diagramă un fazor care repre zinta o dată 
a problemei ; lungimea acestui fazor va determina astfel scara diagramei st 
astfel valorile diverselor mărimi din circuit, ` pa ry că aaa aa 

fn aceste condiții, rezolvarea problemei se face după cum urme: 
(fig. 6.6) : „noa necunoscută U, ca origine de fază şi ca unitate, se dese- 

Luind PER i KSE app fazorul OA reprezentind această tensiune: 
nează, la o scară arbitrară oarecary mus 


A 4 " mays f At 4. 5 D = A 
Fie a (mm/V) scara al Great relațiilor (4.84), conductan(ele şi susceptantele 
£ è I Te “ul tb } À +: € » at > Dë ST: Si 7 Sea 
Se calculează, vi eler Z, si Za; fie Ou Go Bi și B- aceste mărimi, Se 
echivalente ale impeaan L gi d, ale célor déni tmpedante cu ajutorul rela- 
determină apoi argumentele Yr al d i 
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| 


2 — C, 229 


tiei (4.63) ; aceste argumente dau direcția curenților I, gi I, faţă de originea de 
fază aleasă. 

Curentul în conductanta G, este reprezentat la o nouă scară arbitrară 
(scara curenților), prin fazorul OB = k: Q (04), a cărui direcţie este confun- 
dată cu aceea a lui U,, k fiind o constantă oarecare, aleasă pentru comoditatea 
trasării diagramei. Din vîrful B se ridică o perpendiculară pina intilnegte direcţia 
curentului I. Se determină astfel, la scara aleasă pentru curenți, mărimea 
curentului J,. 

Procedind în acelaşi mod, se determină și curentul J,. 

Se efectuează apoi rezultanta curenților J, gi I, obtinindu-se curentul 
rezultant I, care străbate impedanta Z. Se calculează argumentul impedantel 
Z cu ajutorul relaţiei (4.63), determinindu-se direcţia tensiunii U- 

Pe direcţia lui J se duce acum segmentul OG = k + R - OH, iar din punc- 
tul G se ridică o perpendiculară care determină pe direcţia tensiunii U, segmen- 
tul OJ care, la scara tensiunilor reprezintă tensiunea U, la bornele circuitului PN. 

Adunind fazorial tensiunile U, (fazorul OA) şi U, (fazorul OJ) se obţine 
tensiunea U (fazorul OK) aplicată la bornele circuitului şi deci o dată a pro- 
blemei ; se determină acum scara tensiunilor diagramei. 

Valorile efective ale celor două tensiuni sînt 


Ca SER si Ty SSS Ue 
OK 


Pentru a deduce scara curentilor avem 


Ri = Ue Si EC Re ELE 
OK 


de unde rezultă valorile efective ale acestora 


FoR, 1, = RU, 1, =. 
OK OK OK 


in ceea ce priveste diversele defazaje dintre curenti si tensiuni, acestea 
se pot măsura, direct pe epură, unghiurile fiind independente de scările alese. 


6.1.4. REZOLVAREA CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV SINU- 
SOIDAL PRIN METODE ANALITICE, FĂRĂ UTILIZAREA FAZORILOR 


6.1.4.1. Metoda separaţiei puterilor (Metoda BOUCHEROT). În unele cazuri, 
la rețele compuse din circuite derivație, necuplate inductiv, se cunose sau se pot 
determina ugor puterile active gi reactive consumate de fiecare din circuitele 
rețelei. Fie P,, P,,...,P, puterile active gi Qı, Qu...,Q, puterile reactive. 
Tinind seamă de principiul conservării puterilor active şi reactive, se deduce 
puterea activă gi cea reactivä furnizată de sursă 


Po Py Beete 
| (6.3) 
d wem 0, + D to rb Qu = À Qi 
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În consecință, 
au valorile j 


Ee » Puterea, e x : ; 
CS aparentä, curentul §1 factorul de putere al sursei 


S NS ta Di CR GE S I SAR P 
|; =; C089 =—, (6.4) 


in "e ae au semnificațiile din relaţiile (6.3). 
Ap vige aplicație a metodei fie o rețea formată din trei impedanta 
SS 23 43 5 E in derivație (fig. 6.7), in care Z, reprezintä o rezis- 
| AUTRE reprezintă o rezistenţă, R, în serie eu o 
mductanta L,, lar Z, reprezintă o capacitate C3; 
alimentate cu tensiunea U. 
Puterile active şi re 


5 ‘ active consumate de aceste 
impedante sînt : 


Ry Ra Fig. 6.7. Exemplu de rețea 
cu circuite în derivație. 
U2 U? 
EC 171 TR = MAB = Zeep i 
2 222 R2 + 12 o? > Qe DHA 2 R + Dei ? 
1 
3 


Puterea activă si reactivă la sursă vor fi 
1 R 
P = Pet Pit Pe = UE | 


La o 


Q = Q + at Où = 0 


ne r ont ER : . al I 
Din ultimele două relaţii se deduce puterea aparentă S, curentul total 


gi unghiul ọ de defazaj dintre curent gi tensiune : 


SESS TEE 53 
Ig sl 4! pie ithe Here ni E Sol 
8 = H P? +0 == R, R? + Li o° RE + LZ 


| S Za a 
- l - — — molsa SE — Co 
a = g — + R? + L2u? R? N L? a 
ene U Ry 2 2 
rt — — Cw 
0 Re + Li" 
tg 0 = pi be Kei Ei isa 

P 1 à 

| + 


m TR 


în unele cazuri, puterea consumată de receptoarele derivație este cunos- 
cută prin puterea aparentă H, și valoarea factorului de putere cos 9. În acest 
caz problema se rezolvă fie grafic, fie analitic. 
în primul caz, se întocmește o diagramă vectorială a puterilor aparente 
(fig. 6.8). Tinind seama că puterile aparente se conservă vectorial, se deduce 
mai întîi puterea aparentă S furnizată de sursă, prin însumarea vectorilor S,, 
So. nl Pe acest grafic rezultă puterea activă P furnizată de sursă, puterea 
reactivă Q şi defazajul ọ sau factorul de putere cosy, după care se folosesc 
ultimele două relaţii (6.4). 
în al doilea caz se deduc puterile active și reactive ale receptoarelor, cu 
relaţiile P; = Sicosp,, Qi = Sing, după 
care se aplică relaţiile (6.3) şi (6.4). 
în alte cazuri, puterea consumată de 
receptoare este cunoscută prin puterea ac- 
tivä P, şi factorul de putere cos o, În acest 
caz se deduce tg; si apoi puterile reactive 
Q, = P, tgo,, după care se aplică relaţiile (6.3) 
şi (6.4). | 
Ca aplicaţie numerică să considerăm 
două motoare, de putere 6 kW şi 10 kW, 
eu randament 0,75 respectiv 0,833 şi factor de 
putere cos 9, = 0,707 şi COS pa = 0,8 mon- 
Fig. 6.8. Diagrama vectorială a puterilor tate în paralel la o reţea de 220 V. Puterile 
„aparente, absorbite de la reţea sînt D =6/0,75=8 kW, 
P,=10/0,833=12 kW. Pentru primul motor 
sine, = 0,707; tgp, —1, iar pentru al doilea sing, = 0,6; iso = 0,75. 
Puterile reactive absorbite de la reţea sînt Q, = D teo = 8-1 = 8 KVAR, 
Q, = P, tg e, = 12-0,75 = 9 KVAR. Reţeaua furnizează în total puterea activă 
P = P, + P, = 8 + 12 = 20 kW si puterea reactivă Q = Q, + Q, = 8 + 9= 
— 17 KVAR. Puterea aparentă furnizată este S = |P + Q? = V200 + 172 = 
26,2 kVA, curentul furnizat este I = S/U = 26 200/220 = 119 A, iar factorul de 
putere rezultant este cose = P/S = 20/26,2 = 0,764. 


6.1.4.2. Metoda separatiei elementelor active si reactive ale cireuitului. 
Această metodă este de fapt o metodă de transfigurare care urmăreşte să reducă 
rețeaua, la o singură impedanta, caracterizată prin rezistenţa şi reactanta echi- 
valentă sau conductanta si susceptanta echivalentă. Transfigurarea se bazează 
pe următoarele reguli : 

1. Mai multe impedante Z, (Ri, X1), Za (Ro, Xa): Zal Ra Xa) în serie, 
EE ee cu o impedantä care are rezistenţa R şi reactanta X date de 
relatiile 


R==R,=R +R +:.. +R; XH 2X = M ++ Aree nae Can 


2. Mai multe admitante Y, (Gu, By), Ya (Ga, Bose + Ea (Gu: Ba) montate 
în paralel se înlocuiesc cu o admitanţă care are conductanta G si susceptanţa 
B date de relaţiile 


= ZG, = G + 4, + eee + G3 B= XB, = B, + Ba + eee + B,. 
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e 


ep a 


| 
| 
| 
| 
| 


| 3. Unei ir 
lentă cu BE Pedante z CR, X) îi cor 


tanta G espunde o admitantä Y (4, B) echiva- 


d SUSCeptanta B date de relatiile 


Gi pres R x x 
EP a E NES è 
R? + x2 Zz? R? + x2 


4, Unei admitante y îi 
Te (G B ) corespunde o im edantă Z Jr X iVa- 


AEREE L G MLN OAIB B 


per = — 9 


ya G24 B2 ? y2 G2 + B? 


După reducerea rețelei la o singură impedantä sau admitantä, se aplică 
una din metodele cunoscute de rezolvare. 


6.1.4.3. Metoda vectorială. Metoda geometrică examinată în paragra- 
ful 6.1.3 a scos în evidenţă caracterul de vector pe care il poate cäpäta reprezenta- 
rea tensiunilor şi curentilor periodici alternativi sinusoidali. Aceasta a condus 
la elaborarea unei metode de calcul a circuitelor de curent alternativ, bazată 
pe calculul vectorial. 

Fazorii reprezentativi ai tensiunilor și curenților alternativi sinusoidali 
nefiind vectori în sensul acestei noţiuni, din întreg calculul vectorial nu se vor 
putea utiliza decît anumite elemente, care vor putea soluţiona un număr de 
probleme cu un caracter particular. 

Fie un vector oarecare, QA, care să reprezinte o tensiune sau un curent 
(fig. 6.9). Raportîndu-l la un sistem de referință in plan, Oz, Oy, se obtin cele 
două proiecţii ale sale OB = A’ si 00 = A”. Dacă d şi y sînt versorii celor 
două axe, se poate serie 


— 


A = xA' LA" 


sträbätute de curentul J, raportat la sistemul de referinta Oxy. Fie U, (Uj, 
U2’) si U, (Uz, Uz) tensiunea la bornele celor două 


receptoare. Se poate serie 


Să, considerăm un circuit format din două receptoare legate in serie st 


U, = ZU, La: U, = QU; + yUs. 


bornele circuitului considerat 


f ală la ZA = Er PE 
Tensiunea tota =U, + y Uită Us U= op > 
va fi JHU, 742 Con ef 
= sé U;) + y ( U; + Del Fig, 6.9. Reprezentarea vectorla 
= @(U, + Uel a unei mărimi de curent sau de 
Fie tensiunea tensiune, 


y = U V2 cos (oi + a); 


4 rectorul 
3170 v ` VID vector u wages 
reprezentata D nau, + JU, 


si curentul į = IVF cos (wt + B), 
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reprezentat prin vectorul 


T=21,+y I. 
Facind produsul scalar între acești doi vectori se obţine 
= (2 Uı + y U,)(& Ly + y Ia) = Cili + Uls, (6.5) 


o mărime scalară care reprezintă puterea activă absorbită de un circuit sau pro- 
dusă de o sursă. Într-adevăr, tinind seama că 


U, = U cos «a, U, = U sin «, I, = I cos p, I, = Isin 8 
sipunind « — 8 = 9, relaţia (6.5) devine 
U-I = UI cos « cos B + UI sin « sin 8 = UI cos ọ = P. 
Facind produsul vectorial între aceiași vectori se obţine 
I xU=(% I +y L)x(& U,+y U2) = (Val, — U,0,)n, (6.6) 


o mărime vectorial’ a cărui modul reprezintă, puterea reactivă absorbită de cir- 
cuit sau produsă de sursă. Într-adevăr, în acest caz avem : 


ixU =n (feine cosß — UIsinß cos «) =n. UI sin? = n -Q, 
în care n =% XY. 

Pentru a vedea cum se aplică această metodă la studiul circuitelor elec- 
trice, să examinäm următoarele probleme simple : 

1. Fie un circuit format dintr-o rezistență R şi o reactanta X legate 
în serie şi străbătute de curentul J = 21; curentul este astfel luat ca origine 


de fază. 
Tensiunea la bornele rezistenței este 


U, =a RI; 
tensiunea la bornele inductantei este 
U,=yXl; 
tensiunea totală, la bornele circuitului va fi 
U =U, +U, = © RI +yXI 
a cărei valoare efectivă — egală cu modulul vectorului — este 


U =] |n: | Kai 
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AL care mo argumentul 
Q = are te 
R 


or = 2 Die acum un aisen) 
E: | ‘cult format din imped = | R? + ES 
ovale | i din impedanta Z, = V RF + XZ legată in 

l l ou impodanpa Za = |R F Ai, căruia i se aplică la A CUT 


U = GU, 


luată ca origine de fază. 
Ourentul în impedanta Z este 


I, = 8 L cos - j sin EE 
E x R 
; gel tgo = — Și deci cos o, = — gi sin p, =~. 
i Ry Zi Z, 


Curentul din impedanta Z, este, în mod analog, 


RU EU 
I, =% E = Ca 


Ourentul total absorbit de circuit este deci 


gi defazajul fata de tensiune 

, X,Z2 + E 
ALTO UE nee ae 
Pe canoe Riz Ie) 


6.2, METODE GENERALE DE CALCUL FOLOSIND FAZORII 


| 
| 
| 6.2.1, GENERALITĂŢI 


| AIR 1 domeniu de aplicatie 

i dadina yaragratul 6.1 au un de 

„n Ac alem) indicate in | aos ; "cuitelor simple. 

| Metodele die iai e in general numai în cazul circuit SRA pe op 
restrins, ele utilizindu-80 I € o ge rezolvă folosind cele dou: 


(reit Jectrice complex imati jutorul fazorilor. 
Cireuitele mere Dass din acestea, exprimate cu aj 
lui KIROHHOPF sau 
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Ecuatiile matematice de rezolvare se obţin seriind ecuaţiile reţelei pen- 
tru valorile instantanee ale mărimilor electrice, după care se trece de la valori 
instantanee la vectorii asociaţi, exprimafi în cantităţi complexe, conform prin- 
cipiilor indicate la paragraful 4.2.4.7. 

Ecuațiile reţelei pot fi scrise şi direct în cantități complexe. Sub acest 
aspect, rezolvarea reţelelor de curent alternativ sinusoidal, în regim perma- 
nent, nu se deosebeşte formal de rezolvarea reţelelor de curent continuu decit 
prin instrumentul de calcul folosit. 

Scrierea ecuaţiilor unei reţele electrice necesită însă introducerea unei 
anumite convenţii în ceea ce privește sensul forţei electromotoare a diverselor 
surse şi sensul curentului alternativ. | 

Trebuie observat, că în curent alternativ, curentul își schimbă sensul 
de circulaţie de două ori pe perioadă. Prin urmare sensul pozitiv poate îi ales 
oricare, fără a mai fi necesară corectarea lui, după 
determinarea valorilor numerice. Este totuşi necesar 
să se definească sensul curentului electric în raport 
cu o origine de fază întrucît alegerea unui sens pozitiv 
sau al altuia influențează defazajul, rotind faza mă- 
rimii în cauză cu v. Să presupunem că într-o latură 
a unei reţele există o forţă electromotoare # si pentru 
un sens pozitiv AB ales pentru curent, curentul este 
reprezentat prin fazorul I (fig. 6.10). Dacă se consi- 

fa dera pozitiv sensul contrar BA, curentul va fi repre- 
Fig. 6.10. Influența alegerii sensu- Zentat prin fazorul J’ egal, dar în opoziţia de fază cu I; 
lui curentului electric alternati. in primul caz curentul este defazat cu unghiul « înain- 
tea lui #, în ultimul caz cu unghiul r— « în urma lui E. 


În general, sensul care se atribuie curentului alternativ, este sensul de 
curgere a energiei electrice corespunzătoare și anume, se consideră sensul pozi- 
tiv sensul socotit de la sursă către receptor. Dacă din calcul iese pentru curent 
un sens contrar acelui fixat arbitrar, înseamnă că si sensul de curgere a ener- 
giei este contrar celui presupus. 

Metoda de calcul cu fazori conduce mai repede la rezultat și poate fi apli- 
cată în orice reţea — oricît de complicată ar fi ea — în timp ce metodele ară- 
tate anterior sînt mai laborioase și pot fi aplicate numai în cazuri simple. 
Are însă dezavantajul că mecanizează în mare măsură calculul, pierzînd oare- 
cum legătura cu fenomenele fizice; din acest motiv se recomandă, cel putin 
pentru început, să se întocmească si diagrama vectorială a reţelei, chiar dacă 
acest lucru nu este direct util rezolvării. 

Tinind seama de cele ce preced, întreaga teorie a reţelelor electrice de 
curent continuu si metodele corespunzătoare de studiu, expuse in subcapi- 
tolul 2.5 pot fi transpuse în retelele electrice de curent alternativ dacä rezistentele, 
respectiv conductantele, circuitului se inlocuiese cu impedantele complexe, 
respectiv admitantele complexe, corespunzătoare din circuitul electric în curent 
alternativ, iar curenților si tensiunilor electrice alternative instantanee li se 
asociază fazorii respectivi. 

Apar unele diferente datorite inductantelor mutuale, care nu există în 
rețelele electrice de curent continuu și care introduc. în laturile respective ale 
reţelei anumite forte electromotoare suplimentare. 

În concluzie, în cele ce urmează se va arăta modul cum se aplică teoria 
rețelelor electrice stabilită pentru curentul continuu în cazul reţelelor de curent 
alternativ, fără a se repeta, cele arătate în subeapitolul 2.3, indicîndu-se numai 
particularitätile corespunzătoare. 
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6.2.2. STUD 
IUL CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV CU. 


AJUTORUL TEOR 
EMELOR LUI 
DERIVATE DIN AGESIEA KIRCHHOFF ȘI A METODELOR 


6.2.2.1. Dat 
retea electrics format en damentale ale unei reţele electrice. Să considerăm o 
bornele sale 4 si Fe na L elemente care leagă între ele N noduri. Între 
cazul cel mai general EE oarecare j(j = 1, 2,....,L) este constituit, in 
dantä interioară legat în -un generator de forţă electromotoare Hj, fără impe- 
8 curent J, fără admitanță interioats (hig GT db tale un injector 

_ Valoarea, acestor mărimi poate fi oarecar à hiar nulä, si 
Două laturi oarecare Ee e care, chiar nula, simultan sau nu. 
dante mutuale Z. si pot îi cuplate electromagnetic; ele au astfel impe- 
iul A : BET ȘI Zi ° Daca Z,, — Zy cupla- 
Jut este simetric ; eleste asimetric dacă Z., 4 
F Zu Si nul dacă Z; = Zy =0. pt 
a ȘI in curentul continuu, o reţea este 
complet determinată în curent alternativ 
dacă se dă: 
d 1. O schemă în care să se arate cum 
sint legate între ele diversele elemente ; 

2. Totalitatea surselor din reţea, poziţia 
lor în rețea, modulul si defazajul lor faţă de 
o origine de fază comună, indiferent dacă Fig. 6.11. Element general de reţea. 
sînt surse de tensiune sau de curent; 

3. Totalitatea receptoarelor din reţea, valoarea impedantelor lor echiva- 
lente si poziţia lor; 

4. Totalitatea impedantelor proprii şi mutuale ale diverselor elemente 
de legătură dintre sursă şi receptoare. 

Trebuie observat, că odată aleasă, in mod arbitrar, o origine de faza, 
toate elementele reţelei trebuiesc raportate la aceasta. 

Numerele topologice L, N şi S sînt de asemenea date fundamentale ale 
unei reţele electrice şi reamintim caracterul lor arbitrar. 

În ceea ce privește reprezentarea sensului forțelor electromotoare, ten- 
siunilor si curenților acesta este pur conventional și pe schemele electrice de 
curent alternativ se adoptă aceiaşi convenţie ca pentru curentul continuu *, 
aceasta întrucât, utilizînd fazorii, modul de lucru este același. Trebuie observat, 
că în curent alternativ sensul unui curent poate fi dat att de modulul lui cît şi 
de argumentul pe care il are fată de originea de fază, întrucit 


SE 


HHOFF. Cele două teoreme ale lui K- 


oda teoremelor lui KIRC 
6.2.2.2. Meto azorilor sub una din forme 


- ; fi tr ise cu ajutorul f 
cHHorr*** pot fi transcrise CU aj 


ZI, = ZT, 
gau SI =0 (6.7) 
A L d s 1 A 
pentru prima teoremă H St SEET, (6.8) 


2.3.1.4. 
en Vezi 2.3.2.1 și 2.9.2.2 
xxx Vezi 2.3.4. DE 


saul 


SU Zi) = Ve NU (6.9) 


pentru cea de a doua teoremă. CA a 

Toate lemele stabilite pentru curenţii continui sînt valabile și in cazul 
curenților alternativi. Trebuie observat de asemenea că relaţiile (6.7) la (6.9) 
sînt valabile numai pentru mărimile fazoriale : ele nu sînt valabile pentru modu- 
Jele acestor mărimi, ceea ce se poate arăta imediat. 

Calculul unei reţele electrice constă în determinarea circulaţiei curenți- 
lor — respectiv energiei — şi în determinarea căderilor de tensiune in diver- 
sele ramuri ale acesteia. 

Cele două teoreme ale lui KIRCHHOFF dau numărul suficient de ecuaţii 
pentru rezolvarea problemei de găsire a curenților in diversele laturi ale 
reţelei si anume, prima teoremă aplicată la cele N noduri dă N ecuaţii de forma 
(6.7) din care numai P — N — $ ecuaţii sînt distincte; a doua teoremă a lui 
KIRCHHOFF aplicată diverselor circuite închise ale reţelei dă B ecuaţii de forma 
(6.9), dintre care numa B = L — N + 8 sînt distincte. Se obţin astfel 


Pa RSi 


ecuații distincte, cu ajutorul cărora se determină cei L curenți necunoscuți, 
din laturile rețelei. 

„ „Condiţia necesară şi suficientă ca sistemul de ecuații obținut să fie dis- 
tinct este ca ecuațiile ce se scriu prin aplicarea relațiilor (6.8) sä se obțină 
prin parcurgerea tuturor laturilor rețelei cel putin o data, parcurgîndu-se deci 
bucle fundamentale. 

i În cazul rețelelor în care există cuplaje inductive, trebuie să se ţină seama 
şi de forțele electromotoare induse în laturi prin inducție mutuală. Presupunînd 
că o latură k, parcursă de curentul 2, , este cuplată inductiv cu o latură l, par- 
cursă de curentul i,, inductanta mutuală fiind My, în latura k se va induce o 


ne 4 di var: - y 
forţă electromotoare gu = — Mn? a cärei expresie complexa este 
Ba ~ JOM a Xna L. 
Termenul X,, = oM,, se numeşte reactanta mutuală, iar JX, =] o Mu = Zu 


se numeşte impedanta mutuală a laturii | fata de latura k. 
n consecinţă 


Ep TA Zu J,. 


În cazul cînd inductanta mutuală My este egală cu inductanta Hi, indicii 


1 sik nu mai sînt; necesari Mp = My, = M, Xu = An = Am; Zu —Z = 


joM = jX,, deci forța electromotoare de inducţie mutuală se scrie 
En Ee = Xa Ii es — Za D? 


ere electromotoare de inductie mutuală E, sau H, trebuie adăugate pri- 
mului termen din relaţia (6.8). Aceste forte electromotoare pot fi privite 
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| 


ca fiind căderi ç 
1d căderi d 
căderi de tensitine Veste oduse de curentul I, în latura k. Valoarea acestor 


e tensiune pr 


US — E A 


Cäderile de tensiune 
U ` trebui A ; 

Oupiajele eege ohare adaugate in al doilea membru din relatia (6.8). 
fluxul indus) sau diferentiale fl adifionale (fluxul propriu are acelagi sens cu 

Pentru a identifica ( uxul DL OPIU are sens contrar cu fluxul indus): 
scheme, prin SSNS) en ees in care sint facute cuplajele, se noteazä pe 
intră sau ies pl a e polarizate ale inductantelor ; dacă, ambii curenţi 
(fig. 6.12, a); dacă un TE ornele polarizate, cuplajul este adiţional 
celalalt prin borna nepolariz E prin borna polarizată gi E 
(fig. 6.12, b). a, cuplajul este diferenţial ee 
GE Jee stabilirea practică a semnului cu care trebuie a) 

rodusă căderea, de tensiune U, sau U,, în membrul al 
doilea, al ecuaţiei (6.8) scrisă pentru circuitul care conţine 
latura k, se tine seamă de următoarea, regulă : EE 

— În cazul cuplajului aditional, dacä sensul de par- 
curs coincide cu sensul curentului J,, cäderea de tensiune 4) 
U,, = Zu I, se introduce cu semn pozitiv, iar dacă sensul 
de parcurs este contrar cu sensul lui I,, U,, se introduce cu 
semn negativ ; 

— in cazul cuplajului diferential, daca sensul de EE feat 
parcurs coincide cu sensul curentului J,, termenul DA se ` ai adițională; b) Ges 
introduce cu semn negativ, iar dacă sensul de parcurs 
este contrar cu sensul lui Z,, termenul U,, se introduce cu semn pozitiv. 

Uneori se obișnuiește ca reactanta Xm = olf să fie considerată cu valoa- 
rea numerică pozitivă în cazul cuplajului adițional si cu valoare numerică 
negativă în cazul cuplajului diferenţial. În acest caz se aplică numai regula 
dată pentru cuplajul adiţional. În cele ce urmează s-a adoptat această con- 
ventie. 

să, examinäm acum cazurile generale care pot aparea in retelele elec- 
trice ŞI care se pot rezolva cu ajutorul teoremelor lui KIRCHHOFF folosind fazoru. 

a) Circuite serie fără cuplaje inductive. Fie impedantele GE $ 
mX GO = MA Pp oc .,n), legate in serie și alimentate cu tensiunea U. Aphiein 

( 


relaţia (6.8) se obţine 


US ZID DZ Z 1 


E? et 


* ~<— 1, 
— us — 


e 
E Z = A Zi (6.10) 


, Ries ABN PN PETE 
a circuitului, relaţie analoagă cu (2.3.4.5). Scriind 


a echivalenta | 
obtine 


este impedanta OI, 
relatia (6.10) dezvoltat 86 
(E Ess R+], 


H EI = H Jr, T r 
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| 


unde R şi X sînt rezistența și reactanta echivalentă a circuitului ; modulul impe- 


dantei rezultante este 


HEGER 
si argumentul său 


rezultate găsite şi pe altă cale”. 


Ry * Ly A % Lo 


Fig. 6.13. Circuit cu impedante serie 
cuplate inductiv. 


b) Circuit cu impedante serie, cuplate inductiv. Fie un circuit serie format 
din impedantele Z, = Ra + JA Za = Ro + jX,, inductantele L, si La fiind 
cuplate prin inductanta mutuală M (fig. 6.13) căreia îi corespunde o impedanta 
mutuală Z,= joM. Pentru curentul I se ia același sens pozitiv ca şi pentru 
tensiunea aplicată U. Teorema a doua à lui Kirchhoff dă 


U = UV; + Ua 


în care: Uj = IZ, + 1:Zn =1 (Zi + Zm) este căderea de tensiune în prima 
impedanţă ; căderea de tensiune I Z, este produsă de curentul Z în rezis- 
tenta R si inductanţa L, iar căderea de tensiune I Z, este produsă tot de curen- 


tul I si tot în inductanta L, dar prin inducţie mutuală între L, şi L, în mod 
analog 


U, = 1 Za AF IS, Ges I (Zə Ke Zn) 


este cäderea de tensiune in a doua impedanta. 
Cu acestea ecuatia circuitului devine 


așa încît 
U 


I = —— = 
Z,4+2,+22m 


SE 
Z 
unde 

Z = Zi + Za +22, 


este impedanţa echivalentă a circuitului. 
c) Circuit cu impedante derivație necuplate inductiv. Fie impedanţele 
Z, = R, + jX,(1 =1,2,..., n), legate în paralel şi alimentate de la o sursă 
de tensiune U. Curentul din diversele admitante este dat de relaţia 
SEU. 
es rhe 


* Vezi 6,1,3,1. 
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| 
j 
¢ 


ES QS — ml = 


cur 


= DRE, CEE U | 
MU eran Oe j (6.11) 


Y == 2 == a 11 d | 
EE H z, fiind inversul impedantei echivalente sau à admitantei 
echivalente a circuitului, : 

Dacä in relatia (6.11) se scrie 


se deduce imediat 


şi deci conductanta echivalentă G si susceptanta echivalentă B a circuitului 


format din impedante legate in paralel sînt 


$ Ga SG, RBs Ne 


astfel că modulul admitantei este 


4 


y = Ve R= OF +E BP 


rezultat gäsit si pe alta cale*. | 
d) Retea cu circuite derivate cuplate inductiv. Fie reteaua formata din 


impedantele Z, şi Zə legate in paralel si cuplate inductiv intre ele** (fig. 6.14). 
Curentii in cele două circuite sint J, si I, iar 
curentul total este J. | 
Pentru primul circuit, teorema a doua a lui 
KIRCHHOFF se scrie sub forma 


U = Un + Un + Us (6.12) 


jar pentru al doilea circuit sub forma 


f 13) 9 
u E Une i Ura i: Uau fe ) Fig. 6.14. Circuit cu impe- 
dante derivație cuplate 
inductiv, 

in care : | 
F LU R, I, în fază cu I,, este cădere de tensiune produsă în primul 
1AaAZOIUL U py = 1£1) S SE CG b R 
circuit de curentul J, DH rezistența ty 


4 i 6.1.3.2. 
“# Vezi ESR se rezolvă analog 


intre ele, 


și în cazul a n impedante legate în paralel și cuplate inductiv 
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I,, defazat cu z|2 înainte fata de I,, este cäderea de 


tensiune produsă in primul circuit de curentul J, prin reactanţa ZX; - 


Fazorul Uy = jXnl2 = ZI, defazat cu 7/2 înainte față de 12, este 


Fazorul Un = j£, 


cădere de tensiune tot în primul circuit, dar produsă de curentul J, din al 
doilea circuit, prin efectul inducției mutuale. i nn 
Fazorii Ups = Ro Lo, Ura = j Xola ln Sela = Zm I, au semnificaţii 


asemănătoare. ` 
Cu acestea relaţiile (6.12) și (6.13) devin 


U = U; + Us si U =U, + Uy 


` Sau 


U Tes TZ ap LEE 


U = IZ Së I Zn 


— 


din care se obțin curenții J, și I, din cele două laturi şi curentul total Z. Vom 
avea deci: 


Z — Z Z, — Zm ¿ 
TI, =Ù = = ia U Z Z E? 
E negt? EEA AS 
Ch MV SOWA 
Ii = I, USR, 6.14 
d'r EO TARA (G 


e) Circuite cuplate pur inductiv. Prin circuite cuplate pur inductiv se 
înțeleg circuite cuplate exclusiv inductiv, deci fără cuplaje galvanice (prin 
conductoare), un exemplu fiind arătat în figura 


are rezistența R, si reactantele X; si EN, A+ = 
= X! + X?’ ; al doilea circuit este alimentat cu 
tensiunea U,, are rezistența R, si reactantele Xs 
si A, X, = X; + X;'; cele două circuite sînt 
cuplate inductiv prin intermediul reactantelor 
si X3’, reactanta mutuală fiind X,,. 
Aplicind cea de a doua teorema a lui 
Kirchhoff, celor două circuite se obţine : 


Fig. 6.15. R ircui a at ay Sepi NE 
F ntur tanne D E U, = LR ap j Aa TJ, SE J A: JT, Ss ee dës 
U, = Is Rat] Co La + j Xs Ia + ji 4,5 


sau 
U, = Zu 1; ae Zn Ia 
(6.15) 


mem = = 


OP arate, oh, AN 
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6.15. Primul circuit, alimentat cu tensiunea U; . 


mm DE E STE 


îu care 


Z = Ry + j(Xi + X) = R + 5%. 
ee Thy tO te Gi i Xe, 
Za =] Am: 


Curentii J, şi J, se deduc prin rezolvarea sistemului (6.15). 


Transtormatoarele electrice funcţionează după schema din figura 6.15 ; 
în acest caz rezistenţa A, reprezintă rezistența primului circuit (bobinajul pri- 
mar); reactanta X; reprezintă reactanta de dispersiuni a bobinajului primar, 
iar reactanta X;! reprezintă reactanta corespunzătoare fluxului comun (reac- 
tanta utilă) a bobinajului primar; rezistența R, reprezintă rezistenţa celui 
de al doilea circuit (bobinajul secundar), iar reactantele X; si Xz’ reprezintă 
reactanta de dispersiuni a bobinajului secundar și reactanta sa utilă. Tensiunea 
U, se înlocuieşte cu tensiunea produsă la bornele transformatorului. Dacă se 
cunoaşte impedanta receptorului, Z, = R, + j An, alimentată de secundarul 
transformatorului, tinind seama că U, este o cădere de tensiune și nu o tensiune 
aplicată circuitului din exterior, rezultă că între tensiunea U,, impedanta Z, 
şi curentul J, există relaţia, 


Cu aceasta sistemul (6.15) devine 
U, = Zi n + În I, 


0 = Zn TL ar (Ze JF Z,) I, 


şi rezultä 


Z + Z Zm ; 
jie "LL ne Del Br Te di = TU - —z 
TT A A le ZA ZI Za 


fn funcţie de inductantele de dispersiuni L; si La, reactantele de dispersiuni 
se calculeazä cu relatiile 


. 7 
! = LS XE oa 


6.2.2.3. Metoda superpozitiel. în cazul reţelelor electrice de curent alter- 
nativ liniare (în care impedantele sint liniare), metoda superpoziţiei se aplică 
în acelaşi mod ca și în curentul continuu“, diversele SE Se nind in 
ji zenti j ji respectivi, iar impedanţe e rețelei prin 

calcul fiind reprezentate prin fazoril im e 
GEET Ge corespunzatoare. Tehnica de apl oar a mega E ee 
jj rse, curentu r-o lature are s 
carea, : dacă reţeaua conţine m suts”, | CRL | > 
ere A ae curenții produși in acea latură de fiecare sursă în parte, 


celelalte m—1 surse fiind pasivizate. 


* Vezi 2,3.5. 
St 


Metoda superpoziţiei nu poate fi aplicată decit circuitelor a căror con- 
figuratie este invariabilă, În caz contrariu, principiul superpozitiei nu mai poate 
îi aplicat direct, ci este necesar a se face anumite artificii. Astfel, în cazul 
unui dipol activ, dacă se scurteireuitează cele două borne libere ale sale, A gi 
B (fie. 6.16) prin scurtcircuitul respectiv va circula un curent I care nu 
poate fi determinat; direct prin metoda superpozitiei. Curentul respectiv se 
poate determina cu ajutorul teoremei lui THÉVENIN* in care se face Z = 0. 

Dealtfel însăşi teorema lui THÉVENIN a fost stabilită aplicind principiul 
superpozitiei în reţelele electrice. 

De asemenea, în cazul cînd se caută tensiunea care apare la bornele unui 
întreruptor care deschide un circuit al unui dipol activ, aceasta se determină 
utilizînd teorema lui NORTON**, 
în care se face Y = 0; teore- 
ma lui NORTON a fost dedusa 
de asemenea utilizînd princi- 
piul superpozitiei. 

À 6.2.2.4. Metoda buelelor. 

Fig. 6.16. Scurtcircuitarea bornelor unui dipol activ. Prin utilizarea fazorilor şi uti- 

lizarea impedantelor complexe, 

utilizarea metodei buclelor este aceeaşi ca şi în curent continuu***. Tehnica apli- 
cării metodei buclelor este următoarea : 

— Se descompune reţeaua dată într-un numa’ B de circuite indepen- 
dente, arbitrar alese, B fiind numărul topologie dat de relaţia (2.70). 

— Se presupune că, în fiecare din aceste circuite, circulă un curent J, 
avînd un sens de circulaţie fixat de asemenea arbitrar. 

— Pentru fiecare circuit în parte se scrie a doua teoremă a lui KIRCHHOFF, 
observind că în circuitul respectiv produc căderi de tensiune și curenţii din 
circuitele vecine care au impedante comune. Se va obţine astiel un sistem 
de B ecuaţii liniare de forma 


Bad pid, De. dl = d, (NET NB) CIO 


fn care Z,, reprezintä impedantele totale ale circuitelor independente, 
Zp = Za reprezintă impedantele comune circuitelor independente p şi g, lar 
J, curentul ciclic independent din circuitul n. 

— Se rezolvă sistemul de ecuaţii (6.16) astfel obţinut, determinîndu-se 
GEES 

Curentii reali din laturile reţelei se obţin făcînd suma algebrică a curenți- 
lor ciclici din circuitele independente, care conțin latura respectiva 


E. et SO SG | 0 ee 
1, = X Or Jr, (és ein = (6.17) 


în care coeficienţii Ou putind avea una din valorile 0, +1, care depinde de 
sensul arbitrar ales pentru circulaţia curenților din laturi, respectiv din buele, 
valoarea zero apare acolo unde latura respective nu este străbătută de curen- 
tul unei anumite bucle, 


rt 


* Vezi 2,3,7,4; 6,2,3,4 și 6,2,3,5, 
** Vezi 2,3,7,5, 
ww Vezi 2,3,6, 
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6.2.2.5 | 
lisent ui rh perechilor de noduri, Analog cu metoda buclelor se uti- 
lor de no d voda, perechilor de noduri*, Tehnica de aplicare a metodei perechi- 
LOdULL este următoarea : 
dente F ek alege în reţeaua dată un număr de P perechi de noduri indepen- 
TE: Š rare alese, P fiind numărul topologie dat de relația (2.71). 

rentă de e Lëscht r că, la ficcare din aceste perechi de noduri există o dife- 
eri potential H, avind un anumit sens de polaritate, de asemenea arbi- 
rar ales, | 

obti Pentru fiecare nod în parte se scrie teorema I a lui KIRCHHOFF Se va 

tine astfel un sistem de P ecuații liniare de forma 


SEA ZA Vag A e E DE (6.13) 


în care X ve reprezintă admitan(a laturilor care converg în nodul N, Yy, repre- 
zinta admitanta laturii care uneste perechea de noduri N,, iar V,, tensiunea 
independentă de la bornele acestei perechi de noduri. În ecuaţiile (6.18) 


n 


J, = Ÿ In En 
J 


=1 


este suma curentilor injectati in nodul n, Hy; fiind forțele electromotoare res- 
pective. De asemenea J, poate reprezenta suma curenților injectati în nod 
din exterior. Curentii J, pot fi pozitivi (curenţi injectati în noduri de la sursele 
exterioare) sau negativi (curenţi ejectati din noduri alimentind receptoarele 
exterioare reţelei). RE 
__ Se rezolvă ecuaţiile (6.18) astfel obţinut determinindu-se potentialele 
V, (» =1, 2,---) P), potentiale raportate toate la acelasi potential de refe- 
rinta. 
— Se determina potentialele celor 
— Curentii din laturile retelei se deter 
fiecărui element in parte. 
Pentru a se putea aplica această metodă, este necesar să se transforme, 
in prealabil, sursele de tensiune în surse de curent, precum şi să se găsească 
echivalentul inductantelor si inductanţei mutuale în cazul circuitelor cuplate 


magnetic. 
Transformarea 


lalte noduri în raport cu acestea. 
mină apoi aplicînd legea lui OHM 


surselor de tensiune în surse de curent, în cazul surselor 
de curent alternativ, 8e face cu ajutorul teoremei lui NORTON. 

Alegerea între metoda circuitelor independente sau à perechilor de noduri 
pentru studiul circuitelor electrice depinde de numărul necunoscutelor ce sint 


de determinat. 
Astfel, dac 

iar dacă B > P, 

În aceste condiţii, 


x BP, este mai avantajoasă se utilizează metoda buelelor, 

est mai avantajos să se utilizeze metoda perechilor de noduri. 

3 A C ` > r 3 Sa Se - à 

“numărul necunoscutielor OH urmează a fi determinat este 
re alt , 


Ca PAGES 
cel mult — L. 
2 


aie 


+ Vezi 2,3,8, 


6.2.3, TEOREME ASUPRA REȚELELOR ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV 
COMPLEXE SERVIND LA STUDIUL ACESTORA 


6.2.3.1. Generalităţi. La studiul rețelelor electrice de curent continuu au 
fost enunțate si demonstrate o serie de teoreme* cu ajutorul cărora se poate 
simplifica într-o oarecare măsură studiul reţelelor electrice. Prin utilizarea, 
fazorilor aceste teoreme pot fi transpuse și pentru rețelele electrice de curent 
alternativ fiind necesare pentru aceasta anumite precizări suplimentare care 
vor fi arătate în paragrafele următoare. Teoremele respective vor fi numai 
enunțate, demonstraţia lor fäcindu-se în același mod ca şi în cazul reţelelor 


de curent continuu. 


6.2.3.2. Teorema lui VAscuY. Într-o reţea buclatä, pe toate ramurile 
pornind dintr-un acelaşi nod A se pot adăuga forte electromotoare EU = 1, 
2,...,2), 2 fiind numărul de laturi adiacente nodului, egale între ele ca modul 
şi fazà, avînd toate acelaşi sens fata de nod, fără ca prin aceasta să se schimbe 
circulația de curenţi existentă anterior în reţea. 


6.2.3.3. Teorema reciprocitätii a lui MAXWELL. Dacă o forţă electromotoare 
E, montată în latura AB a unei reţele pasive, produce în latura CD a ace- 
leiaşi reţele un curent I, montarea forţei electromotoare # în latura CD va 
produce acelaşi curent 1 în latura AB. 

Această teoremă are următoarea consecinţă : dacă între două noduri 
oarecare M şi N ale unei reţele buclate se conectează o sursă de forţă electro- 
motoare U care va face să circule în reţea un curent suplimentar J a cărui 
efect este de a produce între alte două noduri oarecare P si Q o diferenţă de 
potential suplimentară AV, reciproc, injectarea unui. curent suplimentar J 
ete nodurile P si Q va produce între nodurile M şi N o creştere de potential 

Notind perechea de borne A, B cu indicele 1 si bornele C, D cu indi- 
cele 2, teorema lui MAXWELL se poate scrie sub forma 


E 
ES = Zi = Zn sau 
Lo 


IE 


LES —— 
= Vo = YA, 


ibs 


See: Con, este, prin definiţie, impedanta de transfer între perechile de borne 1 
pi 2 lar Fi, este admitanta de transfer între cele două perechi de borne. 


> C D ` d x wv DS 4 A k 
E Teorema lui THEVENIN. Dacă două borne libere A si B ale unei 
i ®© 2 ar ave za sau pol E — între care există o diferenţă de potenţial 
AB gate printr-un element pasiv de impedantă Z. acest ele SI IRI 
străbătut de curentul i mpedanţă Z, acest element va fi 


Ti qn AD 


: SH (6.19 
Zap + Z (6.19) 


in Ce re 7 KDE i YE f n hi | ` 

d ST Gu Ee SR a rețelei dată văzută prin bornele A 
wine de introducere a elementului pasiv ntà Reg 

imi ogi ar, d Ab pa de impedan à Z. reteaua dată 

fiind pasivizată (toate sursele sale scurtoireuitate) Tree dat 


* Vezi 2,3,7, 


Ss Een lui THÉVENIN se poate enunta după cum urmează : 
ae SE reţea activă dacă se deschide o latură oarecare AB de impedantà 
4 ȘI Stra dătută înainte de deschidere de curentul Z, la bornele A gi B a laturii 
deschise apare tensiunea x 


Uan = (Zaz + 2) I, (6.20) 


ZA SC impedanta echivalentă a reţelei date, pasivizatä, văzută prin bornele 
e | 
Ki a 


Ca o consecință a teoremei lui THÉVENIN se poate enunta următoarea 
teoremă : | 

O retea electrică activă, avînd două borne terminale A şi B poate fi 
înlocuită printr-un circuit electric echivalent format dintr-o sursă ideală* de 
fortà electromotoare it’ în serie cu o impedantä Z’. Valoarea forţei electromo- 
toare E este egală cu tensiunea U4; existentă la bornele A gi B în gol, iar 
impedanta Z este impedanta reţelei dată, pasivizată, văzută prin bornele 
Diere A şi B. 


6.2.3.5. Teorema lui NORTON. Dacă la două borne A şi B ale unei rețele 


electrice active se leagă o admitantä Y, tensiunea la bornele acestei admitante 
este dată de relaţia 


I 
Uig = AR se — (6.21) 
Yap + E 


in care I,,,, este curentul de scurtcircuit al reţelei între bornele A si B, acestea 
fiind legate în scurtcircuit (Y = œ ) iar Y up este admitanta echivalentă a rete- 
lei electrice dată, pasivizată, văzută prin bornele A şi B, la funcţionarea în 
gol a reţelei (Y = 0). 

Din teorema lui NORTON rezultă următoarea consecinţă : între două no- 
duri oarecare A si B a unei reţele electrice active, o sursă de tensiune, de forță 
electromotoare E şi fără impedantä interioară, dar legată in serie cu o impe- 
dantä Z, poate fi înlocuită cu o sursă de curent, de intensitate J fara admitanta 
interioară, suntatä cu admitanta Y fara ca parametrii electrici la bornele A 
si B — tensiunea la borne U, si curentul I, debitat prin aceste borne — sa se 
schimbe, intre märimile caracteristice ale celor doua surse existind relaţiile 


T=V¥H și YZ=1 


fn ceea ce priveste echivalentul inductantelor si inductantei mutuale 
inversate in cazul circuitelor cuplate magnetic, acestea se determină apheind 
cea, de a doua teoremă a lui KIROHHOFF circuitului respectiv, determinindu-se 
valorile curenților J, si Iz. 

Fie un asemenea circuit făcînd parte dintr-o reţea electrică oarecare din 
care este indicat numai nodul de referință (Fig. 6.17). Se presupune că acest 
circuit nu mai are nici un alt cuplaj magnetic cu vreun alt element al reţelei. 
Wie Vi; Va, Ve Ve potentialele la cele patru noduri ale elementelor date şi 


V 


I,, I, curenţii care lé strabat, Houatiile de funotionare ale acestui eirouit sint 
j IO I, I, -|- j IO M o == Y, 7 Va $ 
j GD) M I, 2 |= j [er Ls Le — Ke Wi F, D 


a — 


+ Vezi 2,3, 7.6, 
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Eliminind pe J, se obţine | 
jo (dn La — M?) I, = La (Va — Vs) — M (Vs — Vale 


Eliminind acum pe Î se obtine 
jo (LL, — M?) I, = — M (V; — Va) — L (V; — V4). 


PeR Ye Ys 
ENTRE EENt" 
A qe i if Fig. 6.17. Circuite electrice cuplate 
. magnetic. 
a) forma folosită pentru calculul Jui Z; b) forma 
folosită pentru calculul lui Y = Z~* 

ze Meee de CAT. Ss 
er III 

N = W: Nod de = 

a) referință R 6) 


Din aceste relatii rezulta imediat 


alt „Ti 
Il = —] pela Vs) + j— (Vs — Va) 


Q 


I, me j Tig Wee Sei Vo) Ti j zi (Va — V,), 


in care s-a notat * 


PF, DER Ce T SEN 
L, La Mi La Me ee 


SEN inversele echivalente ale inductantelor proprii si mutuale ale circuitu- 
ui dat. 


6.2.3.6. Transfigurarea reţelelor electrice. Transfigurarea unei reţele 
electrice consistă în transformarea configurației ei într-una adecuată unor 
calcule mai ușoare ce se efectuează pentru rezolvarea ei. 

Condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească reţeaua electrică, sau numai 
elementul de reţea, ce urmează a fi transfigurat şi care au fost enunțate în 
cazul reţelelor electrice de curent continuu rămîn valabile şi în cazul reţelelor» 
electrice de curent alternativ**, Pentru utilizare, relaţiile stabilite urmează 
à fi transcrise cu ajutorul fazorilor, demonstrațiile reproducîndu-se întocmai. 


ee ER ~ 


$ E ? à » i 
| Semnul ~ a fost pus pentru a arăta că aceste inverse nu sint inversele mărimilor simple 
Li, Le sau M, 
++ Vezi 2,3,9, 
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mme ins 


a) Transfigurarea circuitelor serie gi paralel. Un circuit format dintr-un 


număr de impedante legate in serie poate fi înlocuit printr-o i $ 
valentă definită de ais i io ASE SES 


ies Un circuit format dintr-un numär de impedante legate in paralel poate 
fi înlocuit printr-o impedantä echivalentă definită de relaţia ` 


1 1 
gy 
l, SES 
5 i : A B 
sau exprimată prin admitantele ok —0 = 
corespunzătoare, £ Z 
= D ‘hac Fig. 6.18. Surse de tensiune si de curent echivalente. 


b) Sursele de tensiune şi de curent echivalente. O sursă de tensiune, de 
forţă electromotoare E si de impedanta interioară Z poate fi înlocuită printr-o 
sursă de curent, de intensitate J si de admitanta interioară Y (fig. 6.18) 
dacă sînt îndeplinite condiţiile 


YZ=1 si J =YH. 


Reciproc, o sursä de curent, J, Y, poate fi înlocuită cu o sursă de tensiune, 
E, Z, dacă 


ZY=1s H=ZJ. 


c) Sursa echivalentă a mai multor surse în paralel (Teorema lui MILLMAN). 
Un numär de surse reale de tensiune legate in paralel poate fi înlocuit printr-o 


Ki Ki 


sursä de tensiune echivalenta avind impedanta interioara 


si tensiunea la borne 


U, 
U = 2 D — 
- pt îi 


Sursa: echivalentă de tensiune poate fi înlocuită eventual printr-o sursă de 

curent prin utilizarea transformării b). Li nus SEH ; 
d) Transfigurarea circuitelor stea-triunghi (Teorema (ut KENNELLY), ae 

circuit in triunghi poate fi transtigurat într-un civeuit în stea gi reciproc. Valto- 
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rile impedantelor, respectiv admitantelor corespunzătoare sint date de relaţiile 


(fig. 6.19): ut 
Transtigurarea din triunghi în stea : 


Fig. 619, Circuite stea și triunghi, 


| aoe | Ay 
Eeer E Yo 


Zon Z Ka E 
— su —, Y, = Zant Yu + S =, 


LE S 
Zu AE Zog au Za =31 
Zax Z End 
7 = 31 =23 Y = 1% + Y + 212, 
Di SII 0 O ER 
| Ziz + Za + Za D 
Transfigurarea din stea in triunghi : 
` ZAZ SR 
EE ee 
12 GEA 2 ) Aly 
Za Y + Ya + Ya 
oe Z YAY 
Dos, = RIRE Va = == 2 
| Z, Y+% + Ya 
ZSZ EE 
Za = Z; + Zi + HZ, da = —81—1 e 
Za Y,+¥,4 Ya 
e : ul general al unei stele cu n laturi într-un poligon complet eu n noduri. 


Impedanta Z,, a unei laturi a poligonului este data, in funcţie de impedantele 
Z; (îi =1, 2,...,n) ale stelei prin relația 


Z;Z 
_ Li dk 
Bn = 
—0 
unde 
1 
TZ. = 
=e = 
5 Zi 


Transformarea nu este reversi- 
bilă decît in anumite cazuri 
particulare *. 

f) Transfigurarea cireuite- 
lor in T si în x. Este uşor de 
văzut; că circuitele T şi x nu 
sînt decît circuite în stea şi în 
triunghi care pot fi transtigurate 
Fig, 6.20, Circultele T(a) și x (b) unul intr-altul prin aplicarea teo- 

remei lui KENNELLY (fig. 6.20). 


# Vezi 2, 3, 9, 2, 
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în practică se utilizează însă relaţii care so deduc diroot din acelea caro do- 
termină parametrii respectivi în functio de parametrii generali ai unul cundripol 
oarecare, Aceste relații «int : i i 

— La trecerea de la schema 7 la schema x 


Z=4,+4,+ 4, Z, Y, X, = Y TT Ans A + 
— La trecerea de la schema m la schema T 


FaHtHINNS AZ 2% 


6.2.4. METODE MATRICEALE DE REZOLVARE A RETELELOR 
ELECTRICE 


6.2.4.1. Generalităţi. Avantajele pe care le oteră calculul matriceal la 
rezolvarea retelelor electrice sint cunoscute şi metodele corespunzătoare, ela- 
borate de Q. KRON, au fost arătate la studiul reţelelor electrice de curent con- 
tinuu **. 

De la primele jaloane puse de KRON şi pînă astăzi numeroşi cercetători 
au îmbunătăţit metodele matriceale de calcul a reţelelor electrice, adaptindu-le 
situatiei actuale cind se dispune de mijloace moderne de investigatie si calcul, 
de calculatoare electronice. 

Utilizarea fazorilor face tot atit de lesnicios calculul matriceal şi pentru 
studiul reţelelor electrice în curer t alternativ. Trebuie observat că, de data 
aceasta matricea de conexiune poate fi şi complexă, cum este în cazul utilizării 
componentelor simetrice +++ De asemenea, din cauză că expresia puterii în 
cantităţi complexe este 

8 Se H I D: 
invariantul puterii, in virtutea căruia în lucrarea de faţă au fost stabilite for- 
mulele de transiormare FRET este 


t ee 
P = [EUX UE =... 
sau 
TE ELE 
P = [1] [ET = Lk ET = ::: 
În aceste condiţii, formulele de transformare la schimbarea sistemului 
de referinţă sînt : a 
— is trecerea de la spatiul laturilor la spatiul buolelor (metoda buolelor) 


[E] = [OILE] 


gi 
-= e Ye P4 Y 8 
cz'] = (OWL) [OI 
* Vezi 6,4,4,9, 
++ Vezi 2.4. 
seg Vezi 8,3 „anul cu bard dedesubt yontru 
tapout A doalor. & se indice fazorul cu Dali dedesubt, D 
ss Se convine ca, în serieren matricelor, să nu sè în i 
a nu se îngreuia scrierea, 
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Ctiind matricea de conexiune in spaţiul buclelor definită prin relatia (2.132) ; 
SA a la, trecerea de la spațiul laturilor la spaţiul perechilor de noduri (me- 


toda perechilor de noduri) 


[J] = (KYL) 


i 
CZ] = (KVL) [K], 


[K] fiind matricea de conexiune in spatiul perechilor de noduri definitä de 
relatia (2.147). ore 

O altă observatie este de făcut asupra matricei de impedantä. Un ele- 
ment al acestei matrice este definit de relaţia 


[Zn] = [Ep] +j o ul + 55 Suh 


S,, fiind elastanta elementului capacitiv și care, pentru j = k reprezinta impe- 
danta laturii j, iar pentru j # k reprezintă impedanta laturii comune dintre buclele 
j si k ale reţelei. Cum diversele laturi ale reţelei pot fi cuplate magnetic între 
ele, în matricea de impedantä vor putea exista, gi elemente de forma 


jo EPA ST jo [Lnn]; 


in care m, n # j, k, egalitatea putind să nu existe dacă elementele Lmn Și Lam DU 
sînt reciproce, semnul polaritätii inductantei mutuale fiind cuprins în expresia 
ei şi definit ca mai înainte *. 

Aceeaşi observaţie se face gi pentru elementele matricei de admitantä. 


6.2.4.2. Ecuatiile generale. Fie o reţea oarecare, buclatä, formată din 
L laturi, fiecare latură fiind constituită (fig. 6.11) dintr-o impedantä Z, = R; + 
+ jX, |j = 1, 2,...,L gi R,e[0, +0), Zye(—00, +0 )| dintr-o sursă de 
tensiune — caracterizată prin forța electromotoare H, — si dintr-o sursă de 
curent — caracterizată prin intensitatea J,. 

elementul considerat, necunoscutele sînt curentul JL, care circulă 
între cele două extremităţi ale sale A, B — bornele elementului — și diferenţa 
de potential V, la aceste borne. 

Rezolvarea reţelei electrice constă în a determina aceste necunoscute — 
curenţii Z, și tensiunile V, — gi în consecinţă, circulaţia puterilor în reţeaua 
respectivă. Determinarea acestor mărimi se tace cu ajutorul celor două teoreme 
ale lui KIRCHHOPP, scrise sub forma 


2J; Se XI (6 22) 
oH, = XU,, (6.23) 
U, = 2,1; (6.24) 
V, =U, — J, (6.25) 


em e 


* Vezi 6,2,2,2, 
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| 
| 
| 


Într-o reţea electrică cu J laturi si - í 
aa | A vour i d ¢ € A 
iii de { 4: laturi gi N noduri, ecuaţia (6.22) poate fi 


P=N —S8 
ori, S fiind numărul de subretele a reţelei date, ecuaţia (6.23) poate fi scrisă de 
B=L—-N+S 
ori, iar ecuaţia (6.24) de L ori. Numărul total de ecuații ce se obţine este 
P+B+L=2L, 


adică suficient pentru rezolvarea întregii reţele. 
Scrise matriceal, ecuaţiile de mai sus devin 


[4] ([1] = [J])=0 (6.26) 
BTE — [Ai = 0 (6.27) 
[U] — [Z][Z] = 0 (6.28) 
LO => ze 113 (6.29) 


unde [A] si [B] Sînt matrice — in general singulare — formate din +1, —1 
sau 0; ele arată modul cum sînt conectate diversele elemente ale reţelei, cifra 
+ 1 corespunzind atunci cînd sensul de circulaţie al curentului coincide sau 
este opus sensului atribuit surselor, iar cifra zero, atunci cînd elementul con- 
siderat nu aparţine circuitului respectiv din reţea. 

În rezolvarea reţelelor electrice pot apărea trei cazuri : 

cazul I, în care [E] + 0 şi [J] = 0, care corespunde metodei buclelor ; 

cazul IT, în care [E] = 0 şi [J] # 0, care corespunde metodei. perechilor 
de noduri ; 

cazul III, în care [E] # 0 și [J] # 0, care corespunde cazului general. 


6.2.4.3. Metoda buelelor. Făcînd în. ecuaţia (6.25) [J] = O, sistemul de 
ecuaţie devine 
[A] [1] = 0; 
[B] [U] = [B] LE]; (6.30) 
[U] = [4] [M]. 


ciclici din bucle si [E] matricea forţelor 


"AT „d? de 19 bes at 1 TT ù A ilor 
matricea curen( d g | 
oe: ` ‘ole are pot fi numite fortele electromoteare 


electromotoare totale din bucle și 
ciclice — avem relaţiile cunoscute 


Ui = [0] HI 


* Vezi 2,4,4,4, 
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AR PES TROT PAST APE 
hee Fe EMP LOD E 


şi 
LR) = DO LE), 


unde [0] este matricea do conoxiune a reţelei W; S 
Punind 
[0] = LB] (6.31) 
rezultă 
[8] [8] = LR (6.32) 
Si 
Lise (Bl, [1]. (6.33) 


Pentru efectuarea calculului se urmează calea cunoscută **. Se scrie 
succesiv 


(B] LE) = (2) = LB] LU] = [B17 Hs [BI(ZILB), HI = [Z'] [Z] (6.34) 
în care s-a notat ` i 
[Z'] = [B] [Z] [B] = [0] [Z] [C], ' (6.35) 


matricea de impedantà a rețelei trecută ìn spațiul buclelor. Matricea [27] 
fiind nesingwar’, din relaţia (6.34) rezultă 


[1] = (ZILE) (6.36) 


şi din relaţia (6.33); tinind seama de (6.32) şi (6.35), rezultă 


[1] = DEN [11] = [B] ([8](Z] (B))* [B] [E] (6.37) 
si din (6.30) | | 
LU] = [Z] LE (LB) [21 181) TBI LE]. (6.38) 


tele Ze (6.37) si (6.38) rezolvă întreaga problemă în funcție de elemen- 


LO A a ` wee s U D D 
D „6.2. LA Metoda perechilor de noduri. Dacă în sistemul de ecuaţii ale lui 
IRCHHOFF se face în ecuaţia (6.27) [E] = 0 acesta devine 


[A] Hie CA) BI (6.39) 
LB] [U1 = 0, | (6.40) 
I= I TU] (6.41) 


* A 4 ps ree 
er von ee [G ]* inteueit, în ongul examinat, matrioele de conexiune sint roule 
WA ERR P . 
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Notind [U'] matrices potentialelor celor N—1 noduri fa 

: | USA — | 4 de nodul de 
roforintă — matricea potentialelor inde = și TI SC Vater curentilo 
nodali, avem volatile ARE ud ponte ER à 


d [U] = [K] [0] 
gi 
[J'] = LE ], [J] 


unde [X] este matricea de conexiune, 
Dacă se notează 


[K] = [A] 
se obfine 
[A] [J] = [9°] (6.42) 
Şi 
[U] = [A], [UI (6.43) 


Ou aceste elemente, pentru efectuarea calculului se urmează calea cunos- 
cută **, obtinindu-se succesiv. 
His [A] [J] = 14] Z] = [A] LII LUI = ARIE EAL SN Bes 
=> (es (6.44) 


nnde s-a notat 
[X] = [A] [Y] A]; = [K], [YI] [4], 


matricea de admitanta a retelei trecuta in spatiul perechilor de noduri. 
Matricea [Y’] nu este singulară, din relaţia (6.44) rezultă 


RO = re a (6.45) 


de unde, din relatia (6.43) rezulta [U] si apoi din relatia (6.41) se deduce UL 
Vom avea astfel 


[U] = [AJ [0 = ACAI? RI [4] (CAI CY) LAM" CAI 1 (6.46) 


și 
(11 = [YI LU] = [Y] (Ay, (AI TX] LAM [41 J]; (6.47) 


' i [J] # 0, adică 
o 4, ‘azul eneral. Să presupunem că LE) sé 0 si [ dee 
SH a ie de tensiune, inserate in laturile reţelei, cit şi surse de 


eurent care injectează curenţi în nodurile sale. 


—— 


* Vezi 2,4,5,2, 
** Vezi 2.4.5.5, 
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Prin analogie eu metoda buclelor * să notăm 
[1] — W] = [B] [9°], (6.48) 


în care [J'] reprezintă curenţi ciclici. 
_ Notind şi in acest caz 


Lë) [B] [E] = [B] [U] (6.49) 
| si tinind seama de relatiile (6.28) si (6.48) se obtine succesiv 
fey = [8] (0) = [8] [ZI 1] = [8] [ZI] (CB [91 + [JD = 
— [B] [Z] [B] HI + [B] DIN) 
Rezultä apoi — tinind seama de (6.49) — 
tz ((B] (ZI (B)) 7 (LE — CB] [ZI [J]) = 
= ([B] [ZI] (Bl)? [8] (LR) — [4] [JT 
si deci — tinind seama, de relația (6.48) — se obţine 
[1] = [J+ [B] (ZI! [B] (EI — [ZI D) (6.50) 
în care s-a notat 
[Z] = [B] [Z] [B]; 
Notind acum — prin analogie cu metoda perechilor de noduri ** — 
[U] — [E] = [A], [U], (6.51) 


‘ js se LOS : Si 
în care [U ] reprezintă potențiale la noduri în raport cu un potențial de 
referință arbitrar ales, dacă se scrie 


[J'] = [A] [J] = [A] E] 
gi se tine seama de relaţiile (6.41) gi (6.51), se obţine succesiv 
[7] = [A] [1] = [A] [Y] [U] = (4) F] (M LU] + LED = 
= [A] CY] [AJ (0) + ALY] ER) 
Rezultă 
LU = (YI CAT (i) = CF) RAN 


* Relaţia (06,33), 
** Relaţia (6,43), 


44 | 
| 


si deci 
CU] = LE] + [A] CY) [41 (7) — [E] (2), 
în care am notat 


bd [A] (XI [4], = tr) 
lar 


CV] = [U] — LE] = [AJ (YI CA] J] — [Y] CET) (6.52) 


“Relaţiile (6.50) si (6.52) dau cele 2L necunoscute ale problemei. 


6,3, METODE DE CALCUL FOLOSIND SCHEME SPECIALE 


6.3.1. SCHEMELE FUNCTIONALE ALE CIRCUITELOR ELECTRICE 


6.3.1.1. Generalitati si definiţii. Studiul circuitelor. electrice constă în 
determinarea comportării unei reţele electrice atunci cînd la una sau mai multe 
perechi de borne ale sale se aplică semnale electrice (surse de tensiune sau 
surse de curent). Aplicînd teoremele lui KIRCHHOFF, se va obţine un număr de 
ecuaţii, suficient pentru găsirea mărimilor necesare (curenţi, potenţiale, sau 
energii) care să caracterizeze funcționarea rețelei. Rezolvarea acestui sistem de 
ecuaţii — oricare ar fi metoda folosită — conduce întotdeauna la rezolvarea 
unei ecuaţii diferenţiale, de un ordin oarecare, între un anumit semnal aplicat 
reţelei date şi un anumit răspuns pe care il dă reţeaua; de exemplu se aplică 
la o anumită pereche de borne a reţelei electrice o tensiune electrică şi se cere 
să, se determine curentul electric care circulă într-o anumită latură a reţelei *. 
în cazul unei reţele electrice liniare invariante, cu parametri localizati, 
legătura, dintre răspuns sau semnalul de ieșire y(t), datorit unei excitatit exte- 
rioare sau semnalul de intrare a(t) este dată deci de o ecuaţie diferenţială de 

forma 
da de qm—1 


PO sd (6:53) 
pa + Ha dis “a 


dml 


d” 
Heee Hn 2 = By th 


Analizarea unui asemenea sistem se face mult mai comod dacă se intro- 

d S À F Lal? 

e și i HEAVISIDE ** p = ——, care transforms ecuaţia diferenfiala 
duce simbolul lui H p pt 


(6.53) de ordinul n in ecuaţia algebrica 


"en m d m-i AE } KR \ 
(do H + ape ON +a,) © = (bp + bpm? +... ba) (6.54) 
Ba | SS 
N(p).@ = M(p)-¥; (6.55) 
în care N(p) si M(p) sînt polinoamele in p din relaţia (6.54). Relaţia (6.55) 
poate fi scrisă simbolice sub forma 
Hy ND = (p): (6.56) 
x ` Mu) 3 


+ Vezi 3,6,1, 
+* Vezi 10,2,1, 


j brici i ă ly gi semnalul v 
Fractia algebrică T(p), care da legätura dintre răspunsul y § 
se re SERGE sau funcția de transfer a rețelei considerată. Este 
uşor de văzut că de la ecuaţia (6.56 ) respectiv (6.54) e poate uşor ajunge la 
ecuaţia diferenţială (6.53) dacă se înlocuieşte p cu —- 
Ou ajutorul noţiunii de transmitanta se poate reprezenta grafic legătura 
între un SS de Beer æ si un semnal de ieşire y (fig. 6.21). O astfel 
de schemă se numeşte o schemă funcțională sau schemă, bloc Și arată că æ este 
o excitație care actionind asupra unui sistem de transmitanţă T(p) produce 
semnalul de ieşire y, ca răspuns al acestei excitafil. 


x J Fig. 6.21. Schema functionalä. 
T (p) J 
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Construirea schemelor funcționale este utilă prin aceea că transmitanta 
unui sistem oarecare poate fi determinată prin simpla citire a schemei functio- 
nale, asupra căreia urmează a se face uneori unele transformări simple. 
Cunoscind transmitanta sistemului respectiv, se poate deduce apoi ecuația 
de funcţionare (6.53) a sistemului prin procedeul indicat, operaţia apare astfel 
mult mai simplă decît obținerea ecuației (6.53) prin eliminarea succesivă æ 
necunoscutelor sistemului dat. 

Dacă în ecuaţia (6.55) se face x = 0, se obţine ecuaţia, 


M(p).y = 0 


care reprezintă regimul liber de funcţionare a reţelei date. În consecință, 
ecuaţia caracteristică a sistemului dat este 


M(p) = 0 


si deci rădăcinile ecuaţiei caracteristice sînt polii transmitantel. 

O altă noţiune necesară în studiul circuitelor electrice, sau a siste- 
melor în general, este aceea de clasă a sistemului. Făcînd în expresia transmi- 
tantei p = 0 aceasta înseamnă că în ecuaţia diferenţială respectivă au fost 
anulate toate derivatele, ceea ce înseamnă că în sistemul corespunzător 
g = Const. gi y = Const. Se obţine astfel starea de repaus a sistemului, eu con- 
diția ca transmitanta să aibă o valoare constantă pentru p = 0. Astfel, în 
cazul ecuaţiei (6.53), starea de repaus e dată de relaţia | 


a,0 = Bell 


gi transmitanta corespunzătoare 


(Tp) ome = ch 
m 


se redyce la o valoare constantă, 
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"a 


Tn general însă 


perl 


‘(a 
lim Wp) = (ka n E(— œ, -|- 00), 


Tn acest oar so pico că sistomul dat osto un sistem do clasa n sau de ordinul n *. 


ide Asttel Sistemul considerat mai inainte osto un sistem de clasa 0, transmi- 
tants sa comportindu-se on o constantă pentru p = 0. 


A KS md ` k ` divin: - v 
Pentru un LS do olasa J, pentru p = 0 transmitanta se comportă 
ca o functie de TS astfol, că pent o valoare constantă a mărimii de intrare a, 


mărimea de ieşire y variază proportional cu integrala temporală a lui 2, 
adică liniar în funotie de timp. 

Tn general, pentru » >0, un sistem de clasă » se comportă, in regim 
permanent, ca un întegrator de ordinul n, a cărui mărime de ieşire variază 
ca i pentru o valoare constantă de intrare. 

„Dacă n < 0, sistemul se comportă ca un diferenjiator de ordinul n, a 
cărui mărime de ieşire este nulă pentru orice valoare constantă de intrare. 


6.3.1.2. Elementele circuitelor electrice. Blomentele pasive fundamentale 
ale unei rețele electrice sînt rezistorul de rezistenţă Jr, bobina de induc- 
tantà Z şi condensatorul de capacitate 0. Între tensiunea aplicată la bornele 
oricărui din aceste elemente si curentul rezultant care le străbate şi reciproc, 
între curentul ce străbate aceste elemento gi tensiunea ce apare la bornele 
respective (căderea de tensiune în elementul corespunzător) există relaţiile 
funcţionale cunoscute **. Aceste relatii funcţionale şi schemele funcţionale 
corespunzătoare sînt; date in figura 0.22, Din aceste scheme se deduc şi transmi- 
tantele corespunzătoare. 


Q 
|| 
z 
G 
> 
Ka 
E 
Q 
Q 
n în 
Za 


go SL 
; vitae y bj E 
Jo 


o> gon pe ERIE | 1 ùy u i e 
d | us A | lit Tr “te op $ 


Fig, 6.22, Schemele funcţionale ala elemantelor pasiva fundamentale ale unal 


ratela electrica 


A \ eve le, 
e care nu irebule confundat eu ordinul unel ecuaţii diferentlal 


** Vezi 4,3,4, 


AT 


Mrebuie observat, că dacă în expresia transmitanţelor se înlocuieşte p 
cu Ja, acestea Sp transforms în impedanţele (reactantele) respectiv admitan- 
{ele (susceptantele) cirouitelor corespunzătoare in funcfionarea în regim cuasi- 
stationar în cirouitele electrice de curent alternativ. Transmitantele pot fi 
considerate ca impedante, respectiv admitanţe generalizate ale circuitelor 


electrice, 


6.3.1.3, Elementele fundamentale ale sehemelor bloc, Pentru construirea, 
schemelor bloc sint necesare unele elemente caracteristice acestui fel de scheme 
şi anume: 

Sumatorul este elementul cu ajutorul căruia se face suma sau diferența, 
semnalelor * (fig. 6.23, a); în acest din urmă caz, acestui element i se mai 


Coptator spune gi detector de abatere. 
TRS Captatorul este elementul 
yp? P care culege un semnal dat de-a 
E, à E Poe 
lungul unei linii de transmi- 
+ tere a unei informaţii (fig. 
E 6.23, b). 
2 
tf? 
E=t6,%Ep i) 
a) 
x J 
| 
y = Tx 
c) 
Fig. 6.23. Elementele fundamentale ale unei scheme functionale Fig. 6.24. Cuadripol în sarcină. 


a) Sumator ; b) Captator ; c) Element functional 


Blocul functional care efectuează multiplicarea semnalului de intrare prin 
transmitanta corespunzătoare dînd semnalul de jeşire** y = Ta (fig. 6.23, ¢). 


6.3.1.4. Construirea schemelor funcționale. Construirea unei scheme bloc 
se face pornind de la schema electrica a circuitului si urmärind pas cu pas 
relatiile electrice legind diversele elemente. Sa consideram pentru aceasta 
un cuadripol in T închis pe o impedantä Z oarecare (fig. 6.24) pentru care 
se caută schema funcţională care să dea legătura dintre tensiunea de ieşire 
V,, de la bornele impedantei Z și tensiunea de intrare V. Relaţiile dintre 
mărimile electrice sînt 


In = P ; Mi = SA, ===> d Ed? 


V'—V à 
Jo = Set Va = Zale: 
“9 


* Se obișnuiește ca sumatorul să-și păstreze numai funcția de sumare a semnalelor, Pentru 
a Jun 0 Let se utilizează un bloc functional care să schimbe semnul semnalului respectiv, pentru 
care > e re À 

** Cele două semnale w al y pot fi de natură diferită, de exemplu unul electric şi unu 
mecanic, blocul functional operind în același timp și o transformare de energie, 
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ES ne: LT i a RI LETT I ATI E 


Construotin s ce à 
ANS a schemei funoti ` KEEN 
(tie. 6.95). nofionale se face imediat urmărind aceste relații 


6.3. i 

bës Ee ët pentru reducerea schemelor funefionale, Pentru a se putea 

această sohe tien cu ajutorul unei scheme bloc este necesar a se reduce 

3 SPEAN Sl d SET el e de eee celei arătate in figura 6.21, Reducerea 
onstă in moditicarea diverselor elemente ale ei în el mai si 

ai act 1 în elemente mai simple 

ȘI astiel, din aproape în aproape, să se obțină transmitanta dintre iati Aki dp 


intrare si cel de ieşire. Această redu ‘li 
A k cere ee 
Bere sînt date în tabloni 6.1 *. se face utilizind unele reguli simple 


6.8.1.6. Exemple de scheme funcționale | ircui i i 
De scheme ionale pentru circuite electrice tip. 
În tabloul 6.2 sînt date două circuite electrice simple pentru care s-a dat Se 


Fig. 6.25. Schema functionala a cuadripolului din figura 6.24. 


electrică, schema funcţională corespunzătoare si transmitanta respectivă. 
Determinarea acestor elemente se face imediat urmînd regulile indicate în 


tabloul 6.1. 


6.3.1.7. Exemplu de aplicatie. Fie să aplicăm regulile date în tabloul 
6.1 reducerii schemei funcţionale din figura 6.25, corespunzătoare circuitului 
din figura 6.24 pentru a-i găsi transmitan(a. Se observa imediat că, această 
schemă funcţională nu poate fi utilizată ca atare, întrucit cele trei bucle se 
intersectează între ele şi în consecinţă, trebuie modificată astfel, încât să comporte 
o buclă principală și două bucle secundare ; în acest scop sumatorul B trebuie 


+ FIN ions ak SN ag ey ` 
deplasat si adus la stinga blocului -— ȘI punctul de preluare D trebuie mutat 


la dreapta blocului Za, ceea ce be obţine aplicind rene 4 LÉ ARE re a 
apoi laturilor AO, OH și AF regula 1, ob e sor aplicindu-se regula 8 ; 
lentä (fig. 6.26). Se reduc apoi pe rînd buclele I gi I, aplicinc pee gu SE 
se aplică din nou regula 1 laturii rezultante AF gi în sfirsit se aplică reguia < 


buclei rămase. Se găsește 


Va Th a ne (6.37) 


—.. | 


7 Zita + Ga + 20) at 20 


bn: i h ‘OTA, 
care este expresia transmitan(el căuta 
poartă numele de 
ta electrice, 


ns > | < A PA ‘ontine 
# } 5 reuitul care € 
~ e We tabloul D. D ( | | Ge A 
AN Hr ) ul ni D H din d + HI ‘ame function | 
d le D weg H ne IO apărea in pumeroase bi hu il 
uc "LAC À D $ í 
buciă ¢ reacfte l i 


transmitanta Ta 
prozentind cireui 


4 — 0, 229 


"REGULI DE TRANSFORMARE A SCHEMELOR FUNCTIONALE Tabloul 61, 


Expresia, Schema funcionala Schema funcfionala es if 
algebrica carespunzăloare echivalentă 4 - 
rezultanta 


Regula ` 
Mmultiri 
EE 
X3 = d Xp 
X3 = rf: X7 


Regula 


adunarit 


ess, 
Aas Ip X7 > le X2 


Ans 27 ET 


Bucla proprie 
(Avtatranstormare) 


en Ty Ant Tp Xa 
Ans Jo Xp 
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Fig. 6.26, Schema funcțională modificată 


~ OBSER VATIH. Calculul se poate face imediat dacă se observă că cir- 
cuitul dat esto realizat din două structuri de tip 1 (Tab. 6.2) legate în cascadă * 


gi podate cu legătura de reacţie [= E realizindu-se figura 6.26. Tinind seama 


de expresia transmitantei structurilor de tip 1 gi reducind aceasta schemä prin 
aplicarea, regulii 1 gi a regulii 8, se regăseşte relaţia (6.57). 


SCHEMELE FUNCTIONALE A UNOR CIRCUITE ELECTRICE TIP > ` Tabloul 6.2. 


Schema electrică 
EI 
I 


Schema functionala 
. corespunzaroare 


6,3,2, METODA GRAFURILOR DE TRANSFER 


ii 4 pathy" A a KR ste 
UP ităti gi | oda grafurilor de transfer ** este — 
a o 1, Generalităţi și delinifii. Metoda gratu 
în Ee — identică Je metoda schemelor funotionale. Această mend 
total ae simplă prin simplificarea gchemelor care se obţin şi a unei rag Lët 
j RB l USD 


mai complete ce RO face, 


ee 


+ d truct | sint legate în cascadă sau în lanț cind bornele de ieşire a uneia din ele sint 
Două structuur ip 10, d, | 

legate la bornele de Intrare H celeilalte, Vezi GE } de fluenfa, Veal [83, 103, ani): 

** Unii autori numese aceste grafuri, grafur 
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‘Fie un sistem de ecuaţii lineare simultane, care descriu un sistem fizic 
liniar oarecare soris sub forma 


n R 
j=0 
sau sub forma 
n R 
DI = X Lu %; (à = 1, 2, (RSA n) (6.59) 
TEAM 


in care 
li = Oe pentru DH = 3 ȘI Lu Lg i = Aj; 


Variabila æ, este singura variabila independentă a sistemului, variabilele 
w (i = 1, 2, ...,n) sînt variabile dependente. Pentru un sistem fizic liniar cu 
constante repartizate, coeficienţii a,,, respectiv ti; reprezintă în general operații 
integro-diferentiale ; transformarea LAPLACE * dă posibilitatea transformării 
lor în ecuații algebrice, condițiile inițiale modificind termenii Gan Vo, respectiv 
to Lo (2 — Jke 2, . . Mi): 

Se numeste graf de transfer o schema formata dintr-un număr de laturi avind 
un sens de parcurgere definit, numite laturi sau ramuri dirijate, interconectate 
în anumite puncte numite noduri şi care definește în mod univoc sistemul de 
ecuații algebrice liniare. 

Nodurile reprezintă variabilele sistemului — dependente sau independente; 
ele sînt staţiile unde apar semnalele şi unde se face sumarea acestor semnale. 

Laturile sau ramurile corespund relaţiilor între variabile ; orientarea acestor 
ramuri constituie o cale umică pentru transmiterea semnalului. Fiecärei ramuri 
i se asociază un coeficient numit transmitantà astfel că semnalul dintr-un nod 
de ieşire a ramurii este egal cu produsul dintre semnalul din nodul de intrare 3 
ramurii prin transmitanta acesteia. Relaţiile dintre variabile rezultă din legile 
fizice care intervin în funcţionarea sistemului (legea lui OHM, teoremele lui 
KIRCHHOFF etc.) **. 

Laturile sint convergente dacă orientarea lor este convergentă câtre un 
nod ; ele sînt divergente dacă ea este dinspre un nod. 


Fig. 6.27. Diverse tipuri de noduri. 


Un nod care are o latură, gi numai una singură, convergentă şi o latură, 
Kb Se una singură, divergentă se numeşte un nod lant (EX. : nodul à din figura 
Se numește nod sursă nodul din care ies una sau mai multe laturi (Ex : 
P IT) t ai f 4 } ` ` X A ` 
nodul a din figura 6.27) gi nodul puț sau nod absorbant, nodul în care intră una 
* Vezi 10,4, 


RATE Get: are reprezinta sistemul de ecuatii (8,58) se numeşte graf de confluența san graf 
transfe [55]; ay care reprezintă sistemul de ecuaţii (8,59) se numeşte graf de fend sau graf de 
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care nu au decit cite o gin | 
Nig de AM ngură, | 
Nodurile care nu nint nici GEI Mh 80 numesc noduri sursă sau puț simple. 


nodul o din figura 6,27). fi nici puțuri ge numesc noduri secundare (Ex : 
So numeste graf com 
| omplei (sau num ul sistemului fizic co 
zător ; o parte dintr-un graf 6 | ii WEI sistemului fizic corespun- 


O cale este un subgraf contin 
CH uu confinind, în afară de noduri 1 
e ged Simplu și un nod put simplu. Prin contimuitatea unui pin e 
D i à ca do a uni un nod al grafului de un oricare alt nod al grafului parcurgind 
ramurile acestuia ; în acest parcurs ge neglijează direcţia ramurilor. 
Xe Lo 
te 


x WA X2 L23 
g 7 Aa 


t EI top 


ty Xy 
Fig. 6.28. Buclă, Fig. 6.29. Buclă proprie. 


Dacă nodul sursă simplu si nodul put simplu al unei căi sînt nodurile sursă 
şi put ale grafului complet ale sistemului, atunci calea se numește o cale directă. 

Cînd un semnal parcurge o porţiune dintr-un graf de transfer de-a lungul 
diverselor laturi și în sensul orientării acestora se zice că semnalul parcurge 
un lan}. 

Orice lant care pleacă dintr-un anumit nod (o sursă) pentru a ajunge la 
un nod de natură diferită (un put) constituie o cascadă. Laturile şi nodurile 
care aparțin acestui lanţ sînt laturile si nodurile cascadei. 

O buclă este un subgraf continuu care nu conţine decît noduri lanț (fig. 6.28). 

O buclă proprie este o buclă avînd un singur nod lanţ (fig. 6.29); transmi- 
tanta unei asemenea bucle se numește uneori transmitanta proprie. 

Un graf care comportă numai cascade se numeşte un graf de cascade 
(fig. 6.30, a); dacă graful conţine numai bucle, se numeşte un graf de bucle 
(fig. 6.30, b). e 

Se numeşte nod esenţial nodul asociat unei bucle proprii; un nod esențial 
izolat este deci un nod lanţ. | 
ae D Sen site nodul care nu este asociat unei bucle simple ; un nod 
lanţ; este un exemplu de nod neesenfial. 

Pentru exemplificare să considerăm 
graful din figura 6.31 care este constituit 
din cinci noduri, şase laturi, o buclă ŞI O 
buclă proprie, fiecare nod reprezentind o 
variabilă a sistemului. 


7 
Fig, 6.31, Exemplu de graf de transfer. 


Fig, 6,30, Graf de cascade (a) gi graf de bucle (b). 


Conform definiţiilor date, acest graf are 
— şapte noduri (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 
— opt laturi (1—2, 2—3, 3—4, 4—5, 5—6, 2—7, 1—2, 1—4) 
— două căi directe (1—2—3—4—5—6, 1—2—7—4—5—6) 
— 0 bucld (2—7—2) 
— două bucle simple (4—4, 5—5) 
— două noduri esențiale (4, 5) 
— patru noduri neesentiale (1, 2, 3, 6, 7) 
— un nod sursă (1) 
— un nod put (6) 
— cinci noduri secundare (2, 3, 4, 5, 7). 


6.3.2.2. Arborele unui graf. Graful asociat unui circuit electric pune în 
evidenţă un număr de buele, sau ochiuri, prin care poate circula curentul electric, 
proprietate absolut necesară pentru existenţa curenților electrici în circuitul 
electric real. Această proprietate a unui graf poate fi desființată prin suprimarea 
unor anumite laturi, judicios alese, din grai. Se obţine astfel arborele grafului. 

Un arbore este definit ca mulţimea de linii frinte, care uneşte toate nodu- 
rile unei reţele, astfel ca în graful asociat să nu formeze nici o buclă. Dacă numă- 
rul de noduri ale reţelei este N, numărul minim de laturi care uneşte aceste 
noduri între ele este egal cu 


P= NET 


Se vede că acest număr coincide eu numărul de perechi de noduri independente 
ale reţelei. Aceste N —1 legături se numesc laturile sau ramurile arborelui. 
Dacă L este numărul total de laturi ale reţelei, atunci, numărul de laturi 
suprimate pentru a desface buclele este 


Tdi? dik 


care coincide chiar cu numărul total de bucle independente al reţelei **. 
Pete uşor de văzut că pentru un anumit graf pot exista mai multe posi- 
bilitäti de a realiza un arbore (fig. 6.32). 


6.3.2.3. Despicarea unui nod. Indicele unui graf. Despicarea unui nod 
constă în separarea unui nod secundar in două parti, O jumătate constituind 
o sursă, cealaltă jumătate constituind un put (fig. 6.33). Despicarea unui 
nod are drept consecinţă deschiderea unei bucle. 


1 3 
9) 
1 d 
2 
A 
Fig, 6,32, Arborii unul graf, Fig. 6.33. Despicarea unui nod. 
a) graful dat; b) și c) doi arbori diferiţi a) Graful dat; b) graful cu nodul 2 despicat 
* Vezi 2,3,1,5, 
Së Vezi 2,3,1,3, 
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Se À e indii . 

tie ee unui graf ca fiind numărul total de noduri care + 
gratului din figura 6.33 NEE toate buclele unui graf, Astfel indicele 
trei întrucit, pentru a suprima toate by gratul din figura 6.31 este de indice 


oate b i i ; e 
(nodurile 9, 4 şi 5) ; un grat cascad’ este GE Ee despicate trei noduri 


6.3.2.4, Legătura funcțional? | í a 
ecuații algebrice lineare. Fio Aa a eer EE 


Do = tati + lea 


La = bai + log Lo 


Acest sistem are o singură variabialä inde entä i i 
à vari pendentä z,. Construcţia grafului 
corespunzätor este imediatä (fig. 6.34): din prima ecuatie GE ok nodul 


Fig. 6.34. Trasarea unui graf cuo Fig. 6.35. Trasarea unui graf cu două 
singură variabilă independentă variabile independente 


æ, primeşte semnale atît de la nodul «,, cit si de la nodul #,, iar nodul 2; pri- 
mește semnale de la nodurile 2, și >. 

Reciproc, cunoscînd graful sistemului dat, se poate stabili cu uşurinţă 
sistemul de ecuaţii corespunzător : se observă că nodul v, este un nod sursă 
iar nodurile æ, şi æ, sînt noduri secundare; de asemenea se vede că nodul 2, 
primește semnale de la nodurile 2, și Za iar nodul x primeşte semnale de la 
nodurile æ, și za, Scriind relaţiile respective, se obţin ecuaţiile respective. 


Fie acum sistemul de ecuații 
Lo = batut tsas 
De = todo À bust + tase + tasta 


sint două variabile independente, Va ȘI dr U rmind pe 
regulă ca în cazul precedent, graful corespunzător se conatruieato ime ne 
Trebuie observat; că în nodul ws este — de data acoasta — ŞI N \ APS a 
de transmitanté proprie tss (tig. 0.35). Operația in vară BR 


| d , Reducerea 

€ ` rilor ransfer. Metoda pas cu pas. Rec 

3,6 ducerea grafurilor de transte® la, pas QU PUR dora 
j ORA d rath în a exprima semnalul la un RARE 200, Jo pi RA 

SE E a istemului în functie de unul sau mai multe Acer A ane Ae 

ca Go dn E oxoitaţii sau mărimi de intrare, Reducerea gra 

considerate că excita s 


De data aceasta, 
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în eliminarea anumitor noduri ale grafului iniţial pentru à se obţine un graf 
rezidual continind numai variabilele care interesează, 

Pentru a se realiza practic reducerea grafului se separă, nodul de intrare 
şi nodul de ieşire, între care urmează să se determine transmitanja reziduală 
căutată. Dacă &, este nodul de ieşire si a, nodul de intrare, atunci expresia acestei 
transmitante este 


pat 


vi 


Transmitanta reziduală se poate calcula si între două noduri de ieşire oarecare ; 
astfel, dacă x; e nodul de intrare, iar nodurile de ieşire sînt v, și 4, atunci 
transmitanta reziduală între aceste noduri e dată de relaţia 


Reducerea unui graf de transfer constă în eliminarea succesivă a nodurilor 
secundare cuprinse între cele două noduri între care se determină transmitanta 
reziduală. Pentru aceasta se utilizează unele transformări simple a căror jus- 
tificare este imediată prin rezolvarea ecuaţiilor corespunzătoare (Tab. 6.3). 


Transformarea unui graf prin eliminarea nodurilor secundare conduce la 
un reziduu care nu conţine decât surse, puțuri şi noduri esenţiale la care sînt legate 
bucle proprii. Aceste bucle proprii au o influenţă particulară asupra transmitanţei 
reziduale pe care voim să o calculäm. Fie un graf format din nodurile 4, æ şi 
za, avînd transmitantele a, si a, şi o buclă proprie, avînd transmitanta g (fig. 
6.36, a). Să despicăm nodul v, şi fie x, si vi’ semnalele corespunzătoare celor 
două jumătăţi (fig. 6.36, b). Se pot scrie următoarele ecuaţii : 


, Zë 
Lo = Ali + JLo, 


Lg = MEURA e 
WR ër de 
X1 Ge X2 Wp Xg Ar Y Aa Xp Ce x3 Xy t-g X3 
J A 
6) 
4) 4) 


Fig, 6.36, Graf cu buclă proprie si reducerea lui. 
Scriind că cele două semnale æm, şi wa’ sînt identice la nodul a, rezultă 


l 
0,0, + di Ma e a 
(ly dy 
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„Bi deci (fig. 6.36, 0), 


— Di 
Woe vera Le | (6.60) 


Relatia (6 60) arată cum se red | ; 

i EH uce o buclă proprie. Transmitanta buclei 
proprii, g, se numește câștigul buclei și diferenta d — DE rs 
de buclă sau di fore da a e s EE şi diferența d = 1—g, se numeşte diferența 


í Nai 
Xo % X o Xp = 
I Je on 
Fig. 6.37. Graf cascada cu bucle proprii. 


. In cazul unui graf in cascadä comportind bucle proprii (fig. 6.37), prin- 
tr-un calcul analog se determină transmitanta reziduală sub forma 


BETEN 


i | Ila; 
i mS a, * Co... Am Es 4 A 
E) ila, 
4 


care constituie o generalizare a relaţiei (6.60). A | 
Este evident cä se poate determina transmitanta echivalenta pentru orice 
graf conținînd bucle proprii cu condiţia ca g # 1. | 
Operația de inversare a unui graf de transfer are ca scop transformarea 
acestuia într-unul mai simplu. Fie graful din figura 6.38,a reprezentat de ecuația 


La = At, + ba + Ch. 


Inversarea acestui graf consta Xj 
in à transforma un nod put in 
nod sursă şi un nod sursă in nod 
put. Fie să transformäm nodul a, Xo S 
în sursă si nodul 4, in put. Ecua- 
tia corespunzätoare 8e obfine H 
imediat din precedenta, A 
Xy Ny 


c 1 
Ko EE — —— Ma + — Va a) 
A a a a 
Fig, 6.38. Inversarea unui graf, 


si gratul corespunzător e dat in 


figura 6,38, b. | SE 
, m. g-a tradus prin suprimarea taburik 
Rezultă dar că inversaren NIE gr si Fan de transmitanță respec- 
dia “ai oroearea de noi laburl Mam Wi Y ' | | à 
Dy— Da Bi a N4 Bi Crearea KE lul a, à devenit un 
ue b genge nodurile y gl Va rămîn noduri BUR nodul v, ad 
tivă — SCH pese) 


| TRANSFORMARI ELEMENTARE DE GRAFURI E 
Genie à Sistemul de Graful 
dl went | me | nm | ati rat 
| | ath 
Sumared Xa n OX} d Are V D Aas (a+b)x EE 


db 
D $ x A a AXI 
Multiphcarea Sn | 


Reducere de 
nod secundar 


das aX, + bXp 
Xy a WC 


Aas OXy+ dX5 
Reducere de 3 Xp = 0bx, +60 xs 
nod secundar | Xz = 6x3 
Nodul x3 X4= CX3 X4 = GCX7 + 00X5 


Xy 


An oe X2 b X3 


Reducere de 
had secundar 
Nodul X 2 


C 


nr Or X2 Qp X3 


Reducere de 
bucla proprie 


lnversiunea 
unui graf 


Dedublarea 
unui nod 
neesential 


DR 2 


Vedublarea 
unui nod 
esențial 


b8 


puț şi nodul w, o sursă iar tr i ii in 
eeh v Beie lar transmitanta laturii inversate este egală cu inversa 
Operația de dedublare a nodurilor unui 

| tia ble graf de transfer are implifi- 
SA schemei grafului gi în acest mod să se poată efectua redücéren lat niite. Ai 
simplu şi direct fără a fi necesar să se treacă prin calculul algebric. Dedubla- 
rea nodurilor poate fi practicată atit asupra nodurilor neesentiale cit gi asupra 
nodurilor esenţiale, structura functional’ a grafului răminind neschimbată 
De asemenea, fiecare dublură a nodului poate fi dedublatä la rindul ei și această 
operaţie poate fi repetată ori de cite ori este necesar și aceasta, pind se obţin 
structuri simple a căror reducere este evidentă. 


Fig. 6.39. Dedublarea unui nod neesential. 


Pentru justificarea dedublării unui nod neesential să considerăm graful 
din figura 6.39,a. Sistemul de ecuaţii care dă semnalele de răspuns la nodurile 
£ si £, în funcţie de semnalele de excitație de la nodurile 2, si æ, şi de transmi- 
tantele corespunzătoare este 


a= ab, + bda 


D= act, CAN 
sistem care poate fi scris matriceal sub forma 
Ba | Tak bd a |. 
M ale a Kl 
Această ecuaţie matriceală poate fi scrisă 


eil 
aire’? la a béi 
ag = 0 Lë afe 


sub această formă ele corespund figurii 6,39, b. 
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Scrierea matricealë a funcționării sistemului reprezentant prin graful de 
transfer din figura 6,39 aratä cum poate fi generalizată problema dedublarii 
nodurilor neesentiale. 

Trebuie observat; că dedublarea efectuată, dublează nodul 7, în două 
noduri identice ; această operaţie se mai numeşte și dedublarea identică a unm nod. 

= Pentm justificarea dedublärii unui nod esenţial, Bă consideram graful din 
figura 6.40, a. Ecuațiile care dau functionarea sistemului respectiv sint 


Vo = aD, “| HE (6.61) 
ës = De | (6.62) 
KÉ = CL 


Serise sub formă matricealä, aceste ecuaţii sint : 


g ecuaţia (6.61) [a g] | sl SS 
b A X3 Le 
1 o 
sau 4 =— [a 0 Ils 
u Wa e [ ] ff | 


xy 


ecuatiile (6.62) | să | =| d l Las 
o c 


4 


J X4 care se mai poate serie 


d o Data: z 
Fig. 6.40. Dedublarea unui nod esențial La c | 1-9 0 


ultima ecuaţie corespunzind figurii 6.40, b. Generalizarea este imediata. 

Operatia de creare a unei bucle proprii este de asemenea utilă în redu- 
cerea grafurilor de transfer complexe. Fie graful din figura 6.41,a. Dedu- 
blind nodul x, se obţine graful din figura 6.41,b. Dacă se elimina nodul 2; 
prin aplicarea regulii de multiplicare*, rezultă bucla proprie a nodului esen- 
tial x, cu transmitanta (sau câștigul buclei) (fig. 6.41,c) 


g = be. 
g g o Ke “gabe 
x Xp Xa xy Xp GE AE Xe 4 
a) b) c) 


Fig. 6,41, Crearea unei bucle proprii. 


Justificarea operației se face imediat scriind ecuaţiile de funcţionare ale 
sistemului reprezentat prin graful de transfer dat, 


* Regula 2 din tabloul 6,4, 
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LEE ge mn E ~ 


i 
\ 
| 
| 
| 
| 


Ca un exemplu de aplicaţie, fie de r 


pentru obţin 


igu sint următoarele : 
— se elimină nodul a, prin gëfteg, 


6.42, a. Operatiile succesive 
urmări pe figura 6.42 gi 


secundar (fig. 6.42, b și c); 
— se elimină nodul a, 
prin cuadruplarea lui şi prin 


aplicarea regulii produsului o 


şi a sumei (fig. 6.42 d sie). 
— Se dublează nodul » 

(fig. 6.42, f). 
_ Se elimină nodu- 
rile aj si &s (fig. 6.42, g). 


3 


— Se elimină nodul a, © 


gasindu-se transmitanta re- 
ziduala 
Ta = 


ae abcdf 
1 — (bg + ch +dj+bcdk) + bdgj 


6.3.2.6. Reducerea di- 
reeta a grafurilor de transfer. 


Formula lui MASON. Trans- ` 


mitanta dintre două noduri 
oarecare ale unui grai poate 
fi calculată, direct, utilizînd 
formula lui MASON :* 


ae (6163) 


unde A este determinantul 
grafului și corespunde deter- 
minantului sistemului de e- 
cuatii liniare pe care îl re- 
prezintă, Valoarea lui se 
poate obține prin simpla 
examinare a grafului de 
transfer, sub forma 


A=1— ZT, + 

HET, PET, Ty Tyt t 

+ (IPD TT, Tome 
(6.64) 


Tee, 


* Vezi [181], 


edus graful de transfer din figura 
erea transferanfei globale se pot 


ea lui gi prin reducerea unui nod 
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în care: 
DT, este suma transmitantelor tuturor buclelor ; 

S.T, este suma transmitantelor buclelor disjuncte* luate cite două; 

ST,T,...T, este suma buclelor disjuncte luate cite n; 

C, este transmitanta cascadei 2 între nodul %5 $1 4, 

A, este determinantul porțiunii din graf care nu atinge cascada 7; 

se calculează tot cu ajutorul relației (6.64). 

Justificarea formulei se face pe diverse cäi**; o cale elementară se 

poate deduce tinind seama că un graf de transfer nu este altceva decit 
reprezentarea grafică a unui sistem 

de ecuaţii liniare si că deci regula 
lui MASON corespunde regulii lui 
ORAMER***, Fie pentru aceasta 
sistemul 


Alı F i22 + M133 = Do , 


Moti + A2222 + Gaas = 299 » 


Fig. 6.43. Graful sistemului (6.65), da] a daats + daats = ann e 
Punind 
ay; - 
j= git (, Jj =1, 2, 3) 
Aii ajj 


sistemul dat se poate serie 
Li — tala — lata = too» 
— ty % +H La — sata = to2%0 > (6.65) 


— bai — tzaga + Xz = tosto» 


căruia îi corespunde graful din figura 6.43. Să determinăm, de exemplu, 
transferanta 


Tio = Séi 
To 
Aplicind regula lui CRAMER, se gäseste 
loa "ës toy Se la 
loa 1 = lo 
los e lag 1 
Lo = —— E = A a 
A 
l — et" ta 
— la H — loa 
2a — big — bag 1 


* Prin bucle disjuncte se înțeleg acele buel i 
| : înţeleg ac le care nù au nic X 
** Vezi [83] pag, 68 sau [181] pag, 86 SR ney Sone 
*** Vezi [162] pag, 161, 
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Dezvoltind determinantul de la numitor avem 


À == 1 — 
L — (biata ++ tog tae + laha + balaala + batata = 1 — LT, 


adică determinantul 

E atelier ` grafului căci tyty gi tytuty constitns 
ve KE e grafului nedisjuncte, graful neavind bucle eg EZ 
i e asemenea, dezvoltind determinantul de la numärätor se obține 


"8 Ay = tos (1 — tostar) + tostor + tostester + tostas + lola = EC, A, , 


graful obținut, prezentind cinci cascade gi numai inortiră PE 
E în raport cu cascada, ty. d ai o singură buclă disjunct4 


më 
O C Ga ES. 2 ~~ 
RASE Te SEAT Ona NON 
| SES SE 
Ta È TE 146 $ fe Wad si Wi MG AS 4g 
B te sell ST pte 
a Ja JEEN f E za e am | pee 7 
Be ; / Le LA + i 
— —— — ~ où oY o- b C d 
Xy x x x x men zm () Ei 6 o —— 
DEAR TNT, 
7 = dj ! CR 00 y uta 
| TOR e iy 10 
Ch E ES o 
ee So 
Le TEE —— — zt) 
Ar Ass, %3 Xy AS Ae 
t we weg eg GT 
77 Ig = by 


Fig, 6,44, Punerea in evidenţă a buclelor grafului, 


Ca aplicaţie să aplicăm formula lui MASON grafului din figura 6.42, a. 
Graful are patru bucle distincte (fig. 6.44), dintre care numai buelele 
T, si T, snt disjuncte. Rezultă 


A == ] — (7, SÉ T BE Ta -|- T's) -|- NENT = l — (bg + ch + dj + bedk) + bdg). 


Graful nu are decit o singură cascadă, caro nu are o buclă distinctă ; 
rezultă deci 
O, = abodg și À, = 1, 
de unde 
20, A, = abod jf. 
a Băsită gi pe calea reducerii suc- 


H R ‘ji 
Be gäseste astfel, acecayl jransferanya 7 
COKIVE, 
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6.9.2.7, Exemplu de aplicaţie, SA considerim cuadripolul reprezentat 
in figura 0,94 pentru care ne propunom Add construlin graful corespunzător 
ai ai doterminim apol tranumitan(a, Holafiile (dintre mărimile electrice 
ale cundripolului aint | 
DOM led) Ve Zl Dumei Va = Zu, 
1 d 


7 


cu ajutorul oitrora graful de transfer Gorespunzitor se constriieste ugor 
fig, 6,45). 

te ses onloulul transtoran(el vom aplicn formula lui MASON. Este ugor de 
văzut că graful de transfer are 
troi bucle distincte [(Z,, V), (Li 
Ty), (Lg, Va)l, dintre care două 
sint disjuncte [(1,, V), (Ia Kail: 
de agemenea, se vede că graful 
do transfer are numai o singură 
cascadă între V, si V, care 
nu are o buclă distinctă. 
Fig, 6.45, Graful de transfer al unul cuadripol în sarcină În consecinţă, 


Z VA Z - Zal Zal 
T I — Ani E H T — = d i LU T = = dd | e UA 4 ÎI — 294 8 Q } ——| sl 4 $ A ji 
rezultă 
; Z VA Z 232 
N=TL IT ENT, LT) + 7,7, =1 O LL ek 4 e 
( 1 T + Lo) + Lis | Z, z Z, T ZZ, 


Za + (Zi +- Za) (Za + Za) ZO: A, = Za) sl 
VAKAS ZiZa 
gi deci 
SE EE 
Vi ZiZa + (41 -H Za) (Za + Zu 


expresie identică cu aceea găsită si în cazul schemei bloc*. 


6.3.3, APLICAREA TEORIEI GRAFURILOR LA CALCULUL REȚELELOR 
ELECTRICE 


„6.3,8,1, Generalităţi şi detiniţii. Graturile de transfer, utilizînd pro- 
prietăţile topologice ale reţelelor eloctrice, se pretează foarte bine la stu- 
diul rețelelor electrice cu ajutorul calculului matriceal. În acest scop teoria 
grafurilor poate fi utilizată în două moduri: a) pentru stabilirea ecuaţiilor 
generale, clasico, de rezolvare a reţelelor electrice**; b) pentru stabilirea 


— 


* Vezi 6,3.1,7, 
ve Vezi [3B] 
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EE a 


at 
Or 
ce 


unei metode proprii de rezolvare a reţelelor electrice*. Fiecare din aceste 
căi conduce la o metodă de calcul care dă posibilitatea utilizării calcula- 
toarelor electronice în rezolvarea, problemelor puse de funcţionarea retele- 
lor electrice, oricit de întinse ar fi ele. 

„Pentru stabilirea metodicii de lucru este necesar să se completeze cu 
unele definiţii, definițiile date anterior**, 

— Element al unui graf (latură, ramură) este un segment de linie 
(dreaptă sau curbă) limitat de două puncte terminale (borne); un element 
poate reprezenta o impedantä, un element complet de retea, o sectie dintr-o 
uzină etc. 

Dacă latura are numai un punct terminal care se suprapune peste 
un punct terminal al unei alte laturi, sau dacă latura are cele două puncte 
terminale suprapuse peste punctele terminale ale unei alte laturi formind 
astfel o buclă, latura se numește neesentiald si în studiul reţelelor electrice 
poate fi eliminată. | | 

| — Graf este multimea finitä de elemente, legate sau nu între ele; 
un graf este format din laturi si noduri. 

— Conexitate. Un graf format din mai multe parti distincte, fara puncte 
terminale comune, se numeste multiplu-conex ; graful la care se poate ajunge 
de la o bornä a sa oarecare la oricare altă bornă a sa parcurgind numai 
ramurile schemei se numeşte simplu-conez. În cele ce urmează se vor con- 
sidera numai grafuri simplu-conexe. 

— Nod este un punct rezultat din suprapunerea a două sau mai multe 
puncte terminale apartinind unor laturi diferite ale grafului; un nod care 
rezultă din suprapunerea a două puncte terminale, este un nod neesenfial ; 
se numeşte nod esenţial acel care apare la suprapunerea a trei sau mai multe 
puncte terminale ale laturilor esenţiale. 

— Incidentä. O latură şi un nod se zic că sînt incidente reciproc dacă 
nodul este un punct terminal al laturii. 

— Subgraf este o porţiune dintr-un graf oarecare. 

— Orientarea unei laturi a unui graf se obţine prin stabilirea arbi- 
trară a, sensului de parcurgere a acestei laturi ; graful format din laturi orien- 
tate este un graf oriental. | : 

— Buclă este un subgraf simplu conex format din mai multe laturi 
și în care fiecare nod are două laturi incidente cu el. ae e 

| — Arbore este un subgraf simplu conex care nu are nici o buclă; 
dacä arborele cuprinde toate nodurile grafului dat se numeste arbore com- 
plet. Dacă N este numărul nodurilor unui graf, atunci arborele complet 
al acestui graf are P = N—1 laturi. Un graf poate avea mai multi arbori 
completi. 

Coardé este o laturä a grafului care nu face parte dintr-un arbore 
complet al acestuia; mulțimea coardelor formează subgraful coardelor, com- 
plimentar arborelui complet considerat. Dacă Z este numărul de laturi 
ale unui graf, subgraful coardelor conține B = L — N + 1 laturi. Subgratul 
coardelor este in general multiplu conex. SE | 

Secjionare sau täieturà este o linie care împarte graful în două parti 
distincte formînd două grafuri independente prin tăierea laturilor grafului. 
J ACH, sectionarile se fac într-un grat simplu conex, subaraturile obţinute 
St simplu conexe, 


* Vezi [181], 
** Vezi 6,32 1, 


5 — ce, 229 


6.3.3.2. Matricele fundamentale ale unui graf simplu—conex. Fiind 
dat un graf simplu-conex ou L laturi gi N noduri, intre aceste elemente, 
buclele din graf gi täieturile care se pot face, se stabilesc anumite core- 
latii care pot fi exprimate sub forma unor matrice, cu ajutorul cărora se 
poate trece apoi la calculul efectiv al reţelelor cu ajutorul calculului 
matriceal. Matricele fundamentale sînt în număr de trei gi ele se stabilesc 
pe consideraţii structurale ale graiului respectiv. | 

a) Matricea de incidenjd. Fie un graf oarecare (fig. 6.46) care are 
LZ =8 laturi si N =5 noduri. Dacă se numeroteaza nodurile grafului in 
mod cu totul arbitrar cu numere de ordine de la 1 la N gi dacä se noteaza 

RER fiecare latură cu simbolul Lu, j si k reprezentind nu- 

A merele de ordine ale nodurilor, graful devine orientat, 
sensul de orientare a fiecărei laturi fiind ales in mod 
convenţional, dacă j < k, de la nodul j la nodul k. 

Prin definiție matricea de incidență a unui graf 
este matricea cu N linii si Z coloane, a cărei elemente 
sînt numerele +1 si 0. Liniile reprezentînd nodurile și 
coloanele, laturile grafului, elementul din linia j și coloana 
Ly, (j <k) va avea valoarea + 1, elementul din linia, 
k şi aceeaşi coloană va avea valoarea — 1, iar elemen- 

Fig. 6.46. Graful unei tul 1({-j--k) din coloana considerată va avea va- 

rețele oarecare. loarea 0. În capul fiecărei linii se înscrie numărul nodu- 

lui corespunzător, iar în capul fiecărei coloane se înscrie 

simbolul laturii respective, ordinea în care se efectuează această înscriere 

fiind complet arbitrară. Din anumite consideraţii, care se vor vedea in 

cele ce urmează, nodurile se înscriu în ordinea lor crescindä, iar laturile 
se împart în două categorii, astfel: 

Unui nod j al graiului i se repartizează, în prima categorie de laturi, 
latura cu indicele jk(j < k) cel mai mic,* toate celelate laturi adiacente 
acestui nod se repartizează în a doua categorie de laturi. Este uşor de văzut 
că din nodul n(n >j si j = 1, 2,..., n — 1), conform convenției făcute, 
nu vor iesi laturi, în acest nod vor exista numai laturi care intra şi în 
consecință, el nu poate da o latură care să fie cuprinsă în prima categorie 
de laturi. Rezultă dar, că în prima categorie se vor repartiza N — 1 = P 
laturi, iar în cea de a doua categorie restul de laturi L — (N — 1) = B. 

Odată stabilită repartizarea laturilor, se convine să se facă următoarea 
succesiune a matricei de incidenţă : primele N — 1 coloane vor cuprinde 
laturile din prima categorie aranjate în ordinea crescîndă a indicilor lor ; 
următoarele L — N + 1 coloane vor cuprinde laturile din a doua categorie 
aranjate de asemenea în ordinea crescîndă a indicilor lor. Matricea de inei- 
denta va fi deci 


Hits LE oul (6.66) 


în care 
ri y . a D ee D H A a 
: [Ai] este matricea avind N linii gi N—1 coloane, cuprinzind laturile 
din prima categorie gi 
[4 4 A r ` ee A - 
; [Az] este matricea avind „N linii şi L—N -+1 coloane, cuprinzind latu- 
rile din a doua categorie, 


* Dacă intr-un nod j nu există nici o latură care să lege aces j i 
: SĂ lege acest nod cu nodul R(4 > J), atunci 

se introduce în prima categorie de laturi o latură repartizată în categori ind indicele 
| nh Hh parti în categoria a doua avind indicele tm 
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Îndepärtind o linie oarecare din matricea de incidență [A’] se obţine 
o nouă matrice 


[4] = [04110449], (6.67) 


în te de data aceasta [A,] este o matrice pătrată, nesingulară, de ordi- 
n — 1, 

Suprimarea unei linii echivalează cu suprimarea nodului corespunză- 
tor. Nodul eliminat poartă numele de nod de referință, 

„Matricea [Ai], respectiv matricea [A,], este matricea de incidență a 
unui arbore complet, ceea ce rezultă din însăși regula de selecţie gi repar- 
titie a laturilor grafului în prima categorie. 

Matricea [4], respectiv matricea [A,], este matricea de incidență 
a subgrafului de coarde, corespunzător subgrafului arbore stabilit prin matri- 
cea [A,], respectiv matricea [A,]. 

consecință, prin simpla numerotare arbitrară a nodurilor grafului 

şi adoptarea regulii dată pentru clasificarea laturilor, se obține în mod meca- 
nic matricea de incidență a unui arbore complet și matricea de incidență 
a subgrafului de coarde corespunzător. Aceasta prezintă o mare importanță 
pentru o rețea complexă, cu numeroase noduri gi laturi, care urmează a 
îi studiată cu ajutorul unui calculator electronic digital. 

În cazul particular al grafului din figura 6.46 matricea de incidență 
este 


IE | 
să ag Fi o | pe A alpi 
LA + 2 es 1 sup EA d N=5 
RE ss Le | ES LS nu | 
Alia Se că Di |n ee PE a be 2 
5 ES Zi = 
——$—$—$_$_—$__ a A 
SE 


Luind ca nod de referință nodul 5*, matricea de incidență devine 


PA | e | Zo | Za | Zu | 2an e | 2 e 
zece cad sait EE EPS EE | 
Vie LG RE SEA Se 
Dal Mn Led. 1 | 
4 | | St | | | —1 
* Se poate lua oricare alt nod, 
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tn figura 6.47 au fost reprezentate subgrafurile arbore gi coarde ale 
grafului considerat (fig. 6,46). 
b) Matricea do conewiune a buclelor. Orice graf, reprezentant al unei 
retele electrice, conţine un număr finit do bucle, dintre care unele sint 
independente gi altele sint dependente, putind fi obținute prin combinarea 
buclelor independente", Prin definifie, matricea de conexiune a buclelor 
dă legătura dintre laturile refelei gi un anumit grup de bucle independente 
din graf**, Ba va fi deci o matrice care va avea atitea linii cite bucle 
se pot obţine in graf, numărul de coloane fiind egal cu acel al laturilor gra- 


fuluit**,  Blementele matricei sint + 1 și 0, după cum o latură intră in 
| | componenţa buclei respective, sau nu, 


A -- leorespunzind sensului comun de parcurgere 

a buclei gi laturii, iar — 1 unui sens contrar. 

1 PY Tie [B] matricea de conexiune cores- 
punzătoaro unui sistem de bucle indepen- 

dente din graful considerat. Dacă N este 

numărul de noduri si L numărul de laturi 


ZS: 4 ale grafului, atunci matricea [B] este în ge- 
Hee, neral o matrice singulară avind B = L — 
PC) b) — N +1 linii si L coloane. 
Fig. 6.47. Subgrafurile arbore (a) si coarde (b). Dacă ordinea coloanelor matricei de 


Eegen . | conexiune [B] este aceeaşi cu a matricei 
de incidenţă [A], atunci există întotdeauna relatia**** 


[A]. (By, = [B]. [A], =0. . (6.68) 
Matricea de conexiune [B] poate fi dedusă fie pe o cale directă, 


fie pe o cale indirectă din relația (6.68) după cum urmează: matricea [B] 
poate fi descompusă în două submatrice 


[B] = | (Bi); CA 


în care matricea [Bi] corespunde laturilor arborelui reprezentat prin matri- 

cea [A], jar matricea [B2], corespunzind laturilor coarde, care fiecare face 

parte petro singură buclä independentă, va fi egală cu unitatea. Se poate 
ci, 


[B] = Tel 


Seriind relația (6.68) dezvoltat, rezultă 


[CB]. BEL = [Bi]. [4] + [4] = 0 


* Vezi 2,3,4,1, 
** Vezi 2.4.4.8, 
*** Matricea astfel defini: 4 
Mees eee a nită corespunde matricei transpuse a matricei de conexiune definită 
**** Vezi [30] și [38], 
29900 Vezi 2,4 48, 
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de unde se obfine 


[By] = — [Az]. [4] — [B1], 
unde am notat 


[Bi] = AAi. (6.69) 


În consecinţă, matricea de conexiune a buclelor poate fi scrisă 


[B] =| — [By] [1] | (6.70) 


Trebuie să observăm, că există numai o singură ă ele i 
a :  Singură grupă de bucle indepen- 
dente ale graiului și numai una singură, care să aibă matricea de Ger 
xiune data de relatia (6.70), aceasta intrucit expresia (6.69) e unicä. 
Obţinerea directă a matricei [B] din simpla e j i 
considerat este destul de greu de SE 5 re. e a 
Calculind in cazul particular al figurii 6.46 matricea de conexiune a 
buclelor independente cu ajutorul relaţiei (6.70) se găsește 


L 
| Za | Das | Lu | Las | Zoo | Za | Do | Las 
mp ge raie | 1 | 
BIR CET E [agil RE E 
TI SU a =1 E | Sit oa 
lee ee pat 1 = 
Na] = Si rel L 


buclele independente corespunzătoare sint arätate in figura 6.68. 
c) Matricea de conexiune a sectionürilor. La un graf dat se poate face 
un numär finit de sectionäri; unele din acestea sint independente, altele 


sint dependente putînd fi deduse prin combinarea, «seopionérilor SE 
dente. Unei sectionari oarecare i se atribuie un sens pozitiv, ales arbitra 
(fig. 6.49). 

Pentru obţinerea sectio- 
nărilor independente se proce- 
deazä astfel, încît sectionarea 
să taie numai o singură latură 
a arborelui complet al grafului 
dat; această latură se numește 
suportul tăieturii. In aceste con- 
ditii se convine să se dea 
semnul plus tăieturii, dacă 
aceasta coincide cu semnul plus 
al suportului său. Matricea de 
conexiune a sectionärilor este 
o matrice care are N — 1 linii 
(număr egal cu numărul latu- 
rilor unui arbore complet) Și 


6.48. Buclele Fig. 6.49. Kei 
` - i al. 
Fig. dependente. unul gr 
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Tinind seama de această relație gi de relaţia (6.24), relația (6.25) poate 
fi scrisă | 


V, = 2,(1; + d,) — 2, 


sau | 
V, +E, = 2, (Lj + di). (6.75) 
Aplicată tuturor laturilor reţelei, se obţine ecuaţia 
CV] + C2] = [ZI (21 + MI (6.76) 
sau 
[1] + [JI] = LI] = [XIV] + (ED: [(6.77) 


Necunoscutele fiind curenţii [1], respectiv UL și tensiunile [V], in 
total 2Z necunoscute, cum ecuaţiile (6.76), respectiv (6.77), ne dau numai 
L ecuaţii, celelalte Z ecuaţii vor fi furnizate de cele două teoreme ale lui 
KIRCHHOFF, aplicate rețelei electrice după cum urmează: 

— prima teoremă a lui KIRCHHOFF, teorema curenților, se aplică la 
P—N—1 sectionäri independente formînd un sistem fundamental de 
secţionări; ` d SST 

— à doua teoremä a lui KIRCHHOFF, teorema tensiunilor, se aplică la 
B=L—WN +1 circuite închise independente, formînd un sistem funda- 
mental de circuite. închise. ` | | 

Cu ajutorul considerentelor topologice examinate in paragraful pre- 
cedent se pot deduce ecuaţiile necesare rezolvării unei reţele electrice, uti- 
lizind metodele cunoscute a potentialelor la noduri (sau perechilor de noduri) 
şi a buclelor. 


6.3.3.4. Metoda perechilor de noduri. Este uşor de văzut că tensiunea 
la bornele unui element de reţea (fig. 6.11) este dată de relaţia 


V; ES DÉI Ke Vs (6.78) 
în care V4, si Vz, sînt potentialele nodurilor A, si B, determinate in raport 
cu un potential de referinta, potentialul unui nod oarecare din retea, care, 
paru simplificare a fost presupus egal cu zero, nodul respectiv fiind legat 

pamint. Dacă se notează cu [V,] matricea acestor potenţiale, construită 
cu liniile în ordinea crescindä a numerelor nodurilor, atunci, pe baza defi- 

nifiei matricei de incidenţă, se poate sorie | 
[V] = [A], [Fa]. (6,79) 


<i Aplicind prima teoremă a lui KIRCHHOFF la N —1 tăieturi, corespunzà- 
toare nodurilor independente, se obţine relaţia matriceală 


[A] H] = 0, (6.80) 


unde [A] este matricea de incidență, 


12 


| 
| 
| 
| 
j 
| 
J 
i 


=  Introducind expresia (6.79) 


in relaţia (6.77) aceasta se poate serie 


a (EI [A] CV] = [21 + MI — DEI (2); 


- înmulţind această expresie la stin 
… de relaţia (6.80) rezultă 


ga cu matricea de incidență gi tinind seama 


[4] [E] LA], [Vn] = [A] [J] — [A] [X] [E] = [A] [A (6.81) 


Wein 


ae 


în care am notat 


[al = [J] — [FI CE, 


relatie care exprima influenta surselor de tensiune asupra surselor de curent. 
Notind mai departe 


[A] [Y] [A] = [Y] s [AI [da] = [7] 
ecuaţia (6.81) capătă forma clasică data de KRON * 
[XY] LV.) = (7. 


6.3.3.5. Metoda buclelor. Curentii necunoscuţi ai problemei, care circulă 
prin laturile reţelei, sînt legaţi de curenţii din nodurile acesteia prin relația 
(6.74). Luind ca variabile independente curenţii care circulă în laturile coarde 
ale grafului reţelei date, rezolvarea problemei va comporta determinarea a 
B = L—N + 1 necunoscute. 


Fie | À matricea acestor curenti si | Z| matricea curenților din la- 


turile arbore, pentru care 
j, k=12,9L—-N+F1G#%) si f, g= 1,2, N—1 (f # g). 


Avem evident** 


[°] 


— 


U 


ci = 


0 
Pe de altă parte, din relaţia (6.74) scrisă matriceal se deduce 


[77] = H] — NI 


sau Gel 
e gluai _a [00| 2 QU = KI, 6.82) 
Di nl ob due ua Se? 


* Vezi 2,4,5,2, 
** Literele a gi e referindu-se la laturile arbore respectiv la laturile coarde, 
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în care am separat în acelaşi mod gi matricea curenților injectadi de sursele de 


curent. | 
ae prima teoremi a lui 


pendente se obține 


Kimonnorr la cele P=N-—1 noduri inde- 


[ANI] = 0 


unde [A] este matricea de incidenţă, 
aa seama de relatiile (6. 67) şi 


|A|] EN de 


Rezultă, tinind seama de relaţia (6.69) 
ENS KI STEE EE num F Un 


(6.82), relația (6.80) se poate scrie 


LEA ESI Vali (at — 190) 
Ali Lala ey Wl, 


= ANU — °) + HA) — HH: 


Cu aceasta, ete (6. 82) poate fi scrisă succesiv 


ae) = a — [Bl ry — Hu zé di — (GL — [J°]) ES 
e [10] — LS € [1] ([12] — Mi 
= eE tt — Hei = CBI (021 — (9°), (6.83) 


conform relatiei (6.70). 
Se aplică acum cea de a doua teoremä a lui KIRCHHOFF unui sistem 


fundamental de bucle*, pentru care se cunoaște matricea [B], se obţine 
[BILY] = (6.84) 
Tinind seama de relația (6.83), relația (6.76) se poate serie 
[ZILBLEZ = [V] + CE] — Z] — BL’), 


sau, inmultind-o la stînga cu matricea buclelor [B] şi tinind seama de relatia 
(6.84), se obtine 

(LS) = [B] [t2] — [2] (I1— CBI) |: (6.85) 

În această relaţie matriceală, matricea 
CH] — [ZJ] — CBI 

reprezintă influența pe care o au sursele de curent [J] şi [J*] asupra surselor 
de tensiune, Notind | ; 
S LBIZIB] = LS 


* Buclel le formate in graful arbore cu ajutorul grafului coarde considerat, 


T4 


si 


LB) CET — (2) (7) — rue = te, 


ecuația (6.85) capătă forma clasică dată de KRON*. 


6.3.4, NOȚIUNI ASUPRA MĂRIMILOR SAU UNITĂŢILOR RELATIVE 
ȘI UTILIZAREA LOR ÎN ELECTROTEHNICĂ 


Problemele de electrotehnică (maşini, linii de transmitere a energiei 
electrice etc.) se rezolvă mai simplu şi analizarea rezultatelor devine mai gene- 
vală şi mai ușoară dacă se transformă diversele relaţii introducindu-se în locul 
mărimilor date, mărimi sau unități relative. 

Se numește mărime sau unitate relativă raportul dintre două mărimi de 
aceleaşi dimensiuni, dintre care una, aceea, la care se raportează prima mărime 
se numeşte mărimea sau unitatea de bază. 

Astfel, fie U, U,.... tensiunile diverselor alternatoare din reţea ; Inindu-se 
ca tensiune de bază o tensiune oarecare U,, rapoartele 


—0 —0 


se numese märimile sau unitätile relative de tensiune. 
În acelaşi mod, fie curenţii J,, J,,.., si 1, curentul de bază. Rapoartele 


se numese mărimile sau unităţile relative de curent. 

Se poate lua ca unitate de bază, oricare altă mărime ce intervine într-o 
rețea, ca puterea activă, puterea reactivă, impedanta. Alegerea mărimilor de 
bază se face după criterii care variază de la caz la caz şi sint în funcţie de ceea 
ce se urmăreşte prin utilizarea mărimilor relative. Se obisnuieste a se alege mări- 
mile de bază astfel, încît una din mărimile relative sa fie egală cu unitatea ; 
de asemenea, ele se aleg astfel, incit să fie în originea de fază (marmn reale). 

Din märimile relative de tensiune si de curent se deduc puterile în mărimi 
relative, puterea de bază fiind dedusă din curentul şi KEE de, bass. Se 
poate porni însă gi de la o putere de bază, deducindu-se apoi celelalte mari 
relative necesare studiilor reţelei sau Mașinii. | ue 

De asemenea, unitatea relativă de impedanta& se deduce uşor din unităţile 
relative de tensiune gi curent, 

În acelagi mod, pornind de | 
deduce oricare altă mărime de bază necesar 


siderate, - nt an ni 
siderat alculele din reţea. Pentru à găsi apoi mri- 


Cu aceste mărimi se fac toate ci EE Xanimi Kee 
mile reale căutate, se inmultese rezultatele obţinute ou mărimile de bază cores 
d + 1A) À ` 9 


punzätoare, 


a alte mărimi de bază luate iniţial, se poate 
à studiului rețelei sau maşinii con- 


* Vezi 2,4,4, 


inalo alo maşinilor se exprimă de obicei în mărimi 
e i e, Într-adevăr, luînd ca 


mărimi de bază tensiunea nominală si curentul nominal, 86 obţine 


Tmpedantele nom | 
relative, prin tensiunea de sourtoirouit corespunzitonr 


sony tl te st Lez: 

HT DU 
si rezultă 
` 1 A 
— g = — > 
100 CH 


` Astfel, dacă o mașină are tensiunea de scurtcircuit e = 25 %, impedanța 
corespunzătoare, în mărimi relative, este 0,25 față de elementele nominale ale 


maşinii. 
Ca exemplu fie de studiat funcționarea unui cuadripol * 
U, = AU, Ss B Ia 
L = C Us + D I, 


_Luind ca märimi de bazä tensiunea constantă U, si curentul constant 
I, împărțind prima ecuaţie cu U, se poate serie succesiv 


2 aBa a, ph bog, 2b 
Uy Uy U, 0 Io 0 SS 0 Zo 0 
de unde, notind 
Uo 
U. 
= =h; Up S = 4,3 Aven Ss Uo Hio a: 
— 4 = SA 
Uo A 0 Uso Us Za 
Uo 
U, 80 
E SS U go hi on b 
rie e 
Zo Ae Lave 
To 
se obține 
U = À Ua + à Ga (6.86) 


În același mod, împărțind ecuaţi ee 
In: i mod, împărțind ecuaţia a doua cu Ju aceasta devine 

De gie + din (6.87) 
* Vezi paragraful 6,4,4.2, 
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| 
EN RIT tg Arer ue enne 


donnee, 


74 
Al Sat e me Peet 
< | drett gi Typed Pee Le dt me 
. Yn go Cp E HI tee d. 
è i 


„te ngor de văzut că şi în acest caz 

Ra atd—b'o=1 
ordy, înlocuind în relatia 
EELER 


parametri în funofie de valorile relative, se obfin 


ard —b Zoso: Yo=i 


căci ; Z Ye = L. 
je observat où in ecuaţiile (6.86) si (6.87) valorile b şi o depind de 


UU 


To Po 


Í în afară de constantele caracteristice ale cuadripolului. 
În particular, fie de studiat functionarea unui cuadripol pentru care se 
dă Ua, Pa şi cos Ga: SC cere să se determine U,, Pı, 005 9; ȘI randamentul cuadri- 


Luind U, ca origine de fază şi 
Uy =U, = Ua; Jo = INT 


I. fiind partea reală a curentului Za, rezultă 


I I I 
nai (po Satay fe nimes RP 
0 0 ga 


si deci 
da = tog + j tor = LE j te Par 


este onpaoitiv sau inductiv, 


după cum sistemul pat 
6,86) şi punind parametrii a şi b sub 


înlocuind aceste valori în ecuatia ( 
forma complexă, 80 obține 


+ (b, +] ba) ep jte Pa) aa = 


u = (d, + J 2a) ta 
te qu) = a+) ay! 


= a, + bi ba HB Pa + | (ay + Oa E by 
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De aici, rezultă 


uo Puit a” 
U, = ta Un: 


în acelaşi mod, din ecuaţia (6.87), se obtine 


(e, + J Cg) ta + (dy + j de) (1 E j tg Po) lza = 


Í 


= pu + à F data Pa + j (Co + da £ di tg e) = hu +jü 
Rezultă 


RR —— 


i > VEFi Lath. 
Puterea aparentă la intrarea în cuadripol se obţine prin relația 


Ss = îi = Qui Fiu) (îi — ju) = (uti, ut! i’) + ju a ui) = Pi + da 


Rezultă 
s = Vf TEORA S, = Di Po tin Po = Pi tig, 
în care | 
JE == U, Äis e 
Mai departe, se găsește 
cos p = gi N= Pa eee, 
Sy Py Py 


deoarece 


Pa = Uz loa = ik 


6.4. STUDIUL UNOR CIRCUITE TIP 
6.4.1. GENERALITĂŢI 


În studiul funcţionării unei reţele electrice complexe, este de multe ori 
util să se separe o porţiune din reţea și să se studieze separat proprietăţile sale 
și modul său de comportare în situaţii bine definite, De exemplu, într-un Sis- 
tem energetic oarecare, se caută a se vedea cum se comportă o linie electrică 
care leagă două puncte oarecare ale sistemului. De asemenea, o maşină electrică 
poate fi considerată ca fiind un element de legătură între două parti ale unei 
rețele complexe și deci, poate fi studiată separat, fie din punct de vedere elec- 


2 $ 


tromecanic sau numai din punct de vedere electric, 

Această reţea parţială este constituită, în general, dintr-o grupare con- 
plexă oarecare de rezistenţe, inductan(e, inductante mutuale, capacităţi, surse 
de energie, — sub forma de surse de tensiune și de surse de curent — electro- 
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nodurile acestei reţele sînt accesibile şi pot 
fi conectate la alte reţele exterioare: prin a 
? definiție aceste noduri se numesc bornele sau fis CPR MONTE 


motoare ou Aaccoagi pulsatie, tuburi electronice san tranzistori in diferite 
montaje, prezentind un număr oarecare de borne de intrare gi un număr 
oarecare de borne de icgire; la bornele de ieşire se leagă impedante oarecare 
Z, constante sau variabile, constituind utilizarea circuitului, 

Proprietăţile de care se bucură aceste rețele parţiale depind de numărul 
de borne prin care ele pot fi legate de restul reţelei. Se pot defini astfel patru 
cirouite-tip diferite. În raport; cu elementele constitutive ale rețelei sau a, circu- 
itului tip, acestea pot fi active sau pasive, 
liniare sau neliniare. Definirea diferitelor 
circuite-tip are un caracter general, ea fiind 
aceeaşi oricare ar fi natura reţelei ; in cele ce 
urmează ne vom ocupa numai de cazul rete- 
lelor liniare. 

Circuitele-tip, astfel definite, pot fi gru- 
pate in urmätoarele patru categorii : 

1. Multipolul liniar. Un multipol li- 
niar este un circuit format dintr-o grupare 
oarecare de elemente liniare — rezistente, in- 
ductante proprii şi mutuale, capacităţi, surse 
liniare de tensiune sau de curent. Unele din 


polii reţelei. Nici unul din celelalte noduri nu 
trebuie să mai fie legat la o altă rețea exterioară; de asemenea, nici una din 
laturile reţelei nu trebuie să fie cuplată magnetic cu vreo latură oarecare a unei 
alte reţele ((fig. 6. 52). Un multipol este activ sau pasiv după cum el conţine 
sau nu surse de energie electrică. | 

2. Dipolul. Un multipol liniar avînd numai două borne accesibile este 
un dipol liniar. 

_ 3. Cuadripolul. Un multipol liniar avînd patru borne accesibile se 

numește tetrapol liniar. 4 

Daca tetrapolul este legat la retele exterioare, astfel incit curentli care 
intră prin cele patru borne ale sale sînt doi cite doi egali si de sens contrar 
(fig. 6.53) tetrapolul considerat constituie un cua- 
dripol liniar. 

Conditia egalitätii curentilor este intotdeauna 
realizată dacă reţelele exterioare, À, si Rə nu 
sint cuplate între ele, magnetic sau electric; în anu- 


ete 
Fig, 6.53, Cuadripol, Fig. 6.54. Multidipol, 


mite cazuri, această condiţie este îndeplinită şi atunci cînd există asemenea 
legături, ` ` D 

4, Multidipolul, Un multipol care are mat multe perechi de borne, 
legat cu reţelele exterioare, astfel încât curenții care intră prin fiecare pere- 
che de borne să fie în permanenţă egali si de sens contrar se numeşte un mul- 
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6.4.2. STUDIUL MULTIPOLULUI 


6.4.2.1. Consideraţii generale. Aga cum s-a arătat *, un multipol pasiv- 
liniar este o rețea formată dintr-o grupare oarecare de elemente liniare de 
circuite electrice, care nu au in constituția lor surse de energie electricä cuprin- 
se între » borne accesibile și astfel ca între elementele acestei reţele gi exterior 
să nu mai existe nici un alt fel de legătură electrică sau magnetică, în afară de 


Fig. 6.55. Circuitul de întoarcere a unui multipol: 
a) printr-un alt multipol ; b) printr-un conductor. 


acelea ce se fac prin borne. Bornele unui multipol pot fi legate la surse de 
energie electrică — de tensiune sau de curent—, la receptoare — consuma- 
toare de energie electrică — sau la alte rețele — active sau pasive. 

întoarcerea curentului care străbate un multipol. poate să se facă în 
exteriorul său, fie printr-un alt multipol pasiv (fig. 6.55, a), fie printr-un con- 
ductor cu sau fără impedanţă proprie (fig. 6.55,b). 

Acest din urmă caz corespunde circuitului echivalent al unui sistem poli- 
fazat simetric si echilibrat (reprezentarea unei singure faze cu întoarcerea prin 
conductorul neutru). 

Cel mai simplu multipol este dipolul. 


6.4.2.2. Metoda generală de studiu. Pentru rezolvarea problemelor relative 
la multipoli se aplică metodele generale de studiu ale circuitelor electrice, în 
special metoda buclelor, metoda perechilor de noduri şi 
metoda transfigurării. 

în cazul unor multipoli complecși se utilizează 
modelarea, electrică, care permite înlocuirea prin mà- 
surätori electrice a calculelor numerice. 

fn problemele de studiu a multipolilor se pot 
prezenta două cazuri mai importante : 

1. Determinarea repartitiei de curenți în laturile 
| rețelei gi a diferenței de potential între nodurile sale, 
RE cale neglijind drumul de intoarcere à curentului. 

sila 2, Se ţine seama de drumul de întoarcere a 

curentului — care este un conductor cun impedanţă 

nulă, — gi se introduc astfel tensiunile nodurilor circuit ului față de acest con- 
ductor al cărui potential se ia ca origine, 

n primul caz, tie n numărul de borne ale multipolului; pentru a defini 

complet regimul de functionare al acestuia, este necesar să fie date n—1 mărimi 

electrice complexe, Astfel, dacă considerăm cei n curenţi care intră prin bor- 


oe 


* Vezi 6,4,1, 1, 
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nele multipolului (fig. 6.56), prin aplicarea primei teorem j 
Es a , Į p e a lui KIRCHHOFF se 


v4 = 9; 


n 
=] 


j 


în consecinţă n—1 din aceşti curenţi sint independenţi. 
Pentru a fixa cei n—1 curenţi independenţi trebuie dati 


E 


2(n — 1) — 1 = 2n — 3 


parametri reali, »—1 module si n—2 argumente luate in raport cu argumentul 
unuia din curenţi luat ca origine de fază. 
În al doilea caz, existind un conductor în plus — conductorul de intoar- 
cere — apare un parametru în plus, necesar pentru determinarea funcționării 
multipolului. Într-adevăr, în acest caz, nu- 
mărul de parametri ai multipolului este n +1, 
dintre care n sînt independenți; vor fi nece- 
sari deci 2n—1 parametri reali—m valori efec- 
tive şi n—1 argumente. Tinind seama că prima 
teoremă a lui KIRCHHOFF nu poate fixa decit 
n—1 parametri, al n-lea parametru trebuie 
să fie neapărat o tensiune de borne, măsurată, | 
între o bornă oarecare din bornele multipolu- A D | 
lui și conductorul de întoarcere (fig. 6.57). ` . 
Este evident, ECA SO pot înlocui LE Fig. 6.57. Multipol cu cale de intoarcere 
curenti cu tensiunile de borne respective De 
precum şi că se poate înlocui unul din curenți 
— modulul şi argumentul respectiv — prin puterile activă și reactivă cireulind 
prin borna respectivă şi conductorul de întoarcere. 


6.4.3. STUDIUL MULTIDIPOLULUI 


6.4.3.1. Consideraţii generale. Un multipol pasiv al cărui număr de 
borne este par, n=2k, iar curenţii care ajung la o pereche de borne sînt egali 
si de sens contrar, se numeşte un multidipol (fig. 6.54). 

Cel mai simplu dintre multidipoli este cuadripolul. 

Pentru definirea regimului de funcţionare a multidipolului este necesar 
să se dea k mărimi electrice. Luind una din faze ca origine*, numărul parametri- 
lor reali de determinat va fi deci 2k—1. Evident că, aceste k mărimi complexe 
pot fi tensiuni la diversele perechi de borne, curentii de borne, puterile aparente 
corespunzätoare la borne sau 0 combinație oarecare de aceste mărimi. 


6.4.3.2. Ecuatiile generale ale multidipolului. a) Impedantele şi admitan- 
tele exterioare ale multipolului la funofionarea in sourtoireuit. Fie un multipol 
la care ge alege, pentru fiecare pereche de borne, un sens de referință pentru 


tensiuni si curenți (fig. 6.58). 


* Este evident că se poate lua una, oricare din mărimile reale în mod arbitrar ; este mai comod 


a se lua o fază ca origine, 
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Se alimentent multidipolul prin una din perechile de borne, toate cele- 
laite Hind logata în sourtoirouit (fig, 6.59); în acoste condiţii se măsoară ten- 
stanea şi curentul la bornelo do alimontare gi curenţii cirewind prin bornele 
seurtoirenitate, | 

Prin definiție, tmpedanole ewterioare în sowrloirouit ale dipolului sint : 


Da = SA , tmpedanta aparentă în sourloirouit la bornele 77° 
SA 
(bornele de intrare); 
š, = 5 , tmpedanta de transfer în sourtoirowil, intro 


bornele ir d PPA (Dpi 2, Bez A in), 
Aceste impedante pot fi definite în raport cu oricare pereche de borne a multi- 


Fig. 6.58. Sensurile de referință pentru ten- Fig. 6.59. Multidipol cu n — 1 perechi de 
siuni şi curenți la bornele unui multidipol. borne scurtcircuitate. 


dipolului. Trebuie observat că în virtutea teoremei reciprocitatii a lui MAXWELL 
pentru orice reţea liniară 
; Zya = Za : 
Este uşor de văzut, că vom putea defini astfel, pentru un multidipol cu n pe- 
rechi de borne, » impedante aparente la bornele de intrare Şi a 2) impedante 
de transfer. 
In acelasi mod se defineste 


Xp = admitanta aparentă la sourtoirouit, la bornele pp’ 
“pp! 
(de intrare); aceste admitante sînt în număr de n; 
E 1 a ` NE int a 4 ; éi ba 
Y = “Ba admitanjele de transfer la sourtoireuit dintre bornele pp’ ai dg ; numărul 


pa 
— 1 
lor este pee? . 
b) Bouafiile multidipolului în funofie de admitantele exterioare în sourteireuit. 
Să aplicăm pe rind fiecărei perechi de borne o tonsiune U, , celelalte perechi 
de borne fiind în sourtoircuit (U, = 0), Curenţii care circulă prin bornele rot 


pective vor fi 


Y» U, pentru perechea de borne pp’ si 


Y,, U, pentru perechen de borne qq’ 


uprăpunerea tuturor acestor situații conduce la sistemul de ecuații 


L = Lu Ui = YU, — vee Ee Us 
I, = = Yu U, + Yoo Us Tr UG LU, | 


NT TR se sl (0:35) 
În = — Xu U, — Da, EL Uns / 
] poate fi scris matriceal sub forma 
[1] = [¥] [U]. (6.89) 
Yi Ye- EN 
[Y] = SE a E ae a oa 6.90) 
== dis, ae Yan 


se numește matricea admitantelor exterioare in scurtcircuit a multidipolului ; este 
o matrice simetrică. 
Inversînd ecuaţia (6.89) se obţine ecuaţia 


[U] = [Z] [E], (6.91) 
in care 
[Z] = [Y] 


și care se numește matricea impedantelor exterioare; trebuie observat că ele- 
mentele matricei [Z] nu sînt inversele 
elementelor matricei [Y] şi decinu sint 
identice cu impedantele aparente si de 
transfer Ja scurtcircuit, Ele gint impedan- 
jele aparente si de transfer ale multidipo- 
lului la mersul în gol gi anume (fig.6.60) : 


U | | 
Zig = E impedanta aparentă la mersul 
| 4 


4 e Li ` A 
in gol, la bornele pp’ (de in- 

e p fi ma . 6.60. Multidipol cu n — t perechi de 
trare), numărul lor fiind n; Fig, 6.60 Walen d e P 


emm 


4 - A a ~ à > è A Lă 
Zy = Le impedanta de transfer la mersul în gol, dintre bornele pp Si qq; in 


1. li À) 
număr de Së mt 
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| 


TEE IODINE LAL A us 


Aplicind metoda superpoziţiei, se poate stabili gi în acest caz un sistem 
de ecuaţii, de forma 


= Zu — Zalan in În 


Uy = — Zi Ly + Zis la — cie — Bin În (6.92) 


U, = 7 e Zoli sees + Zin Ins 


care conduce la ecuaţia matricialä (6.91). 

0) Expresiile puterilor active și reactive exlerioare. Ecuațiile (6.88), respectiv 
(6.92), pot fi utilizate pentru calculul puterilor active şi reactive la bornele multi- 
dipolului. Astfel, pentru bornele nn’ puterea aparenta corespunzätoare este 


S, =P, +12, = Uns 


sau, tinind seama de expresia corespunzatoare a lui I„ din ecuaţiile (6.88) 
rezulta 


peeve usu, — VU U,—... + Ys, UU, (nl 2, ..., n).1(6.93) 


Fie 0, (P = 1, 2, ..., n) defazajul celor m tensiuni de borne în raport 
cu o origine de fază arbitrară ; 

Oa = 9 De (Ps 451, 23. n) defazajul între tensiuni luate două 

pFY 

cite două; 

Von (P = 1, 2, ....n); argumentele admitantelor aparente în seurt- 
circuit ; 

d (prd =1, 2, «++, D argumentele admitantelor de transfer in scurt- 

SO 

circuit. 

Relatia (6.92) a puterii aparente se poate scrie 


8, sort II Yu HH, | Ha ap dai KS Y na UUs | Hack Yna— EN D + You Un | Yan 


sau, separind părţile reale gi cele complexe rezultă, 


P, mere Ym U„U, 008 (Oni ap Var) — wë UU, COS (Ona + Wag) > ES. 
toe PUR GOB) Vay 
(6.94) 
dh veer Fav) gin(0,s ap dal gei ag H, sin (Ona st Paa) bh AS, 


+ Yo Un Sin Pan 
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în avelasi mod se poate stabili expresia puterilor utilizind ecuaţiile (6.92). 
Se găseşte, procedind în acelaşi mod, 


P, = — Zu IT, 008 (Qui + Cnt) —Zne Inla COS (pus + Gna) — : 4 


soo HZ cos E 


| (6.95) 
Qu = — Za ZT, Sin (pur + Sn) — Zong Lolo Sin (Poo + Sno) — ... 


es + Zana Sin Gun 
în care 
®, (V = 1,2, ...., 2) este defazajul celor n curenţi de borne în raport cu 
© origine de faz’ arbitrar aleasă ; 


Pae 9 — Pa (2; d = 1, 2,..., n) este defazajul între doi curenţi luaţi 
Deg 


doi cite doi; 


Sepp (P = 1, 2, ..., n) sînt argumentele impedantelor aparente la mersul 


pe (P; q = 1, 2, ..., n) sînt argumentele impedantelor de transfer la 
PFA | 


mersul în gol. 

În consecință, în cazul unei reţele care poate fi asimilată cu un multipol, 
dacă se cunosc, sau se pot măsura, admitantele (respectiv impedantele) apa- 
rente sau de transfer în scurtcircuit (respectiv în gol) se pot calcula cu usurintà 
puterile active si reactive la borne. Aceste puteri sint date de relatiile (6.94), 
respectiv (6.95) si sînt toate considerate pozitive dacă fluxul de energie co- 
respunzător este din exterior către interiorul multidipolului. Pentru determi- 
narea acestor puteri nu este necesar să se cunoască configuraţia interioară a 
rețelei, 

OBSERVAȚII, Utilizarea modelelor electrice ale reţelelor dau posibili- 
tatea măsurării directe a acestor mărimi, 


6,4,4, STUDIUL CUADRIPOLULUI 


6.4.4.1, Consideraţii generale. Multidipolii cei mai des întâlniți sînt cuadri- 
polii, care au două borne de intrare și două borne de ieșire. Dintre aceştia, 
cuadripolii pasivi liniari formează o clasă importantă de circuite care permit 
un studiu comod cu ajutorul unor ecuații tip, care pot fi deduse analitice pe 
cale elementară, 
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Un asemenea circuit (fig. 6.61) poate fi redus, prin transformări succesive, 
fie la un circuit format din două impedante în serie între care se găseşte o impe- 
dantà în derivație, fie din două impedanfe în derivație, între care se găseşte 
o impedanţă în serie. 

După aspect, primul tip se numește un cuadripol in T (fig. 6.62, a) aal 
doilea, cuadripol în x (fig. 6.62, b). 

Aceste circuite sînt alimentate la bornele de intrare a, b, de o sursă de 
curent; alternativ sinusoidal, avînd tensiunea efectivă U,. În circuite vor circula 


e, Kë 


\ 


Fig. 6.61, Circuit cuadripol. 


b, be 


diversi curenţi J iar la bornele de ieşire @,, b, ale utilizării va rezulta o tensiune 
alternativă a cărei valoare efectivă este U.. 

Problemele de rezolvat în cazul acestor circuite sînt de mai multe feluri : 

a) Astfel, va trebui să se determine curentul J,, debitat de sursă, pentru 
fiecare valoare a impedantei de sarcină Z, puterea utilă consumată în Z și ran- 
damentul, adică raportul dintre puterea | 
utilă P, si puterea totală dată la bor- lime ROUE © 
nele a, Du. ei 

b) In alte cazuri, variabila princi- 
pala este curentul J,, în impedanta Z ; se 
va putea studia, în acelaşi timp şi tensiunea < 
U, la bornele a,b, a impedantei Z, sau : 
tensiunea la bornele cd ale unei derivații. 

ch Din alt punct de vedere, proble- 
ma poate avea două aspecte diferite, dupa 
cum se dă constantă fie tensiunea U, la 
bornele a,b, ale utilizării, caz ce cores- 
punde unei furnizări de energie electrică 
sub tensiune constantă, fie tensiunea U, la 
bornele a, b,, caz ce corespunde unei furni- 
zări de energie de la o sursă de tensiune 
constantă, de exemplu, cazul alimentării 
motoarelor, 

d) În general, impedantele serie din 


circuit sint foarte mici în raport cu im- Fig. 6.62. Cuadripoli tip. 
pedanta utilizării sau cu impedantele de- a) cuadripol în Ti b) cuadripol în m 


rivatie, In aceste condiţii, în unele 
cazuri, 8e pot face oarecare aproximatii, introducindu-se apoi corectii, Astfel, 
se poate presupune, într-o primă aproximaţie, că impedanţele serie sint nule şi 
cele derivație infinite, 

Sistemele de circuite electrice, oricît de complicate ar fi se pot reduce la 
două tipuri bine definite gi anume ; 

1, Sisteme la care functionarea este cuprinsă între patru borne libere, 
cuprinzind legături transversale; aceste sisteme se humese cuadripoli ; ele 


RO 


corespund instalațiilor sau maşinilor la care pierderile transversale sau cele de 


mers în gol nu pot fi neglijate, 


9, Sisteme la care functionarea este cuprinsă între două borne libere gi la 
caro nu există nici un fol de legătură transversală ; aceste sisteme se numesc 
dipoli. Aceste circuito corespund instalaţiilor sau maşinilor la care se pot neglija 
pierderile în gol şi cele transversale (apro exemplu o linie electrică scurtă, un 


transformator electric ete.) 


Dipoli constituie deci o clasă particulară de cuadripoli ; ei vor fi examinafi 


în paragraful urmitor™. 


6.4.4.2. Ecuațiile cuadripolului. Să considerăm un circuit oarecare, 
căruia i se pot determina două borne de intrare, a, şi b,, gi două borne de ieşire, 
@ Si à, (fig. 6.63) ; între aceste patru borne atât prin interior cit si prin exterior, 
circuitul este pasiv. Se defineşte astfel un cuadripol pasiv. 
Un cuadripol pasiv poate fi socotit ca un circuit intermediar și care ser- 
veste de legătură între o sursă de energie electrică și o impedanfä de utilizare. 
La bornele de intrare a, și b, ale cuadripolului se aplică o tensiune de ali- 
mentare U,, iar la bornele de ieşire a, şi b, se leagă o impedantä Z care reprezintă 
sarcina de utilizare a cuadripolului. Cuadripolul va absorbi prin bornele a, gi b, 
un curent I,, numit curent de intrare, şi va debita prin bornele de ieşire a, şi b, 
cu un curent Z, numit curent de ieșire sau de utilizare. 
Căderea de tensiune la bornele sarcinii Z fiind 


U, — Z I,, 


se poate inlocui, in schema de reprezentare, 


sarcina de utilizare prin tensiunea U,., care se 
numește tensiunea de ieşire a cuadripolului. 

În ceea ce priveşte sensul” -atribuit 
acestor tensiuni si curenţi acesta este pur con- 
ventional si nu este încă normalizat. In ge- 
neral tensiunile si curentii de la bornele unui 
cuadripol oarecare pot fi reprezentate** prin 
unul din cele trei moduri indicate in figura 
6.64. Astfel, in mod curent, in cazul liniilor 


Lo 
— 


Fig, 6,63. Cuadripol pasiv, 


Fig, 6,64, Convenţia semnelor la un cuadripol. 


electrice se utilizează conventia indicată in figura 6.64, a; în cazul montajelor fo- 
losind tuburi electronice sau tranzistori 80 utilizează convenţia din figura 6.04, e. 


* Vezi 6,4,5, 


** Alte trei moduri se mal pot obține ducă se ia și pe 


nteu U, sensul în sus, 
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de reprezentare adoptată. 


în cele ce urmează s-a adoptat convenția semnelor din figura 6.64, a. 
Funcționarea unui cuadripol se studiază cu ajutorul unor ecuaţii care dau 


legătura dintre mărimile de intrare (tensiune şi curent) ale unui cuadripol in 
functie de impedantele constitutive ale cuadripolului. 


Pentru stabilirea acestor ecuaţii se descompune circuitul în bucle inde- 
pendente astfel încît prima buclă să treacă prin bornele de intrare a; ȘI b, si să 
fie străbătută de curentul J,, iar a doua buclä sä treacä prin bornele de iesire 


a, şi b, și să fie străbătută de curentul Iņ. E. 
Aplicind a doua teoremă à lui KIRCHHOFE circuitelor astfel obținute, re- 


zultă sistemul de ecuaţii liniare. 


Za L + Ziel, + SA + Zin În = Uy 
Zn Li + Zz Le + see + Zon In = —U, 
Za L + Za la + .-- + Zen 10 (6.96) 


Za Li + Bal: Ir ook + Zan În — 0 


in acest sistem Z,, reprezinta : 


Pentru p = q, impedanta proprie a buclei ; 
pentru p # 4, impedanta mutuală sau comună buclelor p şi 4- 
În general, într-un cuadripol pasiv 


Z 0 SS Zope 


Conform convenției făcute, tensiunea D. de ieşire are semnul minus, 
întrucât i se aplieă convenţia tensiunii la bornele receptorului spre deosebire 
de tensiunea U,, de intrare, căreia i se aplică convenţia tensiunii la bornele 
sursei. 

Scriind sistemul (6.96) sub formă matriceală se obţine 


ib 2 3 n 
1| Zu E Za | oz 3) zt va 
Log Za 2 Lo 2 -= 


— E ase H 
3| Ta | 3|_0 | seu (ZEN = [U]. 


fá | j = e = mm e ® . — — 
n | La Zus Zus "ie n 1 & n 0 | 


mie Descompunem această ecuaţie matriceală în submatrice eu ajutorul 
liniilor groase indicate; se obţine ecuaţia matriceală 


E Ze | Gë Pr 6.97 
CREER URI ro. (6.97) 


` Le 3 e e e gc lt 
Set GE iles 728 Zi 
n GET i A ee ee 
2| Za | Ba 2| Bag Lion 
de one WE a n 
2 Ba | Zsa 3) Zen | Zan 
Ty = : Mi » Too = : ’ 
o Ze Zug LU Zn Lan 
(6.98) 
in 3} Ts 
Jy Ne È I H J, = : : 
n I, 
TIEUS 3] 0 
U = 9 —U, H d => 
nr 0 


Dezvoltind ecuatia matricealä (6.97) se obtine sistemul de ecuatii matri- 


[Zall] + (FrillJ2] = [U], 
[Zall] + ERARA == [0], 
între care eliminind matricea [J>] rezultă 


(Zn) — Zll] [Za] = [0] 


sau 
1 2 See Es 
1 Su | S E = pa (6.99) 
2| os | Ss e 
unde 1 2 


E Bas | [or] [ell ul? ësst, (6100) 
2 ox Poo 


Transformind ecuaţia matriceală (6.99) într-o ecuaţie matriceală de forma 
1 2 


À 0, | _ + “An | An IS) 
ar 2| An | Aga a Ja 


— ee 
KE gege 


(6.101) 
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adică in care mărimile de intrare sint definite in functie de märimile de iegire, 
se găseşte ușor *: 


% % 11% 09 19091 
11 Dor 1 Ba 
(6.102) 
1 Dag 
Ano is dm re 
12 Do EI 


Dezvoltind ecuatia matriceala (6.101), se obţin ecuaţiile cuadripolului 
sub forma ** 
U, SS A,,U, AF Als, | (6.103) 
I, = AU: + Al . 


Întrucît matricea [Z ] este simetrică şi matricea [2] este simetrica***. În 
aceste condiţii între cei patru parametri ai sistemului de ecuaţii (6.103) ale 


A 


cuadripolului există întotdeauna relaţia 


As Aaa Fa A4 = 1. (6.104) 


* Transformarea se poate face fie direct, prin calcul matriceal, fie dezvoltind ecuatia matre- 
cealä (6.99). 
** Parametrii unui cuadripol se mai notează și sub forma 


on, = C, Ags Zeg D. 


+++ Pentru a arăta că matricea [%], definită de relația (6.100) este simetrică, este suficient 
să arătăm că matricea 


[Ho] (Pal Zal 


este simetrică, in care matricea [22] este simetrică, matricea [#,,] fiind de asemenea simetrica. 
Sä consideräm matricea simetrica 


Ti Z.p: pt Lin 
[Z] = | — D. EE opta EE 2 pn Ca "nu 2 in n 
i Oé ia > 
Zp+1,1 Zait Sotipti: Fptin | ij 
Zm Zant Ynti Famn 
i 
Notäm 
Zot Zin E pia Fotin 
[A] Ss DL Ae A 7 À rs ` [B] = $ ee CRW WWW 
Z 0,041 Zon Tan sans eee Pap 


gi considerăm matricea simetrică arbitrară 


Big eve ag 
[X] = eoeoerererervese 


Lai seer Tag 


, in eare q=n= np și ty = V 


6.4.4.3. Semnificația fizică a parametrilor unui euadripol și determinarea 
lor. Examinind ecuațiile (6.103) din punct de vedere dimensional este ugor 
de văzut că parametrii A,, gi A,, reprezintă numere complexe fără dimensiuni, 
A,, are dimensiunea unei impedante, iar Za pe aceea a unei admitante. 

Pentru a determina semnificația fizică se fac asupra cuadripolului două 
încercări de funcţionare : una de mers în gol (I, = 0) și una de mers în seurt- 
circuit (U, = 0). 

Fäcind în ecuaţiile (6.103), I, = 0 se obţine 


Uio CS AU | 


(6.105) 
Lio SN E 


Din prima relaţie, se deduce 


de unde, rezultă că A, este raportul de transformare al tensiunilor la functionarea 
în gol. 
Din a doua relaţie se deduce 


I 
A,, mou 


A,, se numeşte admitanta internă sau de transfer à cuadripolului la mersul in gol. 
Facind U, = 0 se obtine 


DAE | 
GL ge Se SMIT (6.106) 
I sc A Se 
Produsul [A] [X] [B] are sens deoarece tipurile acestora sint respectiv 
(np. n — p}, {n — p, n — p} {n — p, p}. 
Să notăm acest produs 
[Y] = [A] [X] [B]; 
avem 
H = 2 gn Tij bjr = 2 Zip ti Tij Ip tjk (a) 
4, 4,2 
Un = À Ou Tiz ba 
i,j 
sau, schimbind indicii de insumare între ei și ordinea de însumare, 
Vel = 2 ky Tii bu = > ip Ti tp bal (d) 
4, J 


Comparind (d) cu (b) și tinind seama că 


Zh,ors > Zori Tij = Gir Sprit = hoti 


rezultă yy = Vi, Și deci matricea [Y] este simetrică, 
Această demonstraţie se datorează Prof. Dr, doc, ION SABAQ, 


De aici rezultă 


U, 80, 


a ae 


Ay, se numeşte impedania internă sau de transfer a cuadripolului la mersul 
în scurteireuit. Din a doua relaţie se deduce 


I 
pee 1 50 
A>» 1e 


—2 sc 


care este raportul de transformare a curenților la funcționarea în scurtcircuit. 
Pentru determinarea acestor parametri se procedează în felul următor : 
împărțind relaţiile (6.105) între ele, se obţine 


SL NE (6.107) 


ceea ce înseamnă că bornele de ieşire au fost lăsate în gol, fără sarcină Și s-a 
determinat impedanta aparentă de mers în gol la bornele de intrare. 
împărțind relaţiile (6.106) între ele se obţine 


Axe To Z, e (6.108) 


Aso I; sc 


care reprezintă impedanta aparentă de scurtcircuit; la bornele de intrare, 
bornele de ieşire fiind legate în scurtcircuit. 

Alimentind cuadripolul pe la iesire* şi făcîndu-l sa funcționeze în gol, 
din a doua ecuație (6.103) se deduce 


U 
Bey a Ba (6.109) 


Lo 


care reprezinta impedanta aparentă de mers în gol la bornele de ieşire. 
Din relaţiile (6.107), (6.108) si (6.109), utilizind relaţia (6.104), de legătură 
a acestor parametri, se deduce expresia lor 


AE er A ome erates , 
j V Zoo (Zio — Ziso) po së (6 110) 
(P 


1 BEES TS 
An =" Ang lee 
y Z 20 (210 — Zi sc) Zu = Zass 


Rezultä dar, c& pentru determinarea parametrilor unui cuadripol, oricât 
de complicat ar fi el, este suficient a se face trei măsurători, cu ajutorul cărora 
se determină impedantele de mers in gol si de mers în scurtcircuit la intrarea în 


* Vezi G6.4,4,4 


quadripol şi impedanţa de mers în gol la ieșirea din cuadripol, alimentare? 

acestuia fğoindu-so prin bornelo de iegire, ee 

locul impedantei de mers în gol la bornele de ie 

poate determina meant de scurtcircuit a acestora, alimentind cuadripolul 

în bornele de ieşire şi logind în scurtcircuit bornele de intrare. Din prima, 
ecuație (6.103) se deduce în aceleaşi condiţii 


gire a cuadripolului se 


A U, 30 


== 
== == 


en Zau (6.111) 


Ai Ja so 


Din relaţiile (6.107), (6.108), (6.109) si (6.111) se deduce 


Z Z 
It Za = Za 80 Zio sau H = 180 
Zoo Za se 


adică raportul impedantelor aparente măsurate la funcţionarea în gol este 
egal cu raportul impedantelor aparente măsurate la funcţionarea in scurt- 
circuit, astfel încît, dacă au fost determinate prin experienţă trei din aceste 
impedante, a patra se poate determina prin calcul. 


6.4.4.4. Diferite forme de prezentare ale ecuaţiilor euadripolului. a) Por- 
nind de la ecuaţiile (6.103) şi (6.104) ale cuadripolului, se poate admite că fiecare 
pereche de valori U,, J, si U,, I, sînt componentele unor vectori într-un spațiu 
complex cu două dimensiuni si pe care îl presupunem raportat la un sistem de 
axe dreptunghiulare. Fie E, vectorul tensiune-curent la intrarea in cuadripol 
de componente U, si J, si E, vectorul tensiune-curent la ieşirea din cuadripol, 
de componente U, si J,. Relaţiile (6.103) se pot scrie matriceal sub forma * 


[E] = [y] CE, ], (6.112) 
„unde 
[y] = lk Aw (6.113) 
An Ass 


se numește matricea caracteristică a cuadripolului. 
b) Rezolvind sistemul (6.112) în raport cu [E,] se găseşte 


[#2] = [7] [E], (6.114) 


care dă elementele de iesire ale cuadripolului în funcţie de elementele de intrare 
ale acestuia, alimentarea cuadripolului tăcîndu-se tot pe la bornele de intrare 
4,, b. În ecuaţia (6.114) s-a notat 


[59 = ppp = | An) An | | Za Za (6.115) 
(Aal An | Lu | Ze 


Matricea [7] se numește matricea de transferanté a ouadripolului. 


* În scrierea matriceală, suprimăm bara din scrierea cantităților complexe, 


93 


Quadripolii definiti do ceunfiile (6.103). gi (0.114) se numese invergi unul 
altuia, | 
Minna seama de relafiile (6.115) 


dintre elementele celor două matrice, 
vors unul cuadripol dat nu poate fi făcută 
adevăr este necesară utilizarea de 
istente negative, lucru 


rorultă că realizarea unui cuadripol in 
decit în condiții cu totul particulare * ; intr Of 
impedante negative, ceea co implică utilizarea de rez 


| realiza decit ou mare dificultate, 
jp Ch Re datineste cuadripolul rdsturnat al unui cuadripol dat, cuadripolul 


ce se obţine din acesta prin schimbarea sensului curenților si permutarea borne- 


lor de intrare şi de ieşire. | 
Pornind de la ecuatiile (6.114), pe care le scriem dezvoltat 


O — 


Uy 


ees 


I, 


n 


m a 


Us 
Le 


— Aa 


— A) Au 


_ An 


si la care schimbind sensul curenților, se obține 


A3 | A 
An 


As 


Ags — Aj, m 
—Aa An 


U; 
L, 


Dages 
eu: 


(6.116) 


hh 


I, 


Notăm cu [e] matricea parametrilor acestui cuadripol. Se zice că un cuadripol 
este răsturnabil dacă este identic cu cuadripolul răsturnat. Pentru asta este 
necesar ca 


[y]= [e] 
ceea ce nu este posibil decît dacă 


Au = A ag. 
În acest caz cuadripolul se numeşte simetric **, 
Întrucît determinantul matricei [y] este egal cu unitatea, rezultă 


An Ez Aaa el yi + Ais An 


gi deci matricea caracteristică a unui cuadripol rästurnabil este 


= e = |V dada) 
[y] = [e] Feat E | D SECH 


Aa 


— 


[EF ay dy 


şi nu depinde decit de doi parametri, 


TAS = — 
_ — 


* Vezi [53] pag, 242, 
** Vezi 6.4.4.6, ¢, 
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EET A pe Ce te ETT RT LEE a 1— 


P tege IL e 


d) Dacă se rezolvă sistemul (6.103) în raport cu curenții J, se obțin 
Í relațiile 


În = Zu U, +Y U, 


(6.117) 
di = Ze Ui + Yu U, 
sau sub forma matriceală 
[1] = [m] [U] (6.118) 
în care 
[n] = Fu | Pe (6.119) 
Ya Yoo 


este matricea de admitantd.a cuadripolului. Elementele acestei matrice in funcție 
de elementele matricei caracteristice sint 


d 1 A 
AQ 6) SS en EEE Yo, = — 


—12 —12 —12 —12 


Yn = 


Este ușor de văzut că in acest caz, determinantul matricei de admitantà 
e diferit de 1, 


In| # 1. 
e) Rezolvind sistemul (6.103) în raport cu tensiunile U se obţin relațiile 


Ui = Zu I + Zig I, 


(6.120) 
U, = Za Lo + Zoo Lo; 
in care 
Lu | +i | P. 1 7 À 9 
Zu ' Zv * "SE ? 291. EFE Sa A 
—2 SH L H 
Sub formă matriceală sistemul (6,120) poate fi soris 

[U] = K] H] (6.121) 


in care matricea 


| 


D RÉI: AE 
(EI = | Zu | Zu (6.122) 
| Zu Zo | 
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se numeşte matricea de impedanjă a cwadripolului ; gi pentru această matrice 
ez. 
Comparind relaţiile (6.118) și (6.121) rezultă, 
[n] [1 = 1. 


f) Dacă se rezolvă sistemul (6.103) in raport cu U gi L,, se obţin relaţiile 


| 
| | U, = Da Li + Die U: 


(6.123) 
I, = Da Il + D, U, 
_ Av i a A. 
SNS Au : D, Sg Ay Dy = Au D; = A, 
Scriind sistemul (6.123) sub formă matricealä se obţin 
[8] = [81 [8] (6.124) 


8 fiind vectorul tensiune-curent care are componentele U, şi Ia 8, 
vectorul curent-tensiune avînd componentele J, şi U,; matricea 


(6.125) 


se numește matricea serie paralel a cuadripolului. 
J) Rezolvind acum sistemul (6.103) în raport cu I, si U, se obţin relaţiile 


I, = Fa H, + Fiz I 
(6.126) 
U, = Pa U, ap Eos I, 
sau matriceal 
[1] = [el]: [0,] (6.127) 


în care D, este vectorul curent-tensiune care are componentele J, si U, iar Ọ 
este vectorul tensiune-curent, cu componentele U, sil, Matricea 7 


2 
= 


By | Fi 


ae 


d 
LÉI 


Fo 


[e] = (6.128) 


LS 
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Ce 


se numeşte mabicea paralel-serie a cuadripolului şi elementele sale in funcţie 


de elementele matricei caracteristice sint date de relaţiile 


A | 
Lil Vei e oz besse log 3 
Au Ay : Ar és A 


OBSERVAȚII. 1 Este uşor de văzut că 
[5] Co] = 1, 


sistemele (6.124) şi (6.127) fiind inverse. 

2. Cele şase matrice ale unui cuadripol, definite mai înainte, se pot deduce 
una din cealaltă utilizînd fie calculul matriceal, fie direct, obtinindu-se astfel 
elementele uneia din matrice în funcţie de elementele celorlalte matrice (Tab. 6.4). 


6.4.4.5. Semnificatia fizică a diverselor elemente ale matricelor unui 
euadripol. Tinind seama de relaţiile care definesc diversele forme de ecuații 
de functionare ale cuadripolilor, cele 24 elemente ale matricelor unui cuadripol 
sint definite prin relatiile : | | 


U U JE I 
A =(= (= An =| = EE EA BE 
Se E -i SE SS SS SCH Kale 
U U d I 
7 E pai Gp a {| 2 CH. = = : 
Lu E ete ~12 E E Za KEE A 92 E SE 
Ji I I JE 
ES KE: SC? KE E SC -0 S E Se 


(6.129) 


6.4.4.6, Diferite tipuri de euadripoli. În raport cu structura internă à 
unui cuadripol si cu modul său de funcţionare există diverse tipuri de cuadri- 
poli. Dintre acestea, cele mai importante sînt : 

a) Cuadripoli pasivi și cuadripoli activi. Un cuadripol poate fi pasiv sau 
activ, 

întru-un, cuadripol pasiv nu există surse de tensiune sau de curent în inte- 
riorul său, adică între cele patru borne ale sale ; el nu trebuie să conțină decit 
ene inductante și capacități. Pentru un asemenea cuadripol există relaţia 

104). 


7 — €. 229 97 


re = | —— — - - ————— BZ : ces TES | eee capnansncinttl yet — | — ----~ Le “L 
sy Ar agg | | d ER: 1 ir (IN T t Eg- 
REI Cr D ST Kg T RB? E wy A tor ty ET |2| 
st y— iS L Fa Det Ste || L Egl ir L vg yee in 


us Jegen | eee | cms a mm lee Ge 
-— — 


e 


JOdIYOYND INNN FIV JOIHIVW 313SU3A1Q IYLNIA VLINFQNOdS3xOD 


Oa exemple de cuadripoli pasivi pot fi considerate liniile de transmisie 
de energie electrică, filtrele electrice, transformatoarele etc. 

Un cuadripol activ conţine între bornele sale cel putin o sursă de tensiune 
sau de curent, spre exemplu, tuburile electronice, tranzistoarele etc. 

b) Cuadripoli bilaterali şi unilaterali. Un cuadripol se zice că este bilateral 
sau reversibil atunci cînd regimul de intrare a acestuia este o funcţie liniară de 
regimul de ieşire al său şi reciproc. În acest caz, transmiterea energiei prin 


_cuadripol se poate face indiferent într-un sens sau în celălalt ; spre exemplu, 


liniile electrice, filtrele electrice, maşinile electrice etc. 

Un cuadripol se zice că este unilateral sau ireversibil, atunci cînd regimul 
de intrare — respectiv de ieşire — este absolut independent de regimul de ieșire — 
respectiv de intrare. În acest caz, transmiterea energiei electromagnetice nu 
se poate face decît într-un singur sens. Ca exemplu de asemenea cuadripoli se 
pot da circuitele conținînd tuburi electronice sau tranzistori. 

el Cuadripol simetric. În cazul cînd impedantele de mers în gol si de mers 
în scurtcircuit sînt respectiv aceleaşi, indiferent dacă alimentarea cuadripolului 
se face normal pe la intrare sau invers pe la ieșire, cuadripolul se zice că este si- 
metric. În acest caz, | 


Viv Zoo SZ — 226) 


sau, tinind seama de valorile acestor impedante in functie de coeficientii cuadri- 
polului, 


de unde rezulta ca 
Ay = À 32. 


Ecuatiile (6.103) si (6.104) ale cuadripolului devin 
U, = An U: + As D, 
I, = Ay U: + Au Iz, 
Aj, SS EI As, = 
Se vede că, in acest caz, numărul coeficienţilor diferiți este redus la doi, 
ceea, ce înseamnă că ei pot fi determinaţi numai prin două încercări, şi anume, 


o încercare de mers in gol şi una de mers în sourtoirouit. 
Fie Z, si Z,, cele două impedante astfel determinate. În acest caz, valorile 


parametrilor gint 


Ca SE EE 
POE HE RA ——— An SS a ect ER 
AL Zi NEA Zu St == fd Lo — die y Zo(Zo—2s0) 


6,4,4,7, Cuplajul impedantelor interioare ale unui cuadripol, Acest cuplaj 
poate fi diferit în raport cu elementele diagonalei principale ale matricei [Z]. 
Astfel 3 


* Pentu convenția de semne adoptată ; pentru colelalte convenţii de semne, relaţiile ce urmează 
se înmulțesc cu —1 într-unul din membri (vezi 6,4.4,2), 
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a) dacă Ziy = — Bu: cuplajul se numeşte reciproc ; acest caz se intilnegte 
la toţi cuadripo i pasivi din electrotehnică. Impedantele Zi» și — Za, care sint 
egale între ele, se numesgo impedanje de cuplaj. Pentru acest caz relația (6.104) 
esto satistăcută ; 

b) dacă Zi = Ba cuplajul se numește giroscopic*; într-un astfel de 
cuplaj relaţia (6.104) nu mai e valabilă gi avem 


Au Asa ap Ais À; = — l; 


0) dacă Zn # F Za, cuplajul nu este nici reciproc gi nici giroscopic, el 
poate fi real sau complex. 


6.4.4.8. Impedan{a caracteristică sau iterativă a unui cuadripol. Se 
numeşte împedanţă caracteristică sau impedanta iterativä impedanta Z, care, 
legatà la bornele de iesire ale cuadripolului, produce la bornele de intrare a cuadri- 
polului o impedantà aparentă egală in valoare cu Ze 


Rezultă deci, 
AI E Se pa | 
me — JE (6.130) 


—0 s 


Această definiţie a lui Z, se aplică si cuadripolilor rästurnati. In general, 
valoarea lui Z, este diferită in cele două cazuri de funcţionare ale cuadripolului : 
ea are o valoare dacă funcţionarea este intrare-iesire şi altă valoare dacă func- 
tionarea cuadripolului este iesire-intrare ; aceste două valori sînt egale numai 
dacă cuadripolul este simetric. 


Scriind relaţia (6.130) matriceal se obţine 


d) pl pe GE EE 

LA "ër Cl (er 
insa** 

Pl gyal Re 

| 1 SS Zu Ze ; I | 

| Us Za | Zoe Je 


și deci Z, este o valoare proprie a matricei de impedanţă [X]. Valorile proprii 


ale unei matrice sînt date de ecuatia*** | 


din care rezultă 
Zi ne (Zu + Zaa) Ze cb | is | Se 0, 


* Prin analogie eu ecuaţiile de funcţionare ale giroscopului, vezi [98] pag, 177. 
** Vezi relaţia (6,121), ee Ee £ 
*»* Vezi [17] pag, 335, 
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al 


SI 


ecuație cu ajutorul căreia se calculează cele două valori ale impedantei caracte- 
ristice, Se obţine 


Z, = [Zn + Za + | Za + Zl? — £101 (6.131) 


Dintre aceste două valori ale lui Z, numai una convine sensului intrare-isire, 
cea de a doua corespunzind sensului contrar. Pentru a le preciza, să considerăm 
din nou relaţiile (6.130) pe care să le scriem sub forma 


U, Jy 
sau matriceal 
U, U, A ie toe 


4 — d 


Tinind seama că funcţionarea cuadripolului este întrare-ieșire *, 
atunci ** 


To | Ua 


Ta | Ta | EI 


si rezultă că, À este o valoare proprie a matricei de transmitanta [7]. Se găseşte 


de KK A Te | 
= 2 = Dart Bel LL =0. 6.132) 
| Ta Too — À are | | 


Produsul rădăcinilor fiind egal cu unitatea, se poate lua 


unde 
k = à + j6 (6.133) 


și se numește constanta de propagare a cuadripolului. În expresia (6.133), a se 
numește factor de atenuare si B factor de distorsiune®™*. 

Dacă | à, | < 1 este o rădăcină a ecuaţiei (6.132), atunci À, nu poate conveni 
deoarece cuadripolul este pasiv si deci poate restitui mai multă energie electro- 
magnetică decît a primit. Rezultă, deci, că în acest caz avem o propagare în 
sensul intrare-iesire gi deci 


hy eh elit) aere À 


și œ >Q, 


n 


ne 


* De la bornele 1 către bornele 2, 
** Relatia (6,114), 
+99 Vezi 12,1,42, 
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Să vedem acum, în cazul aceluiaşi cuadripol gi pentru acelaşi mod de 
era fionare {intrare-iesire), care este semnificaţia lui A2. Seriind relatiile (6.130) 


Sean matriceal 
En 


a) 0 |e EI A 


rezultă că à’ este o valoare proprie a matricei caracteristică [y] a cuadripolului 
şi va îi dată de ecuaţia 


A AA fl = 0. (6.134) 
Dat fnd, că 
A de Și Aso = Lu; 


ecuatiile (6.132) si (6.134) sint identice. In consecintä, daca | A, | < 1 corespunde 
sensului inirare-iesire, atunci A, = Ai Va corespunde sensului îeșire-intrare. 
Prin analogie cu liniile electrice* se zice că À, corespunde unei unde directe 


şi Ae unei unde reflectate de propagare a energiei electromagnetice. 
Pentru a găsi corespondenţa între A si Z, se scrie 


GIS) bb 


= Sie 


sau dezvoltat 
TU, + Ee HSA Wa » 


Ts, U, + Las Thy Sth din e 


Din prima din aceste relatii se deduce 


LI M » d ~ 19 
Tic lue AZ ASIE deci Pi 
A = Tu 
iar din a doua 
ks 2, 
To Z, + Ioa = A ȘI deci Z = rată 
= al 


Tinind seama că 


mm 1 ee ere X TERR L 
Au =a T'as Sr Aug SS dives SS An We Ja ȘI Aaa EC KAN 


~ ee 


+ Vezi 12,1.5,1. 
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NEE ee ae 


ee ` ` EE mme ` LL LLL 


rezultă 


_ OBSERVAȚIE. Expresia impedantei caracteristice (6.131) poate fi 
scrisă în functie de oricare din elementele in raport cu care se pot scrie ecuatiile 
cuadripolului*. Astfel, în funcție de elementele matricei caracteristice (6.113) 
expresia impedantei caracteristice este 


g, = Ay — Asa + V (Au = Aaa? + 442 An An — Aen + (Aa + An)? — 4 
2 Aa 2 À; 


(6.135) 


Tinind seama de valorile parametrilor A, Aa si A. determinate mai sus, 
se obtine 


Z, => [Zio — Zoo +\(Zio—2Z20)? + 4 Za Zs. (6.136) 


rE În cazul unui cuadripol simetric, expresia impedantei caracteristice 
evine 


EE | = | 6.137 
a a, Ea d Ee 


Zi se mai numeşte şi impedanta undelor. 

Şi pentru impedanta undelor, cele două valori corespund una undei 
directe şi cealaltă undei reflectate, corespondenţa determinîndu-se în raport cu À 
ca și în cazul precedent. 


6.4.4.9. Cireuitele T si m echivalente ale unui euadripol. Orice cuadripol, 
oricât de complex ar fi el din punctul de vedere al constituţiei sale se poate 
transforma într-un cuadripol simplu de tipul T sau v. Pentru aceasta, este nece- 
sar a se găsi legătura ce există între ecuaţiile generale (6.103) ale cuadripolului 
și ecuaţiile circuitului echivalent tip. 

Fie un circuit de tip T, care este format 
din două impedante Z, și Z, în serie între 
care este legată o admitanta Y (fig. 6.65). 

Pentru determinarea impedantelor şi 
admitantei echivalente, care formează cir- 
cuitul T, se aplică metoda circuitelor inde- 
pendente, Scriind. ecuaţiile (6.16) circuitelor 
add bid, Bi Apb dda, se obţine 


4 1 Fig. 6.65. Cuadripol tn T. 
1, (4, +- k- See, g. 665, Cuadrip 


* Vezj tabloul 6,4. 
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care, rezolvat în raport cu U, gi Z, dau 


U, = (1 + 4%, Y) U, + 121 + Z: + Zi Z: X) Iy | (6.138) 
A =E U EUZ) le 


Comparind aceste rezultate cu ecuația generală (6.103) a cuadripolului, 
se obține 


A, =l +Y, AZ Zar ZZY, An=Y, An =1+ ZY 


de unde se deduc valorile ce trebuie să se dea impedantelor cuadripolului T 
echivalent : 


= LU 


, Z= = ? Y = An. 
(6.139) 
| Fie acum un circuit de tip z, care este 
Fig. 6.66. Cuadripol in m. format din două admitante Y, si X, între 
care se gäseste o impedanta Z (fig. 6.66). 
Pentru determinarea admitantelor si impedantei echivalente, care formează 
cuadripolul in x, se aplică metoda perechilor de noduri. Luînd ca potenţial 


de referință potenţialul comun al nodurilor b, și ba şi scriind ecuaţiile (6.18) no- 
durilor a, si da, se obţine 


——(U, — U,) + X, U, = — Í, 


care, rezolvate în raport cu U, si J,, dau 
U,=(1+ZY,)U,4+ ZI 
ESA ( ar Z Yo) ad) KE sae | ` ù | (6.140) 
I, =(¥,+ Yo + ZX Ya) Ua tA + ZY,) Ix 


Comparind aceste rezultate cu ecuaţiile generale (6.103) ale cuadripolului, 
rezultă 


A, =1+2%,, Au =Z, Ay = Yi t Yo + ZX ln Ay =1+2h. 


Calculind valorile impedantelor cuadripolului echivalent în x se obține 


(6.141) 
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Este uşor de văzut că, dacă cuadripolul dat este simetric (Ay, = As), 
şi cuadripolii echivalenți în 7 sau în x sînt simetrici. 


. 6.4.4.10. Legarea cuadripolilor. a) Legarea in lan. Fie n cuadripoli 
Qi = 1, 2,..., 2) care se leagă astfel, încit bornele de ieşire ale cuadri- 
polului à să fie legate direct cu bornele de intrare ale cuadripolului i + 1 
(fig. 6.67). Pentru fiecare cuadripol se poate serie relatia (6.103) 


[E] = fy]. LAN], 6 = 1, 2, ..., n) 
si eum prin monta) 
FMC 


Fig. 6.67. Cuadripoli legaţi %%° : Re EL 8 ya 
în lant. ve Land "A Ă Pe 
b; G O Q- — — —-— wf Ă 


rezultă, că între elementele de intrare ale primului cuadripol si elementele de 
ieşire ale ultimului cuadripol se poate stabili relaţia 


CE] = Dr] bi)... Dr]. DPI LES] 


si în consecinţă, matricea caracteristică a cuadripolului format prin legarea in 
lanţ a mai multor cuadripoli este egal cu produsul matricelor acestor cuadripoli, 
ordinea factorilor fiind identică cu ordinea de legare a cuadripolilor în lanţ 


fy] = Int, fy]... fy"). 
în cazul cînd son sint identici, rezulta 
[x] = x. 
Pentru lanţul de cuadripoli inversat se obţine 


BA ER ell RER că 
BAU 
[E] = Tel, a Son Le La 


Legarea in lanţ a cuadripolilor se 
mai numește și legarea in cascadă, 

b) Legarea în paralel, Acest montaj 
este redat în figura 6.68 în care, pentru 
simplificare, au fost legaţi numai doi cua- 
dripoli, În acest caz, toate tensiunile la 
bornele cuadripolului sînt egale iar curenţii 
rezultanti la borne sint egali cu suma Fig. 6.68, Cuadripoli legaţi în paralel. 
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@arentitor ln Rornele ttooătul ouadrtpol, Woloaind oxpronla matbriconli m Dik 
Mitr enadripalutui sub forma (0.11%), 


KE] = Cal LU 


ve AVR 
pm [UE] =... (il = CU] 
si i n 
emt es + LD] Hl 
de wade rezultă 


His (Ca) + Da] + (MOD LUI = Cal LU] 


în consoointé, matrices admitunté à 
unui cuadripol format prin leguren in 
paralel a mai multor cuadripoli este egală 
cu suma matricelor admitanti a cuadripo- 
lilor componenți 


z C ad a d c 
[n] = A KW 


Fig. 669. Cuadripoli legați în serie, 


fn cazul a n cuadripeli identici, relația devine 
în] = In] 
e) Legarea în serie. În acest montaj (fig. 6.69) curenţii ln bornele de intrare, 
respectiv de ieşire, sînt egali pentru toţi cundripolii componenți, iar tensiunile 
respective sînt egale cu suma tensiunilor la bornele corespunzătoare ale cuadri- 


polilor componenți. 
Folosind expresia matriceală 3 cuadripolilor sub forma (6.121) 


LU] = DEI UI 
yom avea 
mm — = (ae = i] = UI 


S LU] = LU), 
del 
ob{inindu-se 
CO} = UEL +... bP) eb [RO HÄ 


Rezultă că, matricon impodanță a cuadripolului format din logaron în 
serie a mai multor ouadripoli osto ogală ou suma mutricelor impodanţă a ouadri- 
polilor componenți | 


A pom S ri) 
[X] à DEI) 
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Lack Le EE De 
SÉ EE 


În cazul a n cuadripoli identici, această, relație devine 


[6] =m [6]. 


_ OBSERVAȚIE. În cazul realizării fizice a conectării în serie à doi cuadri- 
poli este necesar să se verifice că, condiţiile legării in serie (egalitatea curenților 
şi sumarea tensiunilor) este satisfăcută. De exemplu, legarea, în serie a doi cuadri- 
poli în T nu poate îi tăcută decit în modul arătat în figura 6.70, a, cea din figura 
6.70, b corespunzind scurteircuitării ramurii a{/b; si deci a legării celor două 
EES în paralel şi apoi in serie cu impedantele transversale ale cuadripo- 

ui. 


Fig. 6.70. Cuadripoli in T legati in serie : Fig. 6.71. Cuadripoli legați in serie-pzrale! 


a) legarea corectă ; b) legarea incorectă 


d) Legarea in serie-paralel. În cazul cînd doi sau mai multi cuadripoli sint 
legaţi astfel încât să aibă acelaşi curent la bornele de intrare şi aceeaşi tensiune 
la bornele de ieşire, se zice că sînt legaţi in serve-paralel (fig. 6.71). Pentru găsi- 
rea matricelor corespunzătoare, se consideră expresia matriceala à cuadripolu- 
lui sub forma (6.124) | 


[8] = [ò] [$2]. 


Dar 
n ; n 
U, = > Ui”, I,= A, Iz’, 
i=1 t=1 
UY =... = DÉI =... = D 
MOE Jes oo = ot 
și rezultă 
` i) 
[8] = A, [5] 
ai 
Și 


[8] = [822] (i = 1, 2): 
Tinind seama de relatia (6.124), se obfine 


(Se (LA) +. + LA op ep CO Sali [ò] [$2]. 


107 


În consecinţă, matricea serie-paralel a cuadripolului rezultant din legarea 
în serie-paralel a mai multor cuadripoli este egală cu suma matricelor serie- | 
paralel a cuadripolilor componenți 3 


n 


[8] = y [8°] 


jel aaa i 
în cazul cînd cuadripolii sînt; identici 
[8] = n [8]. | | 
el Legarea in paralel-serie. Acest mod de cuplare este invers precedentului, 
cuadripolii respectivi fiind astfel legaţi, încât ei să aibă aceeași tensiune la bornele 


de intrare și același curent la bornele 
a, de ieşire (fig. 6.72). În acest caz 


= 4=1 
|. UY =UP =... = UD =... = UE 
b S 
HOT coc 


Fig. 6.72. Cuadripoli legati în paralel-serie. 


Pentru găsirea: matricei rezultante se porneste de la expresia (6.127) a 
ecuaţiei matriceale- a cuadripolului | 
à [®,] = [9] [02]. | 
Rezultă 


[0] = ¥ Lot] 


si | 
[OY] = [OP] =... = [OS] =... = [OS] 

În consecinţă, matricea paralel-serie rezultantă este egală cu suma matri- 

celor paralel-serie a cuadripolilor componenți 


Le] = D [et]. 


Dacă cei n cuadripoli sînt identici, atunci 
[el =% [el | 


6,4,4.11. Cuadripoli simpli. Orice cuadripol, oricît de complicat ar fi, 
poate fi realizat; prin legarea in mod convenabil a mai multor ouadripoli avind 
structuri simple gi a căror diverse matrice se pot sorie uşor, Această operaţie 
poartă numele de sinteza cuadripolilor, în opoziţie cu această operaţie, orice 
cuadripol poate fi descompus într-un număr oarecare de ouadripoli simpli. i 
În modul acesta, prin reconstituirea cuadripolului se poate deduce prin calcul 
matricele cuadripolului dat prin combinarea diverselor matrice ale cuadripoli- 
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lor simpli. Operația se numeşte în acest caz analiza cuadripolilor. Si într- 
caz gi in celălalt, cunoaşterea structurilor simple este utilă, 5 Se 

a) Cuadripol format dintr-o impedanţă serie. Ecuațiile unui astfel de cuadri- 
pol (fig. 6.73) sînt 


A U, ar SI, 
det e Le e 
Matricea caracteristicä a acestui cuadripol fiind 7 L, 
27, = 
a ; Se 
| Dr carea Te | 22 
1 VAT ! o 
Ké Ce SESCH) a 1 U2 
oth 
Fig. 6.73. Cuadripol f di 
cu ajutorul tabloului 6.4 se deduc imediat gi ce- i ne Ge E 
lelalte matrice 
b= ‘lf a |p al | 
lz EE [n] Re aan e | tie 00 *, 
Lb = i 
Z 1 0 1 
a ae la a 
Re. ea 


OBSERVAȚIE. Această structură de cuadripol constituie un dipol**. 


b) Cuadripol format dintr-o impedantä in derivație. În acest caz, ecuaţiile 
cuadripolului se reduc la (fig. 6.74) 


Hs Ai Up ap dlp 


i deci, cele gase matrice ale acestui cuadripol 
Sint 


Fig. 6.74. Cuadripol format din- 
tr-o impedanţă în paralel. 


| 1 0 1 1 
=, t= + 
y] y 1 ) ` e 1 


; [yn] = ©; 


ee 


* Semnul © trebuie interpretat in sensul că matricea respectivă nu există, 
** Vezi 6,4,5,1, 
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c) Cuadripolii în T şi = 


. Un cuadripol în T se obțin 


structuri de tipul precedent sub forma a—b—a (fig. 6.65). 


NEE, situ, 
LAURE 
een! 1 


i= 


Cu ajutorul relaţiilor din tabloul 6.4 se obţin apoi celelalte matric 


cuadripolului in F 


E 
Ja 


E 
0 


Ze 


—— 


ib A 


Y 


— 
— 


A7 


mg 


e legind in lant tret 2 


Se obtine* : 


Zt a+ VAZE | 
1127 


e ale 


EE AREAS 
Ur Ze 2 | 2 
IT TZ 
Ee 
e d TL a 
[al = Z,4+2Z,+2Z,2,¥ il GE i 
ee E 
A | ia nm i | 
Piz = | [31 = —— 1+ 20 + 4142 | 
+ TNA ITA | 1 —¥ | 


lee 


Pentru obtinerea unui cuadripol in z se leagă in lant 


eee Se 


D 4 1 
1 | —(4,4-2,+24242¥) 


structuri de tipul precedent sub forma b—a—b (fig. 6.66). Se 


(y= = 


ete E 


1 44Y,2 Z 


EYZ 


— 


ege? 


ii 


[7] = Ces 
LE: 


1 
[m] = z 


—— 


a 


* Compară cu relaţiile (6,138). 
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Le 


1 + YZ 


: SI 
1 


Hot KEE) | 


er 


LEI ch = 
H —l-¥,4 | 


— 


de asemenea trei 
obţine 


4 
i 


trei 


i : 


— (¥, + Ee + Y,YZ) 
tel = 1 eee pe 
E i | ` =g 
: d) Cuadripol în X simplu. Pentru a putea ras intrare 
cele de ieşire la un cuadripol, se utilizează structura în 2 ata din două 


impedante* în serie fără nici o legătură înt i 75 : 
doua teoremă a lui KIRCHHOFF se obtin aN Nai een Pret Ze 


U = —U, —(4, 7+ EA ER 
i, = — 1 


de unde rezultä matricele corespunzätoare 


1 | — (Zu + Za 


[y] = ja > (ll taste At Za. 
leed 1 | 
[nl = = LM = : 
Z; + Za = =l 
Re A seral 


Această structură are o mare utilitate în studiul schemelor de cuadripeli. 
e) Cuadripol în X. Un astfel de cuadripol (fig. 6.76), care stă la baza a 
numeroase scheme de filtre electrice ** se realizează legind în paralel un cua- 


J; 


a 

3 à F 

2, d Ss 
2 ù 
D D E 
4 
by by H Ze 
î 
Fig. 6.75, Cuadripol în X simplu. Fig. 6.76. Cuadripol în à 


* Putind fi chiar nule; în acest caz gi [yn] => 
** Vezi 13,3 si [265]. 


(AN 


ei dublu serio (structura @) cu un euadripol in X simplu (siructura 4), 
aind regula de legaro în poralel m cundripolilor* 


PN NR Ra mii iai 


ee 
[1] = oN RE eee SLR | et Ae Cae 
unde am notat d 


Zi + Ža = Z' si Z + Zi = Z”. 


Celelalte matrice se deduc din aceasta cu ajutorul relațiilor din tablou 
6.1. Se găseşte : 


ef 


Dr Eur) = BEE =| 
= pt E —4 - (Z' - E En 

_(z 2 EW SE E wit = 

4 KAE t Zo ) | 


EE 
I= e E 
Ee 


— 


) 


ez 


wt r Ié Le di Gan 
EA EE 


EE 


mens eme E 


ps 


1 
[3] CG E 


4 E Br 


ed A7" 
+ Z "oe ge 


—(Z! ay | Bc AUS Al 
6.4.4.12. Exemplu de aplicaţie. 
Fie cirouitul reprezentat în figura 
0.77, în care 


[ș] = -Z 


A, = 20, ha = 1009, 


Ra = 200, 


Z, = 6-+-j8Q, Z = —)j20(, 
LE) "Fig, 6.77, Circuit de analizat, Z, = 40—j80Q, Z = j50Q. | 
* Vezi 6,4,4,10, b, 
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ie. 
11% 


S Acest cuadripol poate fi descom 
“(structurile B si 0 ) avind legat în paralel un al treilea cuadripol serie E, 


pus în doiKcuadripoli centrali legaţi in lant 


întreg sistemul fiind legat în lanț, la fiecare extremitate, cu cite un cuadripol 


(structurile A si D) (fig. 6.78), 


ig Matricea [y] a cuadripolului central se obţine inmulfind cele două ‘matrice 
caracteristice ale cuadripolilor B gi © constitutivi. Se găseste i 


1,3—) 0,4 
0,09—j 0,110 


[Mi = 


20 + j 40 | 
8,8+ j3 


Cu ajutorul relaţiilor din tabloul 6.4 se găsește matricea [1] 'corespunză- 
toare. 


Cu] = 


0,148—j 0,146 0,064—j 0,123 
—0,005+j 0,03 | 


0,01—j 0,02 


„Matricea de admitantä a cuadri- 
polului F fiind 


0,1 
0,1 


—0,1 
—0,1 


[n] = 


H 


matricea de admitanta rezultanta à Fig. 6.78. Descompunerea circuitului in 
grupului de cuadripoli B, C, E va fi cuadripoli simpli. 


0,248—j 0,146 
0,11—j 0,02 


_—0,036—j 0,123 
—0,105 + j 0,03 | 


[n] = in] + [ne] = 


Utilizind din nou relaţiile din tabloul 6.4 se găseşte matricea caracteristică 
corespunzătoare 


2,416-+j 0,888 | 


—0,972+ j 0,096 
(NES oo eene 
—0,191+)j 0,259 


Matricele caracteristice ale cuadripolilor A şi D fiind respectiv 
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8—0, 229 


matricea caracteristică rezultantă æ cuadripolului dat va fi 


EE, dune ue 
0,765— 3,43 | 42,416—j 80,888 


ÎI e aula a tass | 
Ee o,07+0,215 | 2,416—j 0,888 


Din această matrice, se pot deduce toate celelalte matrice prin aplicarea relații- 
lor din tabloul 6.4. 


6.4.4.13. Aplicarea teoriei grafurilor la studiul cuadripolilor. a) Generalități. 
Metoda matriceală pentru studiul cuadripolilor poate fi dezvoltată şi utilizată 
folosind grafurile de transfer. Desenind grafurile de transfer în formă de cuadri- 
poli, se poate stabili graful de transfer al unei reţele complete — și în consecință 
ecuaţiile sale — prin interconectarea grafurilor elementare, întocmai cum se 
procedeazä si cu cuadripolii simpli. Utilizarea erafurilor de fluentä prezinta 

vantajul faţă de metoda matriceală că, formularea matematică a problemei 
rămîne mult mai apropiată de structura fizică a sistemului. Grafurile de transfer 
măresc de asemenea si supletea studiului unei rețele prin descompunerea și 
interconectarea de structuri mai simple ; într-adevăr, în cazul metodei matrice- 
ale, pentru a se face o anumită interconectare, este necesar să se scrie ecuaţiile 
matriceale sub o anumită formă adecuata, restricţie care nu mai există în cazul 
utilizării grafurilor de transfer. De asemenea, calculele sînt mult simplificate 
prin faptul că rezolvarea unui graf de transfer se poate face prin simplă inspec- 
tie a grafului utilizînd regula lui MASON *. 

b) Grafurile unui cuadripol. Cele şase ecuaţii matriceale stabilite mai îna- 
inte **, care dau legătura între mărimile de intrare (U, si 1.) şi mărimile de ieşire a 
unui cuadripol (U, si [.), dau posibilitatea, desenării imediate a grafurilor cores- 
punzătoare. Aceste grafuri pot fi desenate în două moduri diferite, utilizindu-se 
forma cea mai convenabila pentru calcule (Tab. 6.5). In forma de prezentare a) 
s-a căutat să se păstreze forma cuadripolului, cu elementele de intrare la 
stinga si cele de iesire la dreapta, astfel încît să se păstreze o corespondenţă 
între nodurile grafurilor şi variabilele cuadripolului. Pentru a uşura efectuarea 
de interconexiune a mai multor grafuri, au fost indicate explicit nodurile sursă 
si nodurile put şi anume, nodurile sursă au fost desenate cu semicercuri pline, 
iar cele put cu semicercuri simple. Prin convenţie un graf de tip € corespunde 
ecuației matriceale de tip [ic || eo 

fn tabloul 6.6 au fost prezentate graiurile cuadripolilor simpli serie, 
iar în tabloul 6.7 pe acelea ale cuadripolilor simpli în paralel. 

c) Transformarea grafurilor cuadripolilor. Trecerea de la o forma a ecuatiel 
matriceale à unui cuadripol la altă forma se face transformind matricea coeficien- 
tilor în funcție de coeficienţii altei matrice. Relaţiile între coeficientil diverselor 
matrice sînt date în tabloul 6.1. Aceste relaţii se obţin uşor prin transformarea 
grafurilor cuadripolilor. într-adevăr, trecerea de la un tip de matrice a cuadripo- 
Tului la altul constă de fapt în alegerea altor variabile dependente şi independente. 
Această operaţie se face, în cazul grafurilor, prin inversarea a unei sau două 
laturi pentru determinarea noilor noduri sursă corespunzătoare variabilelor 
alese ca independente, 


te 


* Vezi [245] pag, 99 și 0,3.2,6, 
** Vezi 6,4,4,4, 
ser Ţcuaţia (6,121) 
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MATRICELE SI GRAFURILE CUADR/POL/LOR 


Tablou! 6.5. 


Grofu/ de transfer 
Primul mod de Al doilea mod de 
reprezentare (a) reprezentare (6) 
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116 


b * LA 


Graful de transfer 


Primul mod de 
E (a) 


jpolului 


ul 


Lé 


G 


Al doilea mod de 
reprezentare 


i m B el 


MATRICELE SI GRAFURILE CUADRIPOLILOR SIMPLI, TIP DERI VATIE 


$ Tabloul 6.7 


Groful de transfer 
- Primul med ‘de Al doilea mod de 
reprezentare (a) reprezentare (6) 
7 
U 


1 Vo 
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cea [y] a grafului unui cuadripol 
btinind graful din figura 6.79, b. 
a din figura 6.79, ¢, pe care jl redu- 


e U, si U Se găsește 


Fie să determinăm matricen [+] din matri 


(fig. 6.79, a). Inversăm 
ul capătă configurati 


Izolind nodul sursă Jy 
cem obţinînd transmitanta intr 


Fig, 6.79. Transformarea unui graf de tip y într-un graf de tip Te 


Tov, = 

zic -(- Zell - fn) 

Ay Ags 
VA 


fn acelasi mod se determina 
transmitanta între J, si Iz 
izolind nodul sursă U, (fig. 
6.79, d); se găseşte 


Subgraful care dă lega- 
tura între U, şi I, se reduce de- 
dublind nodulU, (fig. 6.79, e); 
se determină transferanta 
dintre U, si I> 


De asemenea subgratul care 
dă legătura între J, şi U, se 
reduce dedublind nodul J, 
(fig. 6.79, f); se determină 
astfel transferanta dintre J, 
Si Us 


* ary U H > TU è èf P e \ d 
Operatiile indicate se fac conform regulilor date in paragraful 6,3,2,5. 


= rt mt hernie Gr mr îm 


Graful de transfer căutat este dat in figura 6.79, g şi corespunde ecuatiei matri- 


eeale (6.114). Gë 
în acelaşi nod se poate proceda pentru găsirea matricei cuadripolului 
sub orice formă de prezentare. | 
d) Interconectarea grafurilor cuadripolilor. Interconectarea grafurilor cua- 
dripolilor se face întocmai că și interconectarea cuadripolilor, rezultatul obținut 
find un graf simplu. În raport cu modul cum se face această interconectare 
(lanţ, serie, paralel etc.) se va utiliza 
Yio, Wl ; WU 1 W tipul de graf de cuadripol, efectuin- 
du-se operațiile respective de reducere 
şi transformare æ grafurilor conform 
principiilor indicate mai înainte. 


Fig. 6.80. Graful a trei cuadripoli legați Fig. 6.81. Grafurile echivalente. 


în lanţ. a) Pentru I, = 0; b) pentru U; = 0 


Pentru exemplificare fie să determinăm graful unui cuadripol în T obținut 
din interconectarea în cascadă a trei structuri simple (Tab.6.6 şi 6.1); se 
obţine graful din figura 6.80,a, care, reducind nodurile U, U, şi Iz Îi, poate 
fi reprezentat mai simplu (fig. 6.80,b). Graful rezultant este o structură y, 
căreia urmează să-i determinăm parametrii. Pentru aceasta facem pe rind 
I, = 0 si U, = 0 si calculäm transmitantele corespunzătoare relatiilor (6.103) 
gi (6. 106). Calculul se face* aplicind formula lui MASON (6.63) fie direct asupra 
grafului din figura 6.79, b, fie desenind din nou acest graf sub o formă mai uşor 
de analizat; (fig. 6.81). Calculul, care nu prezintă nici o dificultate, conduce la 
expresiile parametrilor identice cu acelea din ecuatiile (6.158). 

6.4.4.14. Diagrama generală a cuadripolului. Fie un cuadripol avind 
parametrii A B O D gi ecuaţiile generale scrise sub forma 


Uf, ase U, + B I, 


(6.142) 
J, == 0 U, + D I, 


AD oB Olm] (6.143) 


in care tensiunile gi curenţii au semniticaţiile obişnuite. Eliminind pe J, se obţin 
relatiile 


~U,-— I]: (6.144) 


Dad bitin Tata 


“A * Există formule care dau direct parametrii grafului echivalent al unei cascade cu oricite ele- 
iente, Vezi [245] pag, 118, 
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Fie 


U, = DR, U, = U, |0, I, = I,\|—¢9 ; 


se ia tensiunea U, atit ca origine de fază, cit gi ca unitate de măsură pentru 
tensiuni. | Ze 
Dacă se consideră şi curentul J,, defazat în urma tensiunii U, cu 
unghiul p, atunci acest curent va fi defazat faţă de tensiunea U, eu un- 
ghiul 0 — pı Si expresia sa va fi 

al I, Kibo Sie 


Ecuatiile (6.144) pot fi scrise 


AU, la + Bl, |B- 9: = U, |9, 
(6.145) 


es nf 


U B 
= eo a tt a U, 10, 


eare construite grafic dau diagrama generala à cuadripolului. Pentru aceasta, 
se consideră un anumit regim de funcţionare la ieșire, adică se consideră cunoscu- 
te U2, I, Si Po: | 
E: Prima din ecuaţiile (6.145) arată că tensiunea de alimentare a cuadripolu- 
vi Ini este egalä cu suma a doi fazori : fazorul AU,|% constant ca lungime si care 
face un unghi « cu originea fazelor si fazorul BI, |B — 92, care face unghiul 
8 — o, cu originea fazelor (fig. 6.82). A doua ecuatie (6.145) arata ca aceeași 
| tensiune U, poate fi obținută 
tot din suma a doi fazori, 
fazorul (U,/D)|— 3 cunoscut şi 
fazorul (BI,/D) jB—5+0— 
necunoscut, dar care acum 
poate fi determinat destul 
de uşor. Într-adevăr, constru- 
ind fazorul (U2/D)|—3 şi, 
unind virful său 0, cu virful 
M al fazorului U,, se obţine 


dreapta O,M care este chiar 
tazorul căutat. 


Coeticientul = fiind eu- 


Fig, 6.82, Diagrama generală a cuadripolului, noseut, modulul fazorului 


| O,M va da mărimea curentului Z,, iar argumentul său va da defazajul H — Pı 
| al acestui curent, 
Este ugor de văzut că 
d Kei aceeasi diagramă determină direct unghiul gu deoarece B și ò sint cunos- 
wte, 


$ 120 


ge Ati 


cu 


)B- 


Ecuațiile (6.142) şi (6.143) ale cuadripolului dau posibilitatea construirii 
unor diagrame sau topograme generale, care să permită rezolvarea tuturor pro- 


blemelor ce privesc un anumit; cuadripol într-un timp minim, Aceste topograme 


sint de două tipuri: topograme sau diagrame cu un singur pol de tensiune 
şi topograme sau diagrame cu poli multipli de tensiune. Ele pot rezolva toate 


| I lanele specifice cuadripolului. 


64,415. Diagrama cercului eu un singur pol de tensiune pentru euadripol. 
Construcţia acestei diagrame se face pornind de la diagrama generală à cuadripo- 
lului. Se construieşte triunghiul fundamental 00,M, pentru o anumită valoare 
a lui J, şi a lui ọpẹ tensiunea la ieşire U, fiind considerată constantă și luată 
Dy de SH si origine de fază (fig. 6.83), precum gi fazorul 00, = 
= (U,/D) |= 6. M 


wader: i | Fa | P / e 74 ei Pp” 
— 8 | | CM 


e e -Qy-03 -0, E | A, Qo 03 Q, Os ls Q, ls Qa Ge Qo 


IN Ta yw 
TEL CON A SSAA? 7 
ARRETE E 
RER gu 
ERIN SACRA TKS NSE 
TEIN SOR PX WAAR EER 
ERICK Ia ARR SIRIA 
TIN ERĂ MA AA ZA NL ALA, : 
E SSI Apa Da aaa 


VI N 8-92) VS ES a> 
acter ee Nitu 


Tensiunea la intrare U, fiind reprezentată de fazorul OW, locul geometric 
al punctelor de egală tensiune efectivă este o familie de cercuri concentrice, 
cu centrul în 0, Aceste cercuri se gradează în procente din tensiunea Ua, luată 
ca unitate de măsură, În particular, locul geometric al punctelor de egală tensiune 
la intrare gi la ieşire este cercul cu centrul în O gi ou raza egală cu Ua 

Acest; cere va purta gradatia 100 sau 1. 

Locul geometric al punctelor de egal detazaj la sosire este format dintr-o 
familie de drepte trecînd prin punctul O, și tăcind un unghi B — Pa cu axa 
origine de fază, În particular, dreapta 0, Pay care face cu axa de origine unghiul 6, 


121 


pp este egal cu zero; 62 
corespunzind componentei active à curen- 
stants, această dreaptä poate fi gradata 

ător ` gradarea 


fiind liniară şi finind seama où, în Oy Pa = 0 rezultă că, dindu-se 0 valoare 
la o anumită putere activa Ulz se 


este locul geometric al fazorului BI, pentru care, 
este deci locul geometrie al punctelor 
tului la ieşire ; tensiunea U, fiind con 
în unitătii de putere activă P, la iegire, procedindu-se in felul urm 


particulară pentru I, care corespunde 
poate găsi un al doilea punct al scării gi deci scara însăşi. 
E se obtine dreapta 0,0, care este locul 


geometric al punctelor corespunzînd componentei reactive a curentului la ieşire ; 
ea poate fi gradată deci în unităţi de putere reactivă la ieşire Qo. 
Scara ei este aceeași ca şi a dreptei de putere activă. 

„Pentru a avea diagrama completă, este necesar a se determina locul geo” 
metric al punctelor de egală pierdere de putere activă şi reactivă, tinind seama 
că aceste pierderi sînt egale cu diferența dintre puterile date cuadripolului la 
bornele de intrare şi puterile ce se obţin la bornele de ieşire, va trebui să De 
determinata, expresia puterilor la intrare. Din ecuatiile generale ale cuadripo- 


lului se deduce 


De asemenea, pentru Po = 


D U 
I = = (of — =p 
RE py B 

U A 
EP BE 


D * U 
Ii = = U; — = D 

Bon BS 
Sieg Uy AS 
E, SECH 

SSC 


puterile aparente, la intrarea gi la ieșirea din cuadripol, sînt 


8 = Du +); = s BE tee U 
1 Fi d = Gh = Se — TA U, 
| (6.146) 
Ba = Pa + iQ e Da en DAC UN 
n° BUT 


Punind 


Dim ote Atle, L | 
Ua Us + Ur, Uz = do, À = @ + ja’, B = bd + jd, D = à + ja’ 
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46) 


ge obține 


PE sn (bd 1 d'a) Qu H u'i) — (biy — dut) tty 
bd. hä V 
Q UE CH, 
i ba + pa 
Ee (ab + ab’) ER (bu, + NI Us 
A pa pi 
Ze — (ab’ — «b) us + (Wu, — buy) us 
d F b+. 
si pierderile respective sint 
| Pa pa ai F buse Ni g EA AET 
P, — P. = 3 22 Uy; 4- a — aS + U5 = = = 
b + b bd + kd b? +b? 
Ae Lé b” 
CUT CR 
kd — bd’ b’u kd — bd” 
0, Q = a + th = = 2) db (Se 
b2? + b'2 bd — bd b2? + kä 


Din expresia acestor pierderi se vede că ele se compun dintr-un termen 
constant, proporţional cu tensiunea la ieşirea din cuadripol care este constantă, 
şi dintr-un termen variabil, care este funcție de componentele tensiunii la intra- 
rea in cuadripol şi deci este funcţie de încărcarea cuadripolului. Termenul 
constant constituie pierderile minime Pm. 

Punctului M de funcționare, considerat în figura 6.82 îi corespunde coor- 
donatele u, si ui. Fie, pe această diagramă, punctul N de coordonate 


Ww = 0 Și ù = 


'2 


See 
bd + bd’ 
Este usor de văzut că, pătratul distanţei MN înmulțită ou mărimea constantă 


bd + b'a’ 
b? 4- b^? 


reprezintă tocmai partea variabilă a pierderilor, 


În consecinţă, locul geometric al punctelor de egală pierdere de putere 
activă este format dintr-o familie de cercuri concentrice, cu centrul în N, Gra- 
darea locului geometric 8e face inmultind pătratul razei cercului respectiv 
măsurată in volpi cu partea reală à admitantel = de seurtcireuit şi adunind 
> 
tiva. 


acestui produs valoarea pierderilor minime de putere ao 


c al pierderilor reactive este format 


| ‘ath că şi locul geometri 
La fel, se arată că Și / centrul in punctul T de coordonate, 


dintr-o altă familie de cercuri concentrice, cu 


b’ 


mm lune 
aid. ae 


| Gradarea acestui loc geometric se face inmultind patratul razei respective, 
măsurată in volti, cu partea complexă a admitantei (DI B) de funcţionare în 
scurtcircuit şi adunind la acest produs valoarea pierderilor minime de putere 
reactivă. 

Diagrama se utilizează în modul următor : 

— Se defineşte regimul de funcţionare dîndu-se P, şi Q, (sau Pa şi 92) 
stabilindu-se pe diagramă poziţia punctului M corespunzătoare funcţionării 
date. 

__ Se determină pe cercul respectiv tensiunea la intrare U, precum şi 
defazajul acesteia 0 fata de tensiunea la ieșire Us. 

~ Pe cercurile respective, se determina pierderile activa p Si reactiva q 
deducindu-se astfel puterile activă și reactivă la intrare. 

` _ Cunoscând aceste puteri, se deduce defazajul +, la intrare, precum şi 
randamentul electric al circuitului. 

— Tot pe această diagramă se poate determina direct şi curentul la 
on intrare I}, precum şi defazajul la intrare 9,. Pentru aceasta, Se uneste punctul 
0, cu punctul M de funcţionare considerat : segmentul 0, M, măsurat la scara 
curentului J,, dă mărimea acestui curent. 


OBSERVAȚIE. Dacă diagrama ar fi fost construită cu o unitate de ten- 
siune Us diferită de U,, sat fi obţinut o figură homotetică cu precedenta : 
toate lungimile 04, AB, OB, ar fi fost reduse în raportul U3/ Us. | 

_ Pentru o aceeaşi putere la ieşire P = I} Uz, punctul respectiv ar fi avut 

ordonata, redusă in raportul (U2/U2)°. Într-adevăr, curentul la ieşire I, este 
proporțional cu AB si tensiunea este proporţională cu OA, fiecare din acestea 
j fiind reduse în raportul U;/U,, rezultă ca ordonata punctului P de pe axa OP 
d va fi proporţională cu produsul celor două segmente reduse, deci ordonata 
punctului P, va fi redusă în raportul (U2/Uo)2. 
E Rezultä dar, că diagrama dată poate fi folosită pentru orice tensiune la 
ieșire Uz, diferită de tensiunea, U, care a fost luată ca unitate pentru construi- 
rea diagramei, cu condiţia de a reduce scările tensiunilor în raportul U3/U, 
si scările puterilor în raportul (U2/U,)?. 


_ 6.4.4.16. Diagrama puterilor sau diagrama cercului euadripolului eu doi 
poli de tensiune. Se poate construi pentru cuadripol o diagramă la care se 
fixează axele puterilor activă si reactivă, deducindu-se locul punctelor de egală 
tensiune, Pentru aceasta, 8e consideră puterea aparentă la intrarea în cuadripol 
gi la ieșirea din cuadripol, a căror expresii sînt date de relaţiile (6.146). 

Luind ca origine de fază tensiunea de sosire Ua, rezultă 


U, SÉ U, 0, 


U, = Deh, B =B B, D = Di 
și deci expresia puterii aparentă la intraren în cuadripol este 


8, = P, + jQ =: = 


MU 
B 


CH EELER (6.147) 


141) 


Expresia explicită a celor două puteri este 
Ps SE Uz cos (B — 5) — ViUa. cos (0 + 
S L a 


“ia sin (0 + p). 


D eng a 
derer HD PERS) ES 


Pentru calculul puterii aparente la ieşire, se procedează în același mod gi 
se găseşte 
ELSE 


Sa = Pa + jQ: = B 


(po + U5 P—x, (6.148) 


de unde 


Je aa cos (B — 0) — Uz cos (B — ai 


sin (B — 6) — + Uz sin (8 — 9). 


Q = 


D, 
B 


Se construiesc relaţiile (6.147) şi (6. 148), în sistemul de axe de coordonate 
OP şi 0Q (fig. 6.84). Din relaţia (6.147) rezultă că fazorul S, se compune din 
fazorul 

00, — B Ui | B Cem 5 3 


la care se adaugă fazorul 


UUs 
B 


ON, = — | B + 0. 

Puterea aparenta la in- 
trare S, este deci reprezen- 
tatä de fazorul ON,, a cärui 
componente pe cele două axe 
sînt puterea activă și puterea 
reactivă, furnizate cuadripo- 
lului la intrare. 

Se poate arăta ugor pe 
figură că unghiul 00,N, este 
egal cu (à + 0); pentru anu- 
mite valori determinate pen- 
tru U, gi Up, dacă unghiul 0 
variază, punctul N, descrie 
un cere cu centrul în punctul 
O, si cu raza 


B Fig. 6.84, Diagrama puterilor pentru cuadripol. 
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Coordonatele centrului O, sint 


e =Z Ui cos (B — ò), 


yı =— UP sin (B — 5). 
B 
în acelaşi mod, se construiește fazorul 8, care este format din fazorul fix 


A 
OO Dei es 


la care se adaugă fazorul 


Puterea aparentă, la ieşire S, va fi deci reprezentată de fazorul ON, ale 
cărui proiecţii pe cele două axe dau puterea activă şi reactivă la ieșirea din 
cuadripol. të 

Este uşor de văzut că, fazorul O,N, este si el mobil in jurul punctului 0, 
şi deci punctul N, descrie un cere cu centrul în. O, cînd unghiul 0 variază şi 
pentru anumite valori ale lui U, si U,, unghiul OO,N, fiind egal cu (a — 0) 
în acest caz. Raza acestui cerc este 


EP U,U 
ass 


egalä deci cu raza cercului precedent. Coordonatele centrului sint : 


Lo -2 Us cos (B — al 


Il 


Ya = — Å U$ sin (B — a) 


Ou aceste elemente se poate construi diagrama căutată : pentru aceasta, 
se trasează pe epură două familii de cercuri ©, gi Cy, de rază egală, corespunzind 
la diversele valori ale tensiunii U,. Pentru U, constant, aceste familii de cercuri 
sint cercuri cu centrul pe dreapta 00,, pentru familia de cerouri Cy si cercuri 
concentrice cu centrul în O, pentru familia de cercuri Ca. 

Utilizarea diagramei se face in modul următor, 


6.4,4,17, Aplicații alo teoriei generale a cuadripolului, 1. Studiul punţii 


WHEATSTONE, O punte WHHATSLONN (fig, 6.85) poate fi privită ca un cuadripol 


la care bornele a,b, (corespunzătoare diagonalei pili) sînt bornele de intrare ale 
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cuadripolului şi bornele a,b, (corespunzätoare diagonalei ga 
bornele de ieşire ale cuadripolului. Să den cel SEH Ee de 
€ şi D ai acestui cuadripol. Pentru aceasta se aplică metoda generală *. ~ 7 
= _— Se leagă in scurtcircuit bornele de ieşire gi se determină impedanta 
cirouitului. În cazul de fata, aceasta determinare se poate face prin calcul 
Într-adevăr, bornele ga Si ba fiind în scurtcircuit, impedantele Z, si Z, sînt în 
paralel; de asemenea și impedantele Z, și Z, sînt în paralel; cele două grupuri 
de impedante sînt; apoi legate in serie. Impedanta echivalentă este deci 


ZZ; Z,Z, 
Lise = Z Z ———— 
Li + Za Za + Za 


[> |i 


— Se lasă cuadripolul deschis la ieșire (bornele? a,b, izolate). Impedanta 
corespunzătoare se compune din impedantele (Z, + Z2) şi (Za + Za) legate în 
paralel E 


e “rAr 0 
AA) T— = 
Zi + Za + Za +Z, 


A 

+ 

Dacă se alimentează cuadripolul prin bornele 
de ieşire a,b, bornele de intrare fiind izolate, 
impedanta echivalentă se compune din impe- 
dantele (Z, + Z) si (Za + Z,) legate in paralel. 
Se obtine 


— (Z +2) +2) 
HA) an ; 
Z +Z: +Z, +Z, 


N 


D 
G Li 


Fig. 6.85. Puntea WHEATSTONE. 


Cei patru parametri ai cuadripolului pot fi calculati si cu ajutorul rela- 
tülor (6. 110) găsindu-se 


(Z, + Zo) (Za + Za) 


A 

Z, Za — Zi Z, 
p= Zi Zs (Za + Za) + Z, Za (Za + Za) 
SH Za Zu pes Z, Z, 

(6.149) 

ag = xt Bat Za t Za 
ca Za Za = Z, Ze 
p — Art Zob (Za +20, 


m iy Le y Le 
Za Za > Z, 4, 


Fie de găsit acum condiţia de echilibru a punţii WHBATSTONE. Dacă Z 
este impedanta galvanometrului sau aparatului de zero folosit şi care se montează 
la bornele de ieşire cd ale cuadripolului, atunei 


D, e SJ (6.150) 


* Vezi 6,4,4,3, 
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Din prima ecuatie a cuadripolului (6. 142), tinind seama de relatia (6.150), 


se deduce 
Ui = (AZ + Bj I,, 


de unde. 


sau, tinind seama de valorile obtinute pentru coeficienţii À si B în relaţiile (6.149) 
se obţine 

Tite: | . U, (2,25 — 2:44) 

DC); 12.) 2 ct Za Za (Ze E Za) + Za Za (Zu + Za) 


Pentru ca puntea să fie în echilibru trebuie ca I, = 0, ceea ce se obține cînd 


ZZ; == ZZ, 
sau 
TENTE 
Z, Z, 


adică relaţia cunoscută a punţii. 

Prin metoda cuadripolului, fie direct, fie prin transformare într-un cua- 
dripol echivalent in T sau +, se poate rezolva orice problemă de punte. 

2. Cablu subteran. Un cablu subteran, de 3 x 150 mm? secţiune, avînd 
caracteristicile pe fază : R = 0,121 Q/km, L = 0,7 mH/km şi C = 0,32 uF/km 
si o lungime de 60 km, este inchis pe impedanta sa caracteristică. Daca acest 
cablu este alimentat cu o tensiune de 60 KV intre faze, 50 Hz, se cere: curentul 
la plecare, curentul la sosire, defazajele respective şi curentul de încărcare a 
cablului. 

Se neglijează conductanta, iar L si C sînt respectiv inductanta şi capaci- 
tatea de serviciu a cablului. 

Sistemul, fiind presupus perfect simetric si echilibrat, poate îi studiat 
monofazat între o tază şi pămînt. Pe de altă parte, cablul fiind scurt, poate fi 
asemuit cu un cuadripol în T, în care 


Z =Z,=—(R+jLao)t 


E stet 


l fiind lungimea cablului, 
Constantele cuadripolului se deduc din relaţiile 


Am Des 1 + ZY, B = 22 +. ZY, Cas 
Tinind seama că 


U, wg Z I, 
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Li 


Lë PP PAT E! Ze PR 


Bo) 


cind 


cua- 


vind 
‘/km 
acest 
entul 
re à 


paci- 


gdiat : 


rte fi 


în care, cuadripolul fiind simetric 


CES 
ecuaţiile cuadripolului devin z 
U, = (48, +B 


Shi 
Sg e 


din care se găseşte e Ge. + A) dey 


Numeric se găseşte 
Ia = 450 + 31050 = 1 145 00046 À, 


I,=410 +) 820 = 920 |0288 A, 


= | 


6.4.5. STUDIUL DIPOLULUI 


6.4.5.1. Ecuația dipolului. Fie o reţea formată dintr-o grupare oarecare 
de impedante cuprinse între două borne a, şi ay în interiorul căreia nu există 
nici o forţă electromotoare şi care, în afard de bornele a şi a, nu mai are nici 
un fel de legătură electrică | 
sau magneticà cu alte circuite 
exterioare (fig. 6.86). 

Acest sistem poartă 
numele de dipol. 

La bornele de intrare 
a,b, se aplică o tensiune peri- 
odică sinusoidală, iar la bor- 
nele de ieşire ab, o impe- 
danţă Z, care constituie sar- 
cina dipolului. În aceste con- 
ditii, în circuitele dipolului 
vor apărea diversi curenţi, 
care se presupun a fi de ase- ; 
menea periodici sinusoidali. Întrucît ìn dipol nu există legături trans- 
yersale, curentul care intră prin borna de intrare a, este identio ou cel care iese 
prin borna de ieșire a,. Pe de altă parte, sarcina dipolului poate D inloouità cu o 
tensiune periodică sinusoidală preluată la bornele de ieşire a,b, alo dipolului 
şi care este egală cu căderea de tensiune in impedanța de suroin a acestuia, 

Stabilirea ecuaţiei dipolului se poate face în acelaşi mod ca şi pentru sta- 
bilirea ecuaţiilor cuadripolului *. Se observă însă că un dipol nu este altceva 
decît un cuadripol simplu serie **, asttel că ecuaţia sa este 


Fig. 6.86. Dipol în general. 


Um Uh Al (6.151) 


 — 


9 — o 229 


a celor doi curenti si cu Z impedanta 


în care am notat cu Z valoarea comună 
reţelei cuprinsă intro bornele a, Și az. 

Reuaţia (6.151) se numeşte ecuaţia de funcţionare a dipolului. Ea se 
întilneşte în studiul circuitelor electrice in care nu există legături transversale, 
ca de exemplu reţelele de transmitere de energie electrică, formate din linii ai 
transformatoare In care se neglijează pierderile prin curenți derivați, curenţii 
capacitivi şi pierderile prin conductantà, precum. și curenţii de magnetizare ai 
transformatoarelor. Tot cu ajutorul teoriei dipolului se poate studia functiona- 
rea maşinilor electrice la care se neglijează pierderile de mers in gol si curentul 


de magnetizare. 

Legindu-se la bornele de ieşire o impedanta variabilă Z,, se poate studia 
funcţionarea dipolului, adică variaţia curentului absorbit de dipol în funcţie 
de această impedanţă pentru o tensiune de alimentare constantă, aplicindu-se 
o metodă de inversiune sau construind direct diagrama. și | 

Rezolvarea ecuaţiei: (6.151) poate fi făcută analitic sau grafic. În 
primul caz, se înlocuiesc fazorii dati cu expresiile lor analitice, rezultind, in 
mărime şi fază, fazorii necunoscuţi. 

Metoda grafică constă in a construi ecuaţia (6.151). Pentru aceasta, se 
ia ca origine de fază una din mărimile date, de exemplu tensiunea U,. În acest 


caz rezultă 
U, = Uy LE | U, = U: |0, oie I|—9, Gen |V 


Şi ecuaţia (6.151) se poate serie 


bk td d 


Da = Ty [O Oy AN ey (6.152) 


care, construită: grafic, di diagrama de functionare a dipolului (fig. 6.87). 
EUR EC ai Aceasta diagramă rezolvă toate pro- 
A d'u Ae blemele ce se pot pune in cazul functio- 
| nării- unui sistem electric (transmitere de 
energie sau maşină) fără pierderi trans- 
_versale. Astfel, dindu-se tensiunea la ieşire 
e U, si curentul I, se poate determina ten- 
pe — siunea la intrare in dipol U,, cu defazajul 
Fig. 6.87. Diagrama generala a dipolului. său 0, precum. şi defazajul curentului la 
Ae + .* intrare in dipol . we 
Cu ajutorul ecuatiel (6.151) se poate trasa și o diagramă sau topograma 
FES ER a sistemului, ca si in cazul cuadripolului. | 
opogramele de functionare ale unui dipol pot fi construite şi à à 
~ Topogra i ele după două 
principii diferite : i d x l a 
= poles ome sau diagrame cu un singur pol de tensiune; SCT 
z — topograme sau diagrame cu poli multipli de tensiu î i à 
; ] ; | iune (in. particular 
cu doi poli de tensiune). GO: 


e 6.4,5,2, Diagrama cercului cu un singur pol de tensiune pentru dipol. Con- 
Melia „acestei diagrame se face pornind de la ecuaţia (6.151) şi 
e la diagrama de funcționare a. dipolului (fig. 6.87). Din această dia- 
gramă rezultă că, locul geometrio al virfului fazorului tensiunii U 

aplicată dipolului, cînd curentul în dipol variază, atît în mărime “cât 
și in fază, este o familie de cercuri concentrice cu centrul în 0 
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unitate de măsură, cercurile-loc geometric ale lui U , fi grz 

ade absolută, fe in procente! din De asemenea dé / 
punctelor care au un acelaşi defazaj ge la ieșire este o familie de drepte trecînd 
prin SA A al fazorului U, si făcînd unghiul d — +, cu axa OA Iată, ca origine 
de fază. In particular, locul geometric al punctelor de defazaj nul la jegire 
(Po T 0), pentru care factorul de putere este egal cu unitatea, este dreapta AP 
Se ace cu axa OA unghiul dr: de asemenea, locul geometric al punctelor de 
defazaj x/2, pentru care factorul de putere este nul, este dreapta AQ), perpendi- 
culară pe precedenta. Axele ortogonale AP și AQ sînt în acelaşi timp ‘gi axele de 
putere activa şi reactivă și, în consecinţă, pot fi gradate ca atare. Pentru aceasta 
tensiunea la ieşire U, fiind luată ca unitate de măsură se dă o putere la ieșire 


P, corespunde unui curent la ieşire 1, = Z> Pe axa AP, în diagrama tensiuni- 
à agr 


(fig. 6.88); tensiunea la ieşire U, fiind presupusă constantă și luată ca 


Fig. 6.88. Diagrama cercului cu un singur pol de tensiune pentru dipol. 


lor, acestui curent îi corespunde un punct P, astfel determinat, încît 
lungimea, AP, este egală cu SPD, Odată cu punctul P, este determinată şi 
scara puterilor active. În acelaşi mod se determină şi scara puterilor reactive. 

Pentru determinarea pierderilor în dipol se procedează astfel : unui 
punct B al diagramei ti corespunde un curent a cărui valoare efectiva este 


datä de relatia 


astfel că pierderile prin efect Joum sint 


72 n R E) 
RI: = = (AB), 
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jar pierderile reactive 


MANS er 
XD = — (AB): 


Cum aceste pierderi sint independente de defazaj, locul geometric al punc- 
telor de egală pierdere de putere activă sau reactivă în dipol va fi o familie de 
cercuri concentrice cu centrul în punctul A, aceste pierderi fiind proporţionale 
cu vectorul AB. Această familie de cercuri va fi gradată în pierderi de putere 


activă şi reactivă (în valori absolute sau relative). 

Utilizarea diagramei se face în felul următor : se dă de exemplu puterea 
activă P, şi puterea reactivă Q, la ieşire, coordonatele punctului de functionare B 
în sistemul de axe AP şi AQ. Acest punct se găseşte pe un cere de egală tensiune 
a cărui gradatie dă căderea de tensiune între intrare şi ieşire ; e] se mai găsește 
şi pe un cerc de egală pierdere de putere a cărui gradatie dă pierderea de putere 


activă şi pierderea de putere reactivă. Se pot găsi astfel puterile activă și reac- 
tivă la intrarea în dipol 


Py = Ps +P 
1 = Na + 4, 


obtinindu-se randamentul dipolului 


precum si defazajul curentului la intrare 


Q 
1 = ale s >, 


is În acelaşi mod se rezolvă orice problemă de dipol, oricare ar fi datele 
initiale. 
OBSERVATIE. Diagrama, precedentă poate fi folosită si pentru o alta 
tensiune U; diferită de tensiunea U, pentru care a fost întocmită *. 
~ Pentru aceasta, se înmulţesc toate valorile tensiunilor cu raportul (U3/ U4) 
si valorile puterilor cu raportul (U3JU2). 


A 6.4,5.3, Diagrama puterilor sau diagrama cercului dipolului cu doi poli 
e tensiune, Diagrama precedentă a fost stabilită pornindu-se de la diagrama 
EP eau apoi axele puterilor si gradarea lor respectivă. Se poate 
y vers, dindu-se axele d jere şi - ` 
LRP ERA e e putere şi deducindu-se locul punctelor de 
ri ei aceasta, se porneşte de la ecuaţia fundamentală a dipolului 


oo U, eg U, + Z tr 
* Vezi 0,4,4,15, observaţia, ` 
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din care se deduce 


heh 


1e 
Z 


Puterea aparentă la intrarea, în dipol $, se obţine inmulfind tensiunea U, 
cu conjugata curentului J. Dacă se ia ca origine de fază tensiunea U, gi dacă 
6 este unghiul de defazaj între U, si U, iar ọ argumentul lui Z, atunci | 


U: = U, |9, Z=Z Iv, U, = U, |0, 


EE 
= A] 
de unde 
e le E 
= Re z 
si deci 
U2 || — U,U, |b+ 9 
Glen SE a (6.153) 
EAU 


8, = + {U} (cos d + jsin 4) — V,U, [cos (y + 0) + j sin (Y + 0)]} 


Rezulta 


U2 
fa = = cos V — SC cos( + 8), 


sin d — Dein (4 +0). 


În mod analog, se obţin puterile activă şi reactivă la ieşire, găsindu-se 
U,U, | — 0 — U3|0 UU,|b—0—U2|v 

#, — U, I" — PAS. REA RSR FIRE = UU, |V —0— SI (6.154) 
psi Z\-¥ 2 


fau 


8,= {0 U, [cos (4 — 0) + j sin (y — 0)] — UE (cos p + j sin ¥)}, 
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D 0 a 
G 


de unde rezultă 


U2 
U,U E 
Ps = SC Gold Sat 0) ee Z cosy, 


U2 
UU .: sk — — sin V. 
Q CT Bin(V 6) ——-sin Ÿ 


| > şi tiv 
Rio sistemul de axe de coordonate ortogonale OP si OQ gradate respec 
in puteri active gi reactive, in care se traseaza sistemul de fazori al puterilor 


aparente 8, si Se. 


Din relația (6.153) se vede că S, este un fazor format (fig. 6.89) 


Fig. 6.89. Diagrama puterilor pentru dipol. 


serie un cere 0, cu centrul in O, gi de raza 


fazorilor 


gi 
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din. fazorul 


2 
— Ui 


00, = 
la care se adaugă fazorul 


Da E SE + 6. 


Puterea aparenta la in- 
trare S, va fi deci reprezen- 
tată de fazorul ON a cărui 
componente pe cele doua axe 
reprezintă puterile activă şi 
reactivă furnizate dipolului 
la intrare. 

Este uşor de văzut că 
unghiul 00,N, este egal cu O. 
Rezultă dar, că dacă U, şi U, 
sînt constante iar unghiul 0 
variază, punctul N, va de- 


În mod analog, din relaţia (6.154) se vede că S, este un fazor egal cu suma 


Ctiy 
Tilor 


> 


1.89) 


rul 


o 
uff 


Puterea aparentă la ieșire S, va fi deci 
a cărui componente după cele două axe reprezint, 
ieșite din dipol. Aceasta poate fi dirijată dinspre di 


donatele sint pozitive și invers dacă ele sînt th către exterior dacă coor- 


Si in acest caz, se vede uşor că unghiul 00,N, e 
| | ste egal ; - 
cință, dacă U, şi U, sînt constante, iar unghiul 0 Dee reac ee 


reprezentată de fazorul OV, 
4 puterile activă şi reactivă 


cercul C, de centrul O, şi avind raza 


egală cu a cercului precedent. Se vede de asemenea, că punctele 0, O gi O, sînt; 


coliniare, ceea ce rezultă din însăşi construcţia fazorilor 00, gi 00,. 
Coordonatele centrelor 0, si O, ale cercurilor C, si C, sînt 


US Ut 
pentru 0, DE SOU: UE Si y, = EF sin 9, 
> U2 ve Ei D 
pentru 0, X, = — SCH cosh si Yo = — = sin 9. 


Topograma se construiește trasind pe epură două familii de cercuri C, 
gi 02, de rază egală, corespunzind diverselor valori ale tensiunilor U, si U». 

Considerind, ca si în cazul precedent, că U, este constant, rezultă că centrul 
cercului 0, este fix şi deci familia acestui cerc este formată din cercuri concen- 
trice, raza lor variind cu U,. Coordonatele centrului 0, fiind funcție de U,, 
centrele cercurilor ©, se vor deplasa pe dreapta 00,. 

Utilizarea diagramei se face în felul următor : se dau puterile activă şi 


reactivă la ieşire P, si Q, cu ajutorul cărora se fixează coordonatele punc- 
tului N,, care se găseşte pe un cere C, de rază (U,U,/Z). Dacă mărimea ten- 
siunii la ieșire este dată, se deduce mărimea tensiunii la intrare Uj. 

Se deduce, de asemenea, unghiul 0 = € N,0,0 pe care il fac cele două 
tensiuni. Cunoscînd tensiunea la intrare U, se determină punctul O,, centrul 
cercului ©, gi se trasează apoi dreapta O,N, care tace unghiul 0 cu dreapta 00,, 
determinîndu-se punctul de funcţionare la intrare N, pe cercul de rază U,U,/Z. 

Coordonatele acestui punct dau puterea activă P, şi puterea reactivă Qı 
la plecare. Cu aceste date se poate calcula randamentul dipolului si defazajul 
intre tensiune si curent la intrare. | | 

OBSBRVATIN. Aplicînd această diagramă sistemelor de transmitere 
de energie electrică se poate deduce o proprietate importantă a acestora şi 
anume că, pentru U, și Us constante, nu se poate depăşi puterea activi de trans- 
mis peste o anumită limita, Această putere corespunde E, do pe 
cercul C, care are abscisa maxima ȘI care corespunde unghiului 0 = Wi, 


Valoarea acestei puteri este 


D e 105 YW. 
ER oos p 


* Raza ON este paralelä cu axa OP, 
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6.4.5.4. Puterea maximă transferată printr-un dipol. Fie un dipol a cărui 
ecuaţie de funcţionare este (6.151) 


U= U+ Z I, 


şi căruia i se aplică la ieşire o sarcină Z,. Conform teoremei lui THÉVENIN, curen- 
tul ce străbate această impedan{ä este 


Ne propunem să determinăm puterea maximă absorbită de impedanta Z, 
şi deci transferată de dipol. | 
Puterea aparentă absorbită de sarcină este dată de relaţia 


SE E U tS CN UE (6.155) 
a ae zz, | 24 Zt (2 +2)(2"+ 28) eg 
Să punem 
HS EnA, (6.156) 
in care 
a = Mt ja; 


cu această notatie relaţia (6.155) devine 


U2 g?! 
E ary aa 
Zr (1 GM LEE 


— 


sau, împărțind numărătorul şi numitorul cu 4e! ei, 


U2 joa U? ; jeq 
(CL - 
+ 4Z* cha:cha*  2Z* ch2 a, + cos 2a (6.180 
intrucit 
et = ga 
eu? 
Notind 
Z=Z% gio A= Zalha 
relația (6.156) poate fi scrisă 
Za | de = off Sld + 24 (6.158) 
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\ ps 


FA 


e 


în 


de wade rezultă 


P= (E 24; 
2a.= da dh 


Cu această notatie şi tinind seama că 
ie = cos 2a, + sin 2a, = cos (Ya — Ÿ) + j sin (de — Y), 
expresia (6.157) a puterii aparente absorbită de sarcină poate fi pusă sub forma 


U cos Ya 


& = eha yj h OO LPa (6-159) 
E 2Z ch2a, + cos (p, — di 2Z ch2a, + cos (p, — du f ce 


scotindu-se astfel în evidenţă expresia puterii active şi a puterii reactive absor- 
bite de sarcină şi deci transferate de dipol. 


a) Să examinăm mai întîi condiţiile în care se transferă prin dipol puterea 
aparentă maxima. | 


Modulul puterii aparente este 


Ut 1 
2Z ch 2a, + cos tie — di 


Sa = VEQ: Se 


Pentru ca această expresie să fie maximă este necesar ca numitorul ei sa fie 
minim, condiţie ce este realizată dacă cele două functii de la numitor au valorile 
minime. | 


Pentru funcţia hiperbolică, valoarea minimă este egală cu 1 şi se obţine 
atunci cînd argumentul său este nul; rezultă deci 


a, = 0. 


Pentru a determina minimul functiei sinusoidale, trebuie să observăm 
că argumentul J, al impedantei de sarcină trebuie să fie cuprins în intervalul 


+ în, a A adică, trebuie să avem 
me 2 


2 


Luind valoarea acestui argument egală cu valoarea limitei inferioare, rezultă 


137 


de unde 


EE Sp d 


şi deci | 

es = Ma bk — sind. 
cos (a — 4) = cos (Z +4) d 
Expresia puterii aparente maxime transferate prin dipol este deci 
(ii, dent tale 


Se maz = 57 1 — sin d 


Tinind seama de rezultatele obtinute mai sus si de relatia (6.158) expresia 
impedantei de sarcină devine 


ES =z|- 


w| al 


unde Z — |Z], ceea ce arată că sarcina este pur capacitiva. | a 
b) Să examinăm acum condiţiile necesare pentru ca prin dipol să fie 
transferată puterea activă maximă. ` 
Expresia puterii active este (6.159) 


po eee eee (6.160) 
2Z ch 2a, + cos (v2 — Ÿ) 


Minimul acestei expresii se obtine pentru valorile lui a, si ds pentru care 


5 Ow 
Pig si Bi pi. 
ð a d de 


Derivind expresia (6.160) în raport cu a, şi anulind această derivată 
se obţine | 
sh 2 a= 0, 
de unde rezultă a,= 0. 


Introducem această valoare în expresia (6.160) si apoi o deriväm ; anulind 
derivata respectivă, se obține i 


— sin de [1 + cos (Ya — V)] + cos Ve sin (Ya — 4) =0, 


de unde rezultă 


sin dk sind = 0 
Bau 


je | 
p= —Ÿ. 
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esia 


ivată 


uot 


Din relația (6.158) rezultă 


Z= Zla Zl = Z4 = 2, 


care exprimă condiția ca prin dipol să fie transferată puterea activă maximă. 
Expresia acestei puteri este 


— —. H ¢ 
Li — Lé 


P Ui cos du U? 1 
ama» = —— o -m — e 
2Z 1 + cos 24 4Z cos 


Randamentul transmisiei în aceste condiţii nu depășește 50%. Într-ade- 


"văr, puterea activă la intrarea in dipol este 


P, = Se [U, 1°] = EE Dee \-3 1 


ZE Zi Z ESKdESE) oz csv 
si deci 
v2 S 
Pmax Ey COURS 
S Wien TL oa 
2z cos d 


c) În sfîrşit, să examinam condiţiile necesare pentru ca prin dipol să se 
transfere puterea reactivă maximă. 
Din relaţia (6.159) rezultă expresia puterii reactive absorbită de sarcină, 


sub forma 
Ui sin Vp 


ES | ch2a, + cos (2 — du 


Q — 


Aplicind aceeaşi metodă ca și în cazul puterii active, se găseşte că 
maximul puterii reactive se obţine, dacă 


sh 2a, = 0 
gi 
cos Ya + cos } = 0. 
Din prima dintre aceste relatii rezulta 


a= 0, 


jar din à doua 
dan Wi = ET 


în aceste condiţii, din relaţia (6.158) rezultă 


Z, = Zi = Za = Z t4 = — Z|} = —4, (6.161) 


ibi rt Uu il mată dintr-o 
ceea ce nu este posibil decit dacă, dipolul avînd impedanţa formată di 
reactanta Zeie pură, sarcina este 0 reactant capacitiva pură şi reciproc. 
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în general, cum Æ # 0, condiţia (6.161) nu poate 
în cazul general nu poate există transfer maxim de putere r 


6.4.5.5, Dipoli tără pierderi de putere activă. Un asemenea dipol este 
tati perfecte — färä pierderi 


format dintr-o combinaţie de inductante si capaci 
ohmice. Reuaţia acestui dipol este 


U= U+ jXI 


si se caracterizează prin aceea că reactanta sa, 
` bucură de următoarele proprietăţi : 


a) Derivata sa în raport cu frecvenţa este întotdeauna pozitivă. 


b) În origine, valoarea ei este nulă sau —©. 


el Pentru frecvente infinite, valoarea ei este nulă sau +0. 
d) Prin fixarea punctelor de zero și infinit, precum și à unei va 


ticulare, reactanta este perfect determinata. 


See 


Fig. 6.90. Reactanta unor dipoli reactivi. 


În figura 6.90 sînt dati cei mai simpli dipoli cu reactantà pura, precum şi 


variaţia valorii acesteia în funcţie de frecvenţă. 


Demonstrarea proprietăţilor indicate se face prin verificare directă. 


Într-adevăr, fie dipolul de ti fi 
jm > polul de tipul g (fig. 6.90). 


— 


1 
j (no Le =) j Ly © 
ga No) Te, sun — bm 


E E abot TN GS 
CG, 


Se vede imediat că 
“pentru de iQ un km 
oss + 00,’ AX = + 00. 
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fi îndeplinită gi deci, 
eactiva. 


care depinde de frecvenţă, se 


ne mee ee E 
~ ew 
a 


Ci, 


BT- 


Reactanța se mai anulează pentru valoarea 


Du = es 
VL,G, 


corespunzătoare rezonantei circuitului serie (L,, 04); pentru valoarea 


O = LUNA ENS 
CG iy CA 


expresia reactantei este discontinuă. 
Calculind derivata, se găseşte 


ax 2L2C, o 
do ` "WA + L,) Cw? — 1]? 


care este întotdeauna pozitivă întrucît © > 0. 

Din examinarea figurii 6.90 rezultă că există dipoli fara pierderi la care 
aranjarea diferită à inductantelor şi capacităţilor să producă aceleaşi efecte 
(montajele e şi g) sau efecte intirziate (montajele c cu e si g). 

Aceste montaje au numeroase aplicaţii în practică unde se utilizează 
fenomenul de rezonanţă electrică. 


6.4.5.6. Exemplu de aplicaţie a teoriei dipolului. Ne propunem să studiem 
funcționarea unui motor sincron, la care se neglijează pierderile la mersul în 
gol, folosind diagrama cu doi poli de tensiune. 

Un motor sincron poate funcţiona în două moduri : subexcitat şi supraezei- 
tat*. Se va examina problema în ambele cazuri. 

a) Motorul subexcitat. Fie U’ tensiunea aplicată la borne, care este egală 
si de sens contrar cu tensiunea U produsă la borne de motor, E forța electromo- 
toare a motorului, I curentul absorbit de motor, e unghiul de defazaj al curen- 
tului J faţă de tensiunea produsă U, 0 unghiul de defazaj al forței electromo- 
toare E față de aceeași tensiune U și y unghiul de detazaj al impedantei Z fata 


de curentul I, definit prin relaţia tg d ==. 


Ecuatia tensiunilor motorului este 


H=U+RL+jX1=U+4Z1, 


analoagă cu ecuaţia de funcţionare 
a unui dipol. 

Motorul functionind subexcitat, 
rezultă P< U gi diagrama tensiu- 
nilor este dată in figura 6.91. 

Ecuațiile puterilor sint : 

— puterea aparentă internă (produsă) 


Ss P.I"; Fig. 6.91, Diagrama motorului sincron subexcitat. 


* Vezi [14] pag. 452; vezi si [192] pag. 330 


141 


— puterea aparentă la borne 


Ba HE, 


Dacă se ia ca origine de fază fazorul I, atunci 


Da Ee Z=2W, IT 


şi rezultă, | 
pa oe aad Len 
KÉ STEE 
=Z p + o+ pes 
de unde 
E? EU , 
FT LU) AE es 
Bret Allons Së 
şi 
EU PAL 
RS) BEN, = kd 


Gest: Diagrama puterilor se constru- 
| ieste uşor si este cea din figura 
6.92. Din aceasta diagrama re- 
‘Zultäimediat că motorul sincron 
subexcitat absoarbe atit putere 
activă cât şi putere reactivă. 
Se deduce, de asemenea, randa- 
mentul electric al motorului, 


Fig. 6.93. Diagrama motorului sincron supraexcitat. care este raportul P/P. 


b) Motorul sincron supraexcitat. În acest caz U < E si diagrama tensiunilor 
este dată de figura 6.93. wei "ze 


Cu aceleași notații, ca gi în cazul precedent, se obţine 
și rezultă 


Ej- 9 + 0— U|— e 
TË = ee LE E U 
Zo ae ae Se 
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de unde 


| 


n? | EU | 
8, wie ee 


S = — |y + 0 — 


Se observa că ecuatiile puterii 
au aceeaşi formă, ceea ce era, de- 
altfel, de aşteptat. Diagrama puteri- 
lor este data în figura 6.94, con- Fig. 6.94. Diagrama puterilor motorului sincron 
structia ei nereprezentind nici o supraexcitat. 
dificultate. 


Din această diagramă rezultă imediat că, motorul supraexcitat prodece 
putere reactivă. 


6.5. UTILIZAREA INVERSIUNII LA STUDIUL CIRCUITELOR 
ELECTRICE : Es 


6.5.1. INVERSIUNEA GEOMETRICA * 


` 6.5.1.1. Definiții. A fiind un punct al unei figuri si O un punct în plan 
sau în spaţiu, un punct A’ situat pe dreapta OA, astfel încît OA x OA’ = +F*, 
se numeşte inversul punctului A (fig. 6.95). | 


0 A A’ 
Kucke 


Fig. 6.95. Puncte inverse. 


Punctul O se numeşte origine, pol sau centru de inversiune. Punctele A şi A’ 
se numesc puncte inverse sau puncte reciproce. Dreptele OA şi OA’ se numese 
raze vectoare reciproce. | | ZE | 

Două figuri se numesc reciproce sau inverse dacă sînt formate din puncte 
inverse, două cîte două, în raport cu un acelaşi punct luat ca centru de inver- 
iune, | 

Transformarea unei figuri într-o alta cu ajutorul inversiunii se numeşte 
transformare prin raze vectoare reciproce sau transformare prin inversiune. 

+ 12 ge numeşte putere de inversiune. | 

Puterea negativă arată că punctele sînt de o parte şi alta a originii ; pute- 


rea este pozitivä cînd punctele sînt situate de aceoasi parte cu originea, 


* Acest paragraf a fost redactat de Prof, Au, AL, Roșu, 
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| 
| 


6.3.1.2. Proprietăţi. Inversiunea se bucurä de urmätoarele proprietăţi. 

a) Inversiunea este 0 transformare punctuală reciprocă. Punctul A’ fiind 
inversul punctului A, şi punctul A este la ndul său inversul punctului À faţă, 
de aceeaşi origine şi cu aceeaşi putere. 

b) Dacă punctul A se apropie de origine, inversul său 8e depărtează, 
Deci, dacă A tinde spre origine, A’ tinde spre infinit; gi reciproc, 


: 


Fig. 6.96. Construirea inversului unui punct cu Fig. 6.97. Construirea conjugatului armonic 2 
ajutorul cercului de inversiune. unui punct. 


c) Inversiunea are o infinitate de puncte duble, adica de puncte care 
se transforma în ele însăşi. Toate aceste puncte se găsesc situate pe un cere cu 
centrul în origine şi avînd raza egală cu k. Acest cere poartă numele de cere de 
inversiune sau cere fundamental. 


d) Cercul de inversiune poate servi la construirea inversului unui punct 
dat (fig. 6.96). Dacă O este originea, iar k? puterea de inversiune, raza cercului 
de inversiune fiind k, ne propunem să găsim inversul unui punct dat A, adică 
un punct A’, astfel ca 0A-04'— k?. Pentru aceasta se ridică din A o perpen- 
diculară pe segmentul OA care intersectează cercul fundamental în T şi se 
duce tangenta în T la acest cerc. Această tangentă va intersecta dreapta OA 
în punctul A’, inversul punctului A. Într-adevăr, conform teoremei catetei, în 
triunghiul dreptunghic OTA’ avem OA-OA'= OT?= ki. 


_ Dacă punctul A’ este exterior cercului de inversiune, inversul său este 
in interior și se obţine ducind din A’ tangenta la cere. Punctul A unde coarda 
contactelor intersectează dreapta OA’, este inversul punctului A dat. 


S Kee M, M' unde dreapta AA’ intersectează cercul fundamental, 
EE împreună cu punctele A, A’ o diviziune armonică. În consecinţă, 
irea inversului unui punct A revine în a căuta conjugatul armonic al acestui 


ponot in raport cu punctele unde raza vectoare OA intersectează cercul funda- 


Construcția se poate face ducindu-se pri | 

E at -se prin punctele M, M’ două coarde 

et paralele care intersectează a doua oară cercul fundamental în punctele 

ZER 18. 6,97). Dreapta AN" intersectează coarda MN în punctul P, Se notează 

EE F I raport ou M, situat pe coarda EE 
teaz ‘eapta ' în E opt EE EE 

al punctului A in ot on M gi M", punctul A, care cate conjugatul armonig 


Dacă punctul A este exterior cercului, construcţia este aceeaşi, 
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| O altă construcţie a inversului unui punct; dat se poate face scriind relaţia 
OA-0A4'= k? sub forma KS = — și construind al patrulea proportional cu 


3 segmente date. 

Se ia pe segmentul OA punctul B astfel, încît OB = k, iar pe o dreaptă 
oarecare, trecînd prin O, un punct O astfel ca OO = k (fig. 6.98). Paralela dusă 
din B la AC intersectează dreapta OC în A”. Luind pe segmentul OA de la O 
către A (04'= 04”) se va obţine punctul A’ inversul punctului A. 

În cazul unei puteri negative, punctul A’ se va construi pe segmentul OA 
în sens opus lui A. 


g A‘ 8 A 
Fig. 6.98. Construirea celei de a patra Fig. 6.99. Figuri inverse. 
proporţionale. ` 


e) Un cere care trece prin două puncte inverse intersectează ortogonal 
cercul fundamental. 

Reciproc, dacă două puncte M, M’ au proprietatea că oricare cere tre- 
cînd prin ele intersectează sub un unghi drept un cere dat, atunci ele sînt inverse 
în raport cu acesta din urmă. 

f) Dacă se caută inversele unui punct M fata de o origine O cu puteri de 
inversiune k? si 42, se obțin punctele M, şi M,. Aceste puncte nu sînt inverse 
față de originea O, ci sînt omotetice în raportul IK. 

Într-adevăr, din relaţiile 


OM. OM, = k? 


Și 


se obține prin împărţire 


OM, kK 
—— = rx à 
OM, ki 


ceea ce arată că punctul M, nu este inversul punctului M,, ci omoteticul său. 

Se mai observé că dacă ki = — hy , punctul M, este simetricul punc- 

tului M, față de originea 0; . Deci, dacă o figură T se transformă printr-o in- 

versiune de putere k®, se obţine o figură IT, iar dacă se transforma printr-o 

hti ? een d SEN sg Sey 

inversiune de putere —k*, se obţine o figură 2”, simeti ich cu d față de origi- 

nea O. Figurile 7” gi T” fiind simetrice, au aceleaşi proprietăţi; deci, în locul 

unei inversiuni cu putere negativă, se poate tace o inversiune de aceeași ori- 
gine si de aceeași putere, dar pozitivă (fig. 6.99). 


10 — ©, 220 145 


q conclelice (fig. 6.100), Dacă 
M; şi Mg sînt inversele punotolor M, ai My fay de originea O, inseamnă ch 


) Două perechi de puncte inverse aint 


OM, OM; = 0M, 0M; 


sau 
OM, _ OM, 
OM, OM, 


de unde rezultă că triunghiurile OM,M, si OM, My sint asemenea, avind un 
unghi comun și laturile proporţionale. 

Triunghiurile OM,M, şi OMM, fiind asemenea, rezultă egalitatea 
unghiurilor OM, M, si OM M; care se opun. la laturi proporționale. Deci, 
patrulaterul M,M,M;M:; este inscriptibil avind unghiurile opuse suplimen- 
tare. Dreptele MM, și M ‘M; se numesc antiparalele. Reciproc, dacă prin două 
virfuri ale unui triunghi se duce un cere, punctele unde acesta intersectează 
din nou laturile triunghiului sînt puncte inverse ale celor două virfuri în raport 
cu vîrful al treilea. | 

h) Triunghiurile OM, M, și OMM; fiind asemenea (tig. 6.100), rezultă 
relațiile metrice 


; k? 
MM, = MM; - : 
OM, & OM, 
deoarece 
Mi M; _ OM; _ OM, '0Mi k? 
M,M, OM, OM, ‘OM; OM, ‘OM: 
Și 
poa k? 
MM, = MIM, F7) 7? 
OM, * OM: 
Fig. 6,100, Puncte inverse conciclice, Fig. 6.101. Conservarea unghiurilor 


are servese la determinarea mărin po f i 

EE imilor pe figur rare BRAG: A 

mile iniţiale gi reciproc, po figura inversă în funcție de mări- 
4 D it f y M fé MAN 

Dacă Hani rage kW i BM ar ege ea conservă unghiurile. 

Dec ‘ecind printr-un punet fac între ele un unghi asi i 

atau ch A l x, acelas o 

va fi făcut gi de inversele curbelor considerate (tig. 6.101). dw 
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Proprietatea rezultä imediat considerind unghiul fé 

OM „Cu tangenta în M la curba © ca fiind egal cu SC res Pan 
OM’ cu tangenta in M’ la curba 0’, inversa curbei O (punctul M’ fiind inversul 
unctului M). Această egalitate se deduce prin trecerea la limită a secantei 
M,M, din figura 6.100, considerind punctele M, și M, situate pe o curbă C 
| „Dacă prin punctul M vor trece două curbe, unghiul lor va fi diferenţa, 
unghiurilor formate. de tangentele în M la cele două curbe cu raza vectoare 
OM . Această diferență rămîne aceeaşi cînd curbele C, si C, se transforma in 
E C}. Dacă două curbe sînt tangente, atunci si inversele lor vor fi tan- 
g . 


6.5.1.3. Transformările de bază. Pentru ilustrarea propozițiilor enunțate 
mai înainte, sa considerăm teoremele de bază în inversiune. | 
~ a) O dreaptă care trece prin origine se transformă in ea însăși. Această 
transformare este evidentă din chiar definiția inversiunii, care cere ca inversul 
unui punct M sa fie situat pe raza 
vectoare OM. 
b) O dreapta oarecare se trans- 
forma intr-un cere trecind prin origine. 
Fie D dreapta data si M un punct 
curent al ei (fig. 6.102); fie A piciorul 
perpendicularei duse din origine pe 
dreapta D; notind cu A’, M” inversele 
punctelor A si M, patrulaterul AA'M'M 
trebuind să fie inscriptibil*, unghiul 
MM'A' este drept. Punctele O şi A’ 
fiind fixe, cînd M descrie dreapta D, 
punctul M’ — inversul lui M — va de- 
serie cercul de diametru OA’. Din demon- 
stratia de mai sus se desprinde uşor 
modul de a construi inversa unei drepte. . 
c) Un cere trecînd prin origine se transformă, într-o dreaptă. Teorema 
aceasta, este reciproca teoremei precedente. Într-adevăr, dacă punctele de pe 
cere sînt inversele punctelor dreptei D, atunci si punctele de pe dreaptă vor D 
. constructia dreptei D, inversa cercului, 


inversele punctelor de pe cere **; A ees 
trecind prin origine, se face imediat : se duce diametrul trecind prin origine, 
Se construieste inversul 


care va intersecta a doua oara cercul in punctul Ak: l | 
punctului A’, obtinindu-se punctul A. Perpendiculara in A pe diametrul OA 


este inversa cercului. 
Pozitia dreptei D, inversa C 
%2 = 4R2, dreapta este exterioară cercului ; 
%2 < 4R?, dreapta intersectează cercul în două puncte: 
T cind 12 = 4R2, dreapta este tangentă la cerc; 
12 = 2R?, dreapta trece prin centrul cercului. 


Fig. 6.102. Inversul unei drepte. 


ercului dat, depinde de puterea de inversiune : 


o dacă se serie k? = OA-OA' = 2RA, unde 


rvaţii apar evident 
Aceste observaţii ap dacă SE 


d reprezintă distanţa de la origine | 


* Vezi 6.5.1.2, punctul g: 
** Vezi 6,5.1.2, punctul a. 
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d) Un cere care nu trece prin origine se transforma tot intr-un cere 
Sc Norel C do rază R gi M un punct curent al său care devine prin in- 
teen OM intersectează a doua oară cercul d in pune suf N : 
Notind cu p? puterea originii fafa de cercul C, P F 0 ge EP 
Lë puterea care transforma prin inversiune pe M in AM", adică k? = . - 


prin împărţire se obţine 
| De, (6.162) 


ie care arată că punctul MW’ este omoteticul punctului N. Deci, cînd punc- 
Ge iC și în acelaşi CH punctul N, descrie cercul C, omoteticul punctului N, 


Fig. 6.103. Inversul unui cerc. Fig. 6.104. Construirea inversului unui cerc. 


adică punctul M’ (inversul punctului M), va descrie omoteticul cercului €, 
adică tot un cere C’. 

Determinarea centrului si a razei cercului C’, deci construirea arcului 
invers, se face prin omotetie. Astfel, centrul său C’ este omotetic cu centrul C 


si în același raport de omotetie ca şi punctele N şi M’; de asemenea razele, 
adică 


k? ke 
OC" = OC E RISIR EN (6.163) 
D pă 


Se vede că centrul cercului 0” este pe raza vectoare OC. 
n concluzie, dacă se transforma, prin inversiunea de putere Æ°, un cere 
care nu trece prin origine, se obţine un cere omotetio eu cercul dat, centrul 


ell LA » D D H ee à 
de omotetie fiind originea, iar raportul de omotetie find —, unde p? este 
P e L ae P 
puterea originii faţă de cercul dat. 


Inversul unui, cere O faţă de un pol O se poate construi uşor observind 
următoarele : 


Dreapta 00 intersectează cercul O în două - ix i D | 
OAD! JA d Oin ¢ puncte fixe A si B (fie. 6.104). 
Dacă A’, B’ sint inversele punctelor À si B iar M’ inversul unui punct oarecare 


M situat pe cercul 0, atunci patrulaterele AM M'A’ si E RS E 
tibile, deci l olo AMM'A' şi RM M'B" sînt inserip- 


+ MAO = à A'M'M yi 4 MRO = à MM'B': 
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< gegen 


cum 


=. MAO +  MBO = 90° 
înseamnă GA? 


Y A'M'M + À B'M'M = 90°. 


___ Rezultă că unghiul A'M'B' este drept gi cum punctele A’, B’ rämin 
fixe, cind M descrie cercul C, M” inversul lui M va descrie un cere de diametru 
À’ B’, cere uşor de construit, indiferent unde se află polul O în raport cu cercul C. 


OBSERVAȚII. 1. Puterea originii față de cercul dat, 
p? =OM-ON 


este puterea de inversiune care transforma cercul în el însuşi. 
Considerînd originea exterioară cercului C, 


p? = OT? = @ — P 


unde d este distanta de la pol la centrul cercului C. 
2. În cazul cînd originea este interioară cercului C, avem 


p? = R2 — d2. 
3. Dacä originea este in centrul cercului 
p? = R2. 


4. Poziția inversului unui cere se poate determina tinind seama de pozi- 
tia originii gi de valorile lui k2. De exemplu, dacă originea este în centrul cer- 
cului C, atunci OC = 0, deci si OC’ = 0 şi se poate spune că inversul unui cerc, 
luînd drept origine centrul acestuia este un cere concentric cu cercul consi- 
derat, 

Din relația 


ge deduce 


a cercului în funcție de FS. Dacă R2.< k°, inversul 


relatie care va determina raz | Do e, AE 
H acă R? > h?, inversul lui C va fi în interiorul 


cercului 0 va fi exterior acestuia ; d 
acestuia, 

5. Trebuie menţionat că centi 
ci puncte omotetice. De asemenea, 


ele cercurilor inverse nu sînt puncte inverse 
coarda MiMi, unind inversele punctelor 


x te Li Le ê 
* Demonstrația se poate adapta oricum ar apărea pe figura punctele A’, BY, M". 
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Ms My, nu esto Inverse emp) A, My, el antiparaleli cu ea (deoarece inversa 
ar fi trebuit să tio un core), , 
sară corcului, dacă un punet He mige% pe 


6, Cind originon este ax tori 
avest cero în sons direct, inversul si so mișcă în Kons retrograd ; cînd originea 


este interioară, punotul fi inversul său so mișcă în acelasi sens. ie 
el O familie de drepte paralele oarecare 80 transform’ într-o familie de 


cercuri tangente în (polul inversiunil gi ale căror ‘entre se găsesc pe perpen- 


diculara din pol pe rootia dreptelor paralelo (fig. 0. 105). 
Dreapta tangentă coroului fundamental se transformă într-un cere tan- 


gent cercului fundamental în punctul comun, cu dreapta. 
O reţea de drepte perpendiculare oarecare go transformă într-o rețea 


de cercuri ortogonale trecind prin pol, tangente intre ele in pol pe familii 


(fig, 6.106). 


6.5.1.4, Studiul analitic al i LE 
Mix de inversiunii geometrice. 1. R RACE 
re Ann torn de axe perpendiculare duse prin pol fu ones ees 
ui M şi ale punctului M'(w’y'), inversul lui M WE 


Din 
OM _ OM’ TS 
Ve; OM OM" = A7 Si OM \? OM 
e e X aa’ an’ aad ET = = 
ȘI s x 
OAI OM 
S atti 
Y t 
rezultă, y 
a! = po. ETH 
a + pe NM y = A PL 9 


| Relaţiile de mai sus arată reciprocitatea transformării prin inversiune 
şi conduc la găsirea curbelor inverse, servind în acelaşi timp la regăsirea pro- 
prietatilor inversiunii. | 


2. Cercul C 
A(x? + y?) + Be + Cy + D =0 
se transformă în cercul C’. 
| DG VE) BRIO A Re 


Daca D =0 cercul C trece prin origine şi atunci C’ se reduce la o dreaptă, 
Dacă A = 0, ecuaţia C se reduce la o dreaptă şi atunci C’ reprezintă un 
cere trecînd prin pol. 
Determinarea centrelor şi razelor celor două cercuri se face cu uşurinţă 
> si se regaseste analitic relatia * 


3. Tratarea analitică permite transformarea prin inversiune si a altor 
curbe. 
4. În general, inversa unei conice în raport cu unul din focare este melcul 
= lui PASCAL. Inversa parabolei este cardioida. 
5. Dacă polul de inversiune este in P (a, b), formulele de transformare 
x devin 


= k? (a — a) si ye k? u — b) 
(x — a)? + (y — 5)? Ga) Et) 


obtinute din relatiile (6.164) prin translatia axelor de coordonate in punctul 
P(a,b). 


6.5.1.5. Aplicații. Aplicind proprietăţile si transformările de bază indi- 
cate mai înainte, se deduc unele propoziţii care pot îi aplicata la construcțiile 
grafice necesare rezolvării problemelor de inversiune, din studiul circuitelor elec- 
trice. 

1. Două cercuri oarecare pot fi considerate unul inversul celuilalt. Rimine 
de văzut, față de ce origine și de ce putere. Dacă se va lua drept origine N 
centrul de omotetie al celor două cercuri, iar ca putere de inversiune u?, media 
geometrică între puterile lui S față de cele două cercuri considerate, adică ui = 
= p}. p2, sigur că unul din cercuri va fi inversul celuilalt, Într-adevăr, notind 
cu C,, Ca si Ri, Ro centrele si razele celor două cerouri, atunci 


ps ad} ) A 
SCl = Ri Pi Pi 
— N a = "e ne ` 
SCo = Ro 2 Pj Ps 


ee nnd 


* Vezi relaţiile (6.162) și (6.163). 
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Cum însă 
SCH LA Ri pi 
SC RS w 


rezultă că 

pă = pips 
si deci 

p? = \ pips. 


în consecinţă, două cercuri pot fi considerate unul ca inversul celuilalt 
în două moduri diferite, deoarece ele pot fi considerate Ca omotetice în două 
moduri diferite, alegîndu-se ca pol centrele lor de asemănare. 


2. Există o infinitate de inversiuni care transformă un cerc C in el în- 
susi. 

În afara inversiunii avînd ca pol centrul cercului C iar ca putere E, 
care suprapune cercul fundamental cercului dat, orice punct al planului nesi- 
tuat pe cercul C este polul unei inversiuni a cärei putere este egala cu puterea 
acelui punct fata de cerc. 


3. Raportul distantelor de la un punct oarecare situat pe cercul funda- 
mental la doua puncte inverse este constant. ; 

într-adevăr, din relaţia OA-0A' = OM, unde M este situat pe cercu- 
fundamental iar A, A’ cele două puncte inverse, rezultă asemănarea triunghiul 
rilor OMA şi OMA’, de unde se deduce 


astfel, că raportul a nu depinde de pozitia lui M pe cercul fundamental. 


4. Două cercuri date pot fi transformate totdeauna printr-o aceeaşi in- 


versiune, fie în două drepte, fie în două cercuri concentrice, dacă cercurile nu 
se intersectează, 


pr . D 
2 Ze Inversorul lui PLANCELLIER este un instrument care trasează curbele 
plane transformate prin inversiune. Este construit pe baza teoremei : 


Fie un romb MPM'Q si un punct O astfel, inci 
cit OP = OQ. Punctul O 
SE Ze eee pin pren rombul articulat si lungimile OP, 60 constante, 
An) - vor descrie două figuri inverse una față de cealaltă 
Într-adevăr ' Ofii 

j , punctele M, M', O fiind egal depărtate de P si Q sînt si 
e po ener Ah EE din P ca centru un cere ue wee a 

pd prod IMOM va ti constant ca fiind egal cu pute i 
Report cu acest cere, adică egal cu OP §— PM, Deci aid dări Bacar 
e punctul M' va descrie curba transformată prin inversiunea de pol O 


6, £ i d LI «pn “E ` 
curbelor rs Ly HART este un alt instrument folosit pentru trasarea 
BO R compune din patru bare articulate în punctele A, B, OD 
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nt a E 


natal, inoit să lormero un contraparalologram (un trapez isoscel fără baze 
Printr-un punot tix O luat po bara AB go Mere e aralold cu bazele care Fier 
seotoand colelatte baro în punotolo M, M’, L devenite indisolubil fixate pe aceste 


a p 
0 M 
& 
Fig, 6.107, Principiul inversorului Fig, 6.108. Principiul inversorului lui HART. 


lul PLANCELLIER, 


bare, Produsul OM-OM' tiind constant indiferent de poziţia barelor, punctele 
M, M’ sind inverse; deci cînd M descrie o curbă dată, punctul M’ va descrie 
curba inversă, polul inversiunii räminind fix în O (fig. 6.108). 


6.5.2, INVERSIUNEA FAZORIALĂ 


6.3.2.1. Generalităţi. Fie un fazor V de modul V gi de argument 9, à 
cărei expresie este 


Ale 


Inversul acestui fazor față de originea sa, puterea de inversiune k? fiind un 
număr real, este fazorul 


a cărui modul satisface condiţia de inversiune 
WI. (Vi = &, 


dar al cürui argument este conjugat argumentului fazorului dat. 

Rezultă deci, că inversiunea fazorialà se deosebeste de inversiunea geo- 
metrică prin aceea că figura inversă este conjugată figurii inversate. 

În cazul cînd puterea de inversiune este un număr complex, figura inversă 
este simetrică figurii inversate în. raport cu afixul numărului complex, rădăcina 
pătrată a puterii de inversiune. Într-adevăr, fie 4, fazorul de inversat, Z?, 
puterea de inversiune si Za fazorul invers; inversiunea căutată este data de 
relatia 


SE à 
40 — e ag 
4, 
care, seristh in functie de module gi argumente, devine 
FOE 
Z al Pa = = 
Z|? 


ÈS j 


RRN | 


+ 


do undo roaultă dubla egalitate fe 
By = Zi Ranu Zio = Za 
ob | 
Py = 290 — Pr 
utat se obtine prin- 


iv În À i n fazorului că 
Relatin intro modulo arată că modulul fazorului ut 
tro inversiune geometrio n fazorului Z,, puterea de inversiune fiin 


B= [|Z|]. 


Relatia intre argumente, care poate fi scrisă 


Pı + P2 
2 


Po T 


sau | 
ur Wh AV AD 


arată că direcţia fazorului Za este simetrică cu direcţia fazorului Z, fata de 


LA 


direcția afixului lui Zo. într-adevăr, luînd pe acesta din urmă ca origine de 


fază, se obţine 
Oy E Nae 


ceea ce arată simetria celor două direcţii fata de Zo. 


OBSERVATIE. Inversiunea fazorială la care puterea de inversiune 
este un număr real este un caz particular al inversiunii fazoriale la care puterea 
de inversiune este un număr complex, numărul real fiind un număr complex 
la care partea complexă e nulă gi afixul său este aşezat pe axa reală. 


6.5.2.2. Determinarea grafică a inversului unui fazor dat. Determinarea 
grafică a inversului unui fazor se face diferit, după cum puterea de inversiune 
este un număr real sau complex. 


A a) Puterea de inversiune este un număr real. Fie fazorul Z = Z|®. Inversul 
u este Gi N 


Y = FE ks Q. 


— e — 


Constructia aratică a acestui fa- 
zor se face astfel (fig. 6.109): 
Se construieşte unghiul — +, 
obţinindu-se direcţia fazorului 
Y., Pentru a determina modulul 
respectiv, se porneşte de la 
Y Z relația 


Z:¥ == k3, 


Fig. KS SST che unul fazor, puterea cure se poate obţine prin con- 
ersiune fiind un număr real, structia mediei proporţionale. 
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O construcţie mai potrivită epurelor pentru determinarea modulului 
tazorului invers se obţine folosind metoda de construire a polarei unui punet 
exterior față de un cero dat (fig. 6. 110). Pentru aceasta se construieşte mai 
întii fazorul conjugat Z* al fazorului dat. Din virtul acestui fazor se due cele 
două tangente la cercul de inversiune construit cu centrul în originea axelor 
de coordonate ; dreapta care uneşte punctele de contact ale celor două tangen- 
be GC olara căutată. Ba intersectează fazorul Z* în punctul Y, virtul fazorului 

u : 
Aplicind triunghiului OPZ* teorema catetei rezultă 


Y:Z =k". 


Fig. 6.110. Construirea inversului unui fazor cu Fig. 6.111. Construirea inversului unui fazor, 
ajutorul polarei. puterea de inversiune fiind un numar complex. 


= b) Puterea de inversiune este un număr complex. În acest caz (fig. 6.111), 
dacă Z2 este puterea de inversiune, se construieşte cercul de rază Lal şi, în 
raport cu acest cerc, cu ajutorul polarei virfului fazorului Z, se găseşte virful 
fazorului Z,, a cărui lungime este chiar modulul Z, căutat. Luindu-se apoi sime- 
tricul acestui fazor faţă de afixul Zu se găsește fazorul inversat Z, căutat. 

OBSERVAȚII. 1. Pentru a construi polara căutată, nu este necesar a 
se duce cele două tangente la cerc. Este suficient a se construi un cere de OZ* 
ca diametru, care să intersecteze cercul de rază unitar: chiar în punctele de 
contact căutate, după cum se poate demonstra uşor, 

o În cazul cînd fazorul a cărui inversiune se caută este mai mic decit 
raza, cercului de inversiune, se procedează în sens invers : din virful fazorului 
Y se ridică o perpendiculară care intersectează cercul de inversiune în punctul P ; 
ducindu-se tangenta la cere in acest punct, aceasta intersectează semidreap- 
ta OZ* în punctul Z*, vîrtul fazorului conjugat Z*. Se construieşte conjugatul 
acestui fazor obtinindu-se fazorul Z căutat. 


6.6, DIAGRAMELE-LOC GEOMETRIC 


6,6,1, GENERALITĂȚI 


Fiind dată o maşină electrică alimentată de o reţea electrică de curent 
alternativ sinusoidal, sau o reţea electrică oarecare, la diverse regimuri de 
funcţionare, prin diferitele circuite circulă diverşi curenţi. Aceşti curenţi se 
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i KIRCHHOFF, prin metoda circuitelor inde- 
EEN, ii nl are egal cu numărul curenților 


determină cu ajutorul teor 
pendente, obtinindu-se un număr de ecuat 
căutaţi. | A 

Aceste ecuaţii se numesc ecuaţiile de funcţionare în regim permanent a 
maşinii sau rețelei electrice gi sînt, în general, 


E, e KR — Zyl ar Zola +... ar Zant ny 


By = kB Ss Sat, ala Zool ar ON + Zondas : (6.165) 


. 
MM 


E, == KÉ em Zalı ari Zi Fobo ZL, 


în care E, Ea- En sînt presupuse constante şi cunoscute. Ele pot fi exprimate 
în funcție de o "forţă electromotoare fixă E, coeficienţii i reprezentând 
ra complexe sau nu. Cantitätile complexe Z sînt funcții algebrice întregi 


de o variabilă independentă A à mașinii sau relaţiei. în general, ele sint funcții 


de A sau 1/à de gradul 1. See KS 
Sistemul (6.165) se rezolvä aplicind regulile obişnuite de calcul, de obicei 


regula lui CRAMER. Se obţine astfel curentul căutat sub formă 


AT eerst Zin 
mS ae = E = Za San p (6.166) 
= Zanes Z an 


A care reprezintă expresia generală a unui curent oarecare, circulind în cireui- 
k tul electric dat. Explicitind expresia (6.166) în funcţie de o variabilă indepen- 
WE denta, se obtine ) 


A ANSE IMIG AE Bor A Am A 
pp Sch (6.167) 
B+ BA+ EN +... + Bar 


În această expresie A, si B, reprezintă mărimi complexe bine definite, 
iar A (m) si B (n), funcţii complexe, de gradul m şi respectiv n. 
Impedanta aparentă a circuitului este dată de relaţia 


Z = E = KEE s LAA sal BM) ` (6 168) 
LA Zb Ban, an A(m) 


D Compar ST teg (6,1 67) gi (6.168), se vede că Z siZ sînt funcții inverse una 
sata NE A e a s-ar lua în consideraţie, se vede că, atunci cînd À variază 
LR LU MEL ARE roapeativi I sau Z iau diverse valori (ca mărime şi 
pr SH Zë E din aceşti fazori va descrie o curbă (un loc geometric, 
` g vs i fazor care se numeşte diagrama-loc geometric a maşinii sau a 
ejelei ` ectrice, sau simplu diagrama mașinii sau a rețelei. 
„AR cari Vor Kai BE geometric se face, in general, dindu-se diferite 
ilei independente si figurindu-se punctele corespunzătoare într-un 
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mm A 


sistem de referinţă dat, De multe ori, anumite propr ial iguri 
permit construiren diagramei cu mai multă EE aa 

_ Se poate intimpla, uneori, ca functia inversă să fie mai uşor de construit 
(spre exemplu o diagramă de impedantä) se va construi atunci această diagramă 
și se va obţine diagrama căutată aplicind o metodă de inversiune. În acest caz, 
pentru simplificarea figurii, se face uneori o convenţie asupra semnelor argu-. 
mentelor după cum urmează : 

Fie astfel fazorul impedanta 


Z = à + jy, 
care poate fi, de exemplu, reprezentat mai usor. Fazorul curent 


k? k? CT Xie jy 


EE sy Do tu 


are acelasi argument ca gi fazorul impedantä, însă de semn contrar. 

Se convine à se da lui I acelaşi argument ca și lui Z, ceea ce revine în ceea, 
ce priveşte fazorii de curent, a se considera unghiurile pozitive în sensul mis- 
cării acelor ceasornicului. Cu această convenţie, J și Z au aceeaşi direcţie și sens, 
si modulele inverse unul altuia : locurile geometrice respective sînt curbe in- 


verse una alteia. 
Va, trebui, însă, să se menţioneze dacă este vorba de un fazor de curent 


sau de unul de impedantä, deoarece sensul lor de rotire este diferit. 
O diagramă o dată trasată, se va completa cu scări, pentru a se putea 
determina în fiecare punct valoarea corespunzătoare a variabilei, precum şi cu 


alte mărimi caracteristice. 
Diagrama astfel completată va fi imaginea concretă a proprietăţilor 


maşinii sau ale reţelei electrice ; ea va da posibilitatea urmăririi tuturor regimu- 
rilor de funcţionare. 


6.6.2. PROPRIETĂȚILE GENERALE ALE DIAGRAMELOR * 


Relaţia (6.168) poate fi serisă sub forma complexă explicită 
Ly Bsn A ce, (6.169) 
=" A'(m + 5A" (m) 
sau, făcînd rational numitorul, 
Die Alan) BI ete AN) BOE j LA’ (m) B” (n) — Am) B'I (6170) 
à LA (m + LAT" (a? 


Gradul numärätorului acestei expresii este m + n, iar al numitorului 27% . 
Dacă A'(m) gi A” (m) au un număr m’ de rădăcini comune**, Ay, Aaa M 
ambii termeni ai expresiei (6.170) se divid cu produsul 


(A Tee Ai) (A re Aa) nene (A Keen Am’)? 


4 “După G Ors-Cu EVALIER [209]. 
** Aceste rădăcini pot fi reale sau imaginare, 
tint reale, 


ceea ce micgorează gradul lor ou m’, Expresia (6.170) devine atunci : 
Z G’ (m + n— DEI HR e ’ 
Sien JU D' (2m — m) 


avînd componentele după axe 


C'(m+n—m) ; 


C (m+ n — m) si pi! = 
D' (2m — m) D’ (2m — m) 


Z' = 


Din relatia (6.169) se deduce modulul 


(pp + [B (DE 


ge = Zt +Z" = 
E? o [A (m)]? + LA” (eil 


Se enunță următoarele proprietăți, uşor de verificat : | | 

a) Gradul curbei lui Z este dat de cea mai mare dintre valorile min—m 
si 2 m—m. 

b) Curba lui Z trece prin origine, dacă m > n Sau m' > 0. Acest punct 
va fi simplu, dublu sau triplu,..., după valoarea lui m”, dacă m=n, său după 
valoarea lui n” + 1, dacă m >n, n” fiind numărul de rădăcini diferite ale numă- 
rătorului. 

c) Curba lui Z este discontinuă, dacă m<n Sau dacă m >0. Numărul de 
ramuri ale acestei curbe este egal cu m” sau cu m” +1, după cum m >n sau mn. 
d) Forma curbei este astfel, încît ea nu poate fi intersectată de un cere 
decît într-un număr de puncte dat de cea mai mare dintre valorile 2m sau 2n. 

e) Inversa curbei Z în raport cu un punct exterior oarecare este o curba 
închisă de aceeaşi speţă, al cărei grad este dat de valoarea cea mai mare dintre 
2m sau 2n. 

f) Inversa curbei lui Z in raport cu unul dintre punctele sale este o curbă 
de aceeaşi speţă însă discontinuă, al cărui grad este mai mic decît cea mai 
mare dintre valorile 2m sau 2n. | 


6.6.3. STUDIUL CITORVA LOCURI GEOMETRICE PARTICULARE 


În general, diagramele-loe geometric ale masinilor electrice sau ale rete- 
lelor electrice reprezintă curbe simple, adică drepte sau cercuri. Foarte rar 
intilnim alte curbe de ordinul doi (conice) şi mai rar curbe de ordin superior. 
Acestea din urmă se întîlnesc mai ales în radiofonie. 

fn cele ce urmează se vor examina mai amänuntit locurile ceometrice 
reprezentate prin dreapte sau cercuri. i 


A = dy) + ja, şi B= do + jb 
Ecuația fazorului al cărui loc geometric se caută poate D scrisă 
Z =q j ) | j 
d o tr Jay zk Alba zk Min) ga + Aba + Hü + AQ): 


158 


— ad ns 


es 


br ne pa RE ESS Pre 


Din această expresie reiese că Z este un fazor à cărei parte reală este 


w = Ay + Ado 


‘si a cărui parte complexă este 


Dacă se elimină A, între aceste două expresii, se obţine 
DUT EN Merei 


bo b, 


> + 


-care este ecuatia’ unei drepte. Deci; locul geometrie al fazorului 


D A NB, | (6.171) 


cînd A variază de la —co la +co, este o dreaptă. Lucrul acesta se poate arăta 


şi direct. Într-adevăr, fie fazorii A şi B (fig. 6.112). Dacă se dau diverse valori 


lui A, se obţine locul geometric căutat. Într-adevăr, pentru À = 0 se obţine ca 
punct al locului geometric chiar virful A al- fazorului A. Pentru À = 1 se 


Fig. 6.112. Locul geometric 
al fazorului Z = A + AB. 


obtine Z = A + B, trebuind deci să se facă adunarea fazorilor A si B, operaţie 
cunoscută. Pentru À = 2 va trebui să se adune fazorii A şi 2B, ceea ce în- 
seamnă să se adauge rezultantei precedente încă o dată fazorul B şi să se faca 
rezultanta. 
= Procedind în acelaşi mod, se găseşte locul geometric căutat, care este 

dreapta A, care se obţine agezind în continuare unul după altul fazorii echi- 
polenti cu B. | 

De aici rezultă că locul geometric căutat este o dreaptă paralelă cu direcţia 
fazorului B, În consecinţă, pentru a construi locul geometrie al fazorului dat 
de ecuaţia (6.171) este suficient a duce prin virful fazorului A o paralelă la 
direcţia fazorului B. 

Gradarea locului geome 
al scării este chiar punctul corespunz 
acest punct se poartă de o parte si de alt 


brie se face în funcție de A, Astfel, punctul de zero 
stor vîrtului fazorului A. Pornind de la 
a mărimi egale cu modulul fazorului B, 
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uindu-se acesta ca unitate de măsură. Sensul pozitiv sau negativ se determină 


tinindu-50 seama de convenţia ce s-a făcut mai înainte”, În general, gi dacă 
nimio nu este specificat, se consideră ca sens pozitiv; sensul direct trigono- 


metric. ; ; 
Cazuri particulare. După forma fazorilor componenți, 88 pot deosebi 


diverse cazuri particulare : 
a) À = 0. 
în acest caz, ecuaţia locului geometric este 
Z =B 


si locul geometric căutat este o dreaptă trecînd prin origine şi a cărei direcție 
se confundă cu direcția vectorului B. Punctul de zero al scării locului geometric 


este de data aceasta chiar originea axelor de coordonate. 
b) A = pB. 
Ecuația locului geometric devine 
Z = (ù + u) B, 


care este tot o dreaptă trecînd prin origine. Punctul de zero al scării locului 
geometric se obţine pentru À = 0 şi este dat de 


Z =uB. 


Originea axelor de coordonate este un punct al locului geometric cores- 
punzind valorii . 


c) die dEr 
Ecuatia locului geometric devine 
Z = A + dB. 


fntrucit fazorul B s-a redus numai la componenta lui realà, locul geometric 


căutat este o dreaptă paralelă cu axa reală şi trecînd prin virful fazorului À. 
d) B = + jB. 
Ecuația locului geometric devine 


Z = À A AB 


~ ee ee 


* Vezi 6,6.1 


160 


À 
1 
| 


Ae jo A) 


een 


ui 


>8- 


pă 


şi deoarece fazorul B s-a redus la componenta lui complexă, locul geometric 
căutat este o dreaptă paralelă cu axa complexă, trecind prin virful fazorului A. 

Observaţii asupra variabilei independente >. În studiul prezentat mai sus, 
nu s-a făcut nici o rezervă asupra formei variabilei independente 7. Aceasta, 
poate fi la rîndul ei o funcţie oarecare de 6, de exemplu 


à = £(0). (6.172) 


În acest caz, seara poate să fie gradată in raport cu această variabilă 
independentă şi diviziunile ei să urmeze legea dată de funcţia (6.172) ; scara se 
numeşte functionald. 


În cazul cînd gradarea se face în funcţie de à, scara este întotdeauna liniară, 
oricare ar fi funcţia lui À. 


1 


e Este uşor de văzut 
A + 2B 


6.6.3.2. Locul geometrie al fazorului Y = 


că fazorul dat este inversul fazorului 


al cărui loc geometrie este o dreaptă. Tinind seama că inversa unei drepte este 
un cere care trece prin origine*, locul geometric al fazorului dat este un cerc 
trecînd prin origine. 

Această inversiune fiind o inversiune fazorială, construcţia locului geo- 
“metric al fazorului 


T= e (6.173) 


se face astfel : 
Se construieşte mai întîi dreapta 


Z = A + XB; 


apoi conjugata ei. Cercul invers al dreptei conjugate trece prin origine şi centrul 
său se găseşte pe perpendiculara dusă din origine pe această dreaptă. Dacă OP 
este distanţa de la origine la dreapta, atunci diametrul este dat de relaţia 


8 e 
or Seet i == OP. 
OP V 


si se construieste cu ajutorul cercului de inversiune. Trasarea cercului se face 
imediat; iar gradarea lui se obţine ducind din origine raze vectoare prin diviziu- 
nile dreptei Z*, conjugata dreptei Z, Originea corespunde punctelor de la infinit 
ale dreptei (fig. 6.113). 


* Vezi 6,5.1,3 punctul b, 
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11 — c, 229 


Pe cale analitică, se poate arăta că locul geometric căutat; este un cere 
trecînd prin origine. Pentru aceasta, se expliciteazd ecuația (6.173) obtinindu-se 


pai at Abe ie ie uefa Ny ere 
= (aly + orar) (ag + Abo) + (ay + Abs)? 
Notind partea reală a fazorului Y 


dy + À bo 


BEE — Ru 
: (dy + Abo)? + (ay + Ab) 
Bes SÉ partea complexa 


a, + àb; A. 
(do + Abo)? + (da + Abu 


si eliminind pe A intre aceste 
relatii se obtine 


(a? +y?) (abo —@0b1) +910 boy =0, 


care este ecuatia unui cere care 
trece prin origine. | 

Elementele caracteristice ale 
acestui cere sînt coordonatele 
centrului 


1 b 
4 = 1 (6.174) 
Fig. 6.113. Locul geometric al fazorului Y = 1/(A + AB). 2 ` gab — Ay bo 
și raza 
Stag En SS 
Y SE ° (6.175) 


pă ae ecuatia normală a dreptei reprezentind locul geometric al fazorului 
LL TN ps put} 


b, b a,b) — Oe 
a Oe RY +p 01 —0( m 
(RER Voua Vire ’ (6.176) 


distanta de la origine la accasta dreapta este 


5 Aibo — gun ` 


"ECH 


Compar astă relatie ¢ ‘esia (( 
a re dad 2 ue cu expresia (6.175) care dă mărimea razei, 
Ee Gë SI seer ui. 00 geometrie căutat este ogal cu inversa distanţei 
1, a origi eapta-loc geometric a tazorului Z, adică acelaşi rezultat 
junsese direct prin metoda inversiunii, 
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: Coeficientul unghiular al dreptei (6.176) fiind 


Coeficientul unghiular al diametrului principal OM se obţine din relaţia 
(6.174) şi este 


b 
e Ma — 220% D 
by 
), Înmultind acesti doi coeficienti unghiulari se obtine 
re 
Les 1, 
le 
le de unde rezultă că acest diametru este perpendicular pe conjugata dreptei de 
la numitor, ceea, ce se găsise şi-pe calea directă. 
6.6.3.3. Locul geometrie al vectorului I = (A + AB)/(C + AD). Fie de 
găsit locul geometric al fazorulul 
A -< AB ra —— 
4) Lf a (6.177 
E C+D 
Se observä de la început că această ecuație se reproduce prin inversiune, fapt 
destul de important si care va fi folosit mai tîrziu. 
5) Efectuind împărţirea, se obţine 
| e 
B B.C 1 d E ai — Za 
I == D EE e MI Nacela (6.178) 
E D Ta DEC ADS ones > 
ju} = SE 
în care s-a notat 
DC 1 
‘7 M =e N = A — SE $ — a 
16) NN Oi ee TUE CSD STE OPED 
Să interpretäm relaţia (6.178). Pentru aceasta, să considerăm o anumită valoare 
a lui 3. Produsul N x Ly arată că fazorul I, este rotit cu un unghi egal cu argu- 
mentul fazorului N gi modulul său este înmulţit eu modulul aceluiaşi fazor. 
Pe de altă parte, locul geometric al fazorului Lg reprezintă un cere al cărui centru 
gi diametru principal sint bine definite şi care trece prin origine. Se poate spune 
„ein deci, că prin înmulţirea cu fazorul N, diametrul principal al cercului este rotit 
ţel cu un unghi egal cu argumentul fazorului N iar mărimea acestui diametru se 
a inmulteste eu modulul aceluiași fazor., Deci, N x Zp reprezintă tot un cere tre- 


cind prin origine. 
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Pentru a avea completă ecuația ( 6.178), urmează ca la fiecare punct al 


cerului obținut să se adauge fazorul constant M. Rezultatul obţinut va fi tot 


un cere, deplasat în acelaşi sens cu cantitatea M. Pentru aceasta este suficient; 
a se deplasa numa 


i centrul cercului AN x Ly cu fazorul M. 
Din cele ce preced vezultă că locul geometrie al vectorului reprezentät de 
ecuaţia (6.178) este un cerc pentru care originea este un punct; exterior. 
Bxist mai multe posibilitati de a construi cercul-10c geometric al fazorului 


1 = (a + 2B) | (0 + 22): 
a) O prima metodă constă în a construi relaţia fazorială (6.178). Pentru 


aceasta se procedează în modul următor (fig. 6. 114) : 


ÿ' 


Fig. 6.114. Locul geometric al fazorului l= (A +2 B X(C + D). 


— Se traseazä dreapta Z = C JE 
; + ota Z = C + AD, stabilindu-i-se o scară şi RASE 
ON ‘ i ` i. D iv — ~ N Se À N ENT. à 
Se trasează apoi dreapta conjugată Z*. ară gi Q ape 
— Se trasează perpendiculara OF 
ă perpendiculara OP pe dreapta Z*, se determi 
și centrul cercului Jo, inversul dreptei 5 DE diametrul 
— fe determina fazorii M = „at Ne A B.C 
em D D Si, SS wé m e, 9 
D 


— Be efectuează produs i : vs 
Lay ul: L OUER fy, De obţine sti Y . à 
geometric căutat și diametrul său principal ; BEE, SAR NA gegun lee 
DESS Se de / "oi | : - 
SS DE, originea axelor de coordonate în virful vectorului — M 
n se obţine gradaren cercului se procedează astfel i —e 
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Se roteşte dreapta Z* pink ce ea ajunge perpendiculară pe diametrul 
principal al cercului-loc geometric O. Se unese diviziunile de pe această dreaptă 
cu originea O a axelor de coordonate gi se obţine gradarea cercului. 

Diagrama cercului este astfel obţinută gi se poate determina pentru 
orice valoare a lui À mărimea şi poziţia fazorului respectiv. În figura 6.113 s-a 
determinat această mărime pentru À = — 1. 

b) O a doua metodă de a construi locul geometric căutat, constă în a se 
da trei valori particulare lui A si a se determina astfel trei puncte prin care se 
poate duce cercul căutat. Se iau de obicei valorile caracteristice À = 0, À = © şi 
À = 1, obtinindu-se fazorii 


prin virfurile cärora se traseaza 
cercul-loc geometric căutat (fig. 
6.115). Pentru gradarea cercului se 
procedeaza in felul urmator: se 
unește ] cu C, şi perpendicular pe 
aceasta directie, se duce o dreapta 
oarecare À. 

Se duc direcţiile Zo Ip silo I 
si, unde acestea intersectează 
dreapta A, se obţin punctele 0 si 1. 
Se divide dreapta A cu aceasta uni- 
tate si din I. se duc raze vectoare la 
aceste diviziuni. Punctele de inter- 
secţie ale cercului cu aceste raze Fig. 6.115. Construcţia industrială a fazorului 
yectoare dau punctele de gradare 1= (A + 2B)/(C + AD). 
ale cercului. Pentru a obţine 


mărimea, fazorului corespunzător unei anumite valori a lui à, se uneşte originea 
axelor de coordonate cu diviziunea corespunzătoare de pe cere şi se obține 
fazorul căutat în mărime şi în direcţie. 

OBSERVAȚII. 1.În cazul cînd segmentul unitate O—1 are dimensiuni 
nepotrivite epurei, fiind prea mare sau prea mic, se ia o altă dreaptă A,, paralelă 
cu A, astfel ca segmentul unitate să aibă dimensiunile dorite. 


2. În cazul cînd cercul urmează a fi gradat în valori inverse (e = SI 

se uneste J, cu O gi perpendicular pe această direcfie se duce dreapta A' ; segmen- 
tul unitate este determinat; pe această dreaptă cu ajutorul razelor vectoare 
I, 1, si Jy I, care determină respectiv punctele 0 şi 1. Într-adevăr pentru 
es o, 0 = 0 gl pentru À = 1,0 = 1. 
3, Dreptele A gi A‘ sînt paralele respectiv ou tangentele la cere în punctele 
la și Ja. Determinarea unui punot pe cere se face mult mai greu printr-o tan- 
genta decit printr-o secanta. În consecinţă, pentru a se determina punctul 
respectiy, se duce o paralelă cu tangenta corespunzătoare si, perpendiculara 
dusă prin centrul cercului pe această direcţie va intersecta ceroul în punetu l 
căutat, 

Într-adevăr, fie funcția 
A + AB 
CG + AD 
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Tu 


Se roteşte dreapta, Z* pink ce ea ajunge perpendiculară pe diametrul 
principal al cereului-loe geometric ©, Se unesc diviziunile de pe această dreaptă 
cu originea O a axelor de coordonate și se obţine gradarea cercului. | 

Diagrama cercului este astfel obținută si se poate determina pentru 
orice valoare à lui À mărimea gi poziţia fazorului respectiv În figura 6.113 s-a 
determinat această mărime pentru A= — 1. i 

Al O a doua metodă de a construi locul geometrie căutat, constă în a se 
da trei valori particulare lui 3 si a se determina astfel trei puncte prin care se 
poate duce cercul căutat. Se iau de obicei valorile caracteristice 2 = 0, à = co gi 
A = 1, obtinindu-se fazorii 


prin virfurile cărora se trasează 
cercul-loc geometric căutat (fig. 
6.115). Pentru gradarea cercului se 
procedeaza in felul urmator: se 
uneşte J. cu C, şi perpendicular pe 
aceasta directie, se duce o dreapta 
oarecare A. 

Se duc direcţiile Zo Ip şi lo I 
si, unde acestea intersectează 
dreapta A, se obţin punctele 0 şi 1. 
Se divide dreapta A cu această uni- 
tate si din 1 se duc raze vectoare la 
aceste diviziuni. Punctele de inter- 
secţie ale cercului cu aceste raze Fig. 6.115. Construcţia industrială a fazorului 
yectoare dau punctele de gradare 1= (A + B)/(C + AD). 
ale cercului. Pentru a obţine 
mărimea, fazorului corespunzător unei anumite valori a lui A, se uneşte originea 
axelor de coordonate cu diviziunea corespunzătoare de pe cere şi se obţine 
fazorul căutat în mărime şi în direcţie. se 

OBSERVAȚII. 1.În cazul cînd segmentul unitate 0—1 are dimensiuni 
nepotrivite epurei, fiind prea mare sau prea mic, se ia o altă dreaptă Ay, paralelă 
cu A, astfel ca segmentul unitate să aibă dimensiunile dorite. 


a de U 
2. În cazul cînd cercul urmează a fi gradat în valori inverse (e =r |: 


d d À PP < K'Zte à 
se unește J, cu C și perpendicular pe această direchie se duce dreapta A' ; segmen- 
tul unitate este determinat pe această dreaptă cu ajutorul razelor veetoare 
I, Lo gi Jy Lp, care determină respectiv punctele © şi 1. Într-adevăr pentru 
à = o, 0 = 0 si pentru à = 1,0 = 1. Ra 

3, Dreptele A gi A‘ sint paralele respectiv cu tangentele la cere în punctele 
Le i L, Determinarea unui punct pe Gere be face mult mai greu printr-o tan- 
gentä decit printr-o secantă, În consecință, pentru a se determina punetul 
respectiv, se duce o paralelă cu tangenta corespunzătoare și, perpendioulara 
dusă prin centrul cercului pe aceasta direcţie va intersecta cercul în punotu l 
căutat, 

Într-adevăr, fie funcţia 


care pentru o anumit 


š valoare a lui à, reprezintă fazorul OM (fig. 6.116). Dacä 


se dă lui À o creştere, AA oricit de mică, îi va corespunde şi lui J o creştere, 


obtinindu-se relaţia 


r=1+41= 


A + (à +AA) B 
G +0 +AD D 


care este reprezentată de fazorul OM va 
Creşterea A I este reprezentată de coarda MM’ şi are valoarea 


Al =I —1= 


Fig. 6.116. Determinarea tangentei 
la cerc. 


Astfel, 


pentru À = 0, Ti- = 


pentru N= e — 


face schimbarea de variabilă 


Dindu-se diverse valori lui À, 


BC-A 


(BG — AD)AX 
(G + AD): [G + Q + A) D] 


Direcţia coardei MW’ este data de argumentul 
fazorului A I sau, ceea ce este tot una, AA find 

„ALI = ~ 
un număr real, al fazorului- — . Fäcind pe A? sa 
tindă către zero, coarda MM” devine tangentă 
la cere în punctul M şi direcţia sa este dată de 
argumentul vectorului 


BC-AD 


i (A 


se obţin direcţiile tangentelor corespunzătoare. 


La această ultimă expresie se ajunge pornind de la relaţia (6.177) în care se 


ie 
0 


În acest caz, direcţia tangentei este dată de argumentul vectorului 


gi se vede că 
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mire BG —AD 
ag (0G + DR 


BG —AD 


14 RP 
0=0 — Här — "regen ` 


Cazuri particulare, În raport cu forma fazorilor componenți se pot deosebi 
diverse cazuri particulare : 


a) SE ES 


în acest caz, rezultă succesiv 


— 
——— ——— —— 
EEN = ~ 


cul geometric căutat este un cere trecind prin origine, avind diviziunile 
punzatoare inverselor variabilei date (cere cu scarä inversä). 


Eh) Jey es 
În acest caz ecuaţia locului geometric se reduce la 


Boe fh 
= OGD 


locul geometric cäutat fiind un cere trecind prin origine. 
c) ID) = 
Ecuatia locului geometric devine 


Teele 


C 
care se vede ușor că este ecuația unei drepte. 
d) C = 0. 


Ecuatia locului geometric devine 
in care 


rezultă dar, că locul geometric căutat este o dreaptă ale cărei diviziuni sînt in- 
versele variabilei date, 


e) A=mB, 


earm 


167 


în acest caz ecuaţia locului geometric devine 


ae Leese, 6.179) 


care este ecuaţia unui cere trecind prin origine. fntr-adevär, punind 


ME, | (6.180) 
m LA 
ecuatia (6.178) se poate scrie 
B 


L Se af 


care este ecuatia unui cere trecind prin origine cu scara funcțională 6. . 
f) C=m D. 
Ecuația locului devine 


_ A4 
= (m+DD 


si facind aceeasi substitutie (6.179) se obtine 


(i)e 


care este o dreaptă cu scara funcţională (6.180). 
Dacă în acelasi timp si mărimea complexă B este nul, dreapta loc geometric 
trece prin origine, care corespunde valorii À = o. 


6.6.3.4. Locul geometrie al fazorului Z =F + R |®. Sint cazuri cînd varia- 
bila este un unghi, cum ar fi cazul unei mărimi reprezentată în funcție de un 
defazaj. Ecuația locului geometric este 


I=FP-4-R+=F4R]Ẹ, (6.181) 


in care I” gi Ji sint doi fazori constanti. Construirea locului se face imediat, 
observind că fazorul K, construit în virful fazorului F se roteşte în sensul direct 
cînd ọ variază, Locul respectiv este deci un cere cu centrul în virful fazorului F 
gi de rază JE: gradafia zero a acestui cere se obţine pentru ẹ = 0. Cercul se 
gradează în unităţi de o (fig, 6, 117) 
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Un eax particular interesant este pentru F = 0, locul respectiv fiind un 
cere ov centrul in origine şi cu raza egală cu modulul fazorului X. 

OBSERVATIE. Rouatiile (6.177) si (6.181) reprezentînd ecuaţia generală 
à unui cero, ele se pot deduce una din cealaltă. Aceasta se obţine prin identifi- 
carea celor două ecuații. 

Pentru aceasta este necesar să fie modificată forma ecuaţiei (6.181). In 
această ecuaţie si? este un fazor de modul unitate gi de argument variab il. 


Punind 


mod. si? = 1, 


te p= —2 (Ci + Ady) (Ca + Ada) 
g= 


2 sc AL 
(ex + AR} — (Ca + Ada) (4) 


Relaţia (6.181) se poate serie 


=~] 
~] 
~— 
ech 
Qc 


care identificata cu relatia (6.1 
E C AF R ? os Ee? A a 
EE Fig. 6.117. Locul geometric al fazorului 1 =F + R |e. 


si rezulta 


A oJ d (Pi e B.C-—A.:D 
EE 
G SDF = E 


ig = 


Modulul razei se calculează uşor din expresia respectivă. 
Rezultă de aici că locul geometrie căutat este perfect determinat atunci 


cind se cunoaște fazorul care determină centrul şi modulul razei. 


din superior. S-a arătat mai înainte că 
) conduce la un sistem de ecuaţii 
ului, impedantei şi fortei electro- 
6.168) 


6.6.3.5. Locuri geometrice de or 
studiul circuitelor electrice (maşini sau reţele 
liniare între cantităţile complexe ale curent 
motoare, care rezolvate dau 0 relaţie de forma ( 


By + AB, + Ae + os tb Bn 
-0 ag AE Ee 


RE y 
J = -= — 
Ay + AA; + Ag + ee + AA» 


în care À si B sint antităţi complexe (fazori) iar À o variabilà realà care caracte- 
rizează funcționarea circuitului și în raport cu care Se studiază această funcfio- 
nare, Cum à poate lua orice valoare între — oo gi ++ 00, rezultă că virful fazorului 
Z va descrie o curbă, care a fost numită locul geometric al fazorului Z sau diagra- 
ma-loe geometric. 
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oben Abbe 


Ecuația (6.168) este o curbă de un grad oarecare in à. În cele ce preced au 


fost studiate curbele la care variabila era de gradul întîi gi anume : curbele de 


ordinul întîi (dreaptă) si curbele de ordinul doi (cercul). 
în studiul maşinilor electrice, a circuitelor din radioteh 


curbe la care variabila este de un grad mai mare decit unu, 


nică ete., apar uneori 
formînd astfel clasa 


curbelor de ordin superior. | Re 
Este necesar a se face de la început o deosebire intre gradul variabilei gi 


ordinul curbei respective. Astfel, ecuaţiile 
Z=A+MBGiP=A+IB+WE 


sînt amindouà ecuaţii de gradul doi în à; însă pe cînd prima, prin substitutia 
x2 — 0 devine ecuaţia unei drepte, deci o curbă de ordinul intii, în a doua ecuație 
această substituție nemaiputindu-se face, curba rămîne o curbă de ordinul 
doi. 
Se obișnuiește a se numi dreapta a cărei variabilă este 2, o dreaptă de 
ordinul doi; de asemenea cercul a cărei variabilă este * se numeşte un cere de 
ordinul patru. O caracteristică a acestor curbe este că ele nu conţin decît divi- 
ziuni pozitive, iar scara de divizare (dreapta A) are diviziuni pätratice. 

În categoria curbelor de ordinul doi intră și conicele, elipsa, parabola şi 
hiperbola, curbe care apar destul de des în studiul mașinilor electrice, cercul 
fiind un caz particular al acestora. Studiul acestor curbe se efectuează direct, 
întocmai ca şi în cazul dreptei şi cercului, fără a se trece prin coordonatele 
carteziene, şi construcţia lor se face prin puncte, dînd diverse valori variabilei. 

Ecuația generală a conicelor este 


A’ JE vB’ ae v2C’ 


m = EE ER 
ZE? a + vb + ve 


în care v este variabila și a, b, c numere reale. Trinomul de la numitorul acestei 
expresii poate fi pus sub forma 


a (D0 = Thy) (OS Way 


ei b [piven GaSe 
Pro: = = 
2c 4c? c 


sint rădăcinile sale, Natura i i 
sale, conicelor depinde de natura a ` rădăcini i 
de natura realizantului lor. s PSS AS 
Se, 9) EA. DACE EE, EEN numitorului ecuaţiei conicelor 
, ră le v Și va Sint complex conjugate si coni ipsa 
Pacind în ecuaţia conicei substitutia FRERES 


in care 


2v = Uu + Ya) + j (M = Ve) te — e 


Ld 


în care 6 este un unghi real, ecuaţia elipsei devine 


H= AR ekä Le 
L =A + B ef A Oe (6.182) 
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“cercuri cu razele | B| şi |C|, care 


fn care 
1 


Se aie + (vi + ve) BY + 2 vive 2"), 
a 1 ote LE CAI 

2e c (Yi — Ya)? Lai + teg 

Oe 3 A ey TE oC) 

= c (vy — Mall 


Studiul si construcţia elipsei se face ușor cu ajutorul ecuaţiei (6.182), 
din care rezultă că centrul său se găsește în vîrful fazorului A. Pentru a con- 
strui elipsa se trasează, cu centrul > E 
în virful vectorului A, două i 


se gradează unul în sens invers 
(cercul de rază | B |) si celălalt în 
sens direct (cercul de rază | © |) 
(fig. 6.118). 
„Originea gradärii cores- 
unde unghiului 0 —0 și se 
tine ducind în vîrful fazorului 
Mfazori echipolenti cu vectorii 


. Punctul de zero al locului 


Locul geometric se obtine 
efectuind suma (6.182) pentru Fig. 6.118. Constructia elipsei. 
diverse -valori ale lui 6. 

„Cele două semiaxe sînt fazori cu originea in centrul elipsei (vîrful fazo- 
rului A) și avînd modulele, respectiv, [|B] +|€|] si [IB] — |C 1]. 

Argumentul 6, al axei mari corespunde unghiului @ pentru care cei doi 
fazori B gi 0 sînt in fază, iar argumentul 6, al axei mici corespunde unghiului 0 
pentru care cei doi fazori B si C sînt in opoziţie, cele două argumente fiind le- 
gate prin relaţia 0, — 0, = = S 

Grafic, argumentul 0, al axei mari se determină observind că cei doi 
fazori se rotesc în sensuri contrarii cînd 0 variază şi ei vor coincide cînd unghiu- 
rile parcurse de cei doi vectori vor fi egale. Mărimea unghiului D de rotire al 
celor doi fazori, pentru momentul de coincidenţă de fază, se determină cu aju- 
torul relației metrice 


B—O=y-+ 9, 


în fie P este argumentul fazorului B iar y argumentul fazorului C, din care 
educe 
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dir i blacotonrel dintro 
în consecință, direcţia axei mari colnolde cu diroopin unghiului 
1 consecință, ia ai | | 
> A +3 à | | | | S 
Ge ni ae particular B = 0 (AU C = 0), ocunția (0,152) Ho tranafortmnf 
n cazul particular Hr | 
| 18 SA Wine 
in (6.181) a coroului. but E Er 
= baa an B si © au modulele ognlo, |B| = ||, mtune 
relatia (6.182) devine 


H = 4 + Bert +4 ef" J, 
anpii vind ili- 
din care se vede că elipsa degenerează intr-un segment do drempti, wy 
in care Se V elips 
SE MAN a elinsel. E ee IN 
E Te acest CUZ, realizantul rädücinilor numitorului ecuat d 
conicelor este nul. Facind în ecuaţia conicei substitubia 


Vi ala 
KS b / 
wa 20 
de unde 
1 l 
v=- [i iz], 
À 2c 
se obtine ecuatia parabolei 
P = À + dB + °C, (6.183) 
in care 
G’ 
A==); 


ka 
Il 
! 
= — 
eal 
by 
| 
CH 
LE 


eau A B' A Sa 
Sp Gäile 20 lei 


Construcţia acestei curbe se face adăugîndu-se la fiecare punct al dreptei 
A + AR fazorul 220, a cărui modul creşte cu pătratul lui A (fig. 6.119)*. 

Punctul de zero al diagramei coincide cu virtul fazorului A, 

Se observă, de asemenea, că axa parabolei este paralelă cu dreapta A + 
+ 120, adică cu fazorul OC, Faţă de divectin fazorului B, dreapta À + XO 
este un diametru conjugat, 


€) Hiperbola, Realizantul rădăcinilor numitorului C 


| cuatiel conicelor este 
in acest caz real si, dacă se face substibubia 
V= Ni 
À 
d Vy 


* Se poate obting para 


bola gi ducă se Ornesle de | NU \ ' 
een en E obtine De | îi A dreapta de ordinul 
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se obţine ecuaţia hiperbolei sub forma 


U =A t ABF ATO, 


‘ P 


4] - 


Q 
Iœ 
N 
CA 
J 
+ 
~ 


Fig. 6.119. Construcția parabolei. 


| 
in care 
A= RA + (y + va) B Sne C, 
c (V1— Vo)? ` 
B = ee Bo e 0), 
e (v= vo)” 
= 1 Lë At VB to ACP). 
S Ei ¥i— ve) ie 
i Constructia acestei curbe se face obser- 
vind că dreptele 
’ D,=A+B si D, = A+ A710 


sint asimptotele curbei gi se întretaie in 
p vîrful fazorului À (fig. 6.120). 

In consecinţă, dreptei D, i se a- 
daugă fazorului 271 0, iar dreptei Da, 
căreia i se face în prealabil substitutia 
A*—§, fazorului AB= 07! B, obtinindu-se 
ambele ramuri ale curbei, à, respectiv 9, 

À | variind între — co gi -|- 00. Fig, 6,120. Constructia hiperbolei. 
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e va studia o curbă de ordinul trei, cubica 


intre curbele de ordin su erior 8 
De p melcul lui PASCAL. 


circulară, şi o curbă de ordinul patru, 
d) Cubica ciroulară. Are ecuaţia 


BD LAG 
(EE e 


D +28 


Efcctuind diviziunea, se „obţine 
K=R+AS+T x Lo, 


A7 
A = era 
d a 
4 
J 
6. 
Fig. 6.121. Constructia cubicei circulare 
in care s-a notat 
zi ae c 
Ri= = + ==>; T=A—-R.D;l, = pen 
E SE Mite Mies, eines ADS AE, 


Constructia acestui loc geometric (fig. 6.121) se face adaugind fiecärui 
punct al cercului T x I, fazorii AS. Se observă că fazorul À are ca efect 
schimbarea originii axelor de coordonate, in vîrful fazorului — R şi că, pentru 
à = œ, dreapta R + AR devine infinită, ceea ce înseamnă că ea este asim- 
tot% la curbă, Curba se trasează prin puncte si gradarea ei se face în raport 
cu gradarea cercului T x Io 
ie Be Ee Sint curbe de gradul patru, a căror ecuaţie generală este 


Q rs A + AB up AL 
D+ + VF 
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a 


Sub forma aceasta generală, curbele de gradul patru sînt rar intilnite 
în electrotehnică. Mai des se intilneste un caz particular al acestor curbe şi 
anume melcul lui PASCAL a cărui ecuaţie este 


M = A + Be-N+ Gen (6.184) 


si a cărui construcţie se face întocmai ca 
şi cea a elipsei (fig. 6.122): în virful fazo- 
rului 4 se trasează cercurile concentrice de 
rază |B] şi |0|, după care curba se con- 
struieşte prin puncte. Gradarea se face în 
funcţie de unghiul 6, fiecare punct; cores- 
punzind sumei fazoriale (6.184). 

Punctul zero al acestui loc geometrie 
corespunde sumei 


Axa sa de simetrie trece prin virful 
fazorului A şi este paralelă cu simetricul 
vectorului C faţă de fazorul B. Pentru Fig. 6.122. Construcţia melcului lui PAscAL. 
C>B/2, melcul are un punct dublu real 
situat pe cercul de rază 0. Pentru C=B/2, punctul dublu este un punct de 
întoarcere şi melcul devine o cardioidă. Pentru C< B/2, punctual dublu este 
imaginar. | 


6.6.4. DESPRE SCĂRILE GRAFICE 


În calculele grafice care se fac cu fazorii este necesar, ca după ce s-a tra- 
sat epura să se poată citi rezultatele. 

Pentru aceasta, trebuie să se cunoască corespondenţa care există între 
diversele scări. Aceasta trebuie să constituie o preocupare numai în cazul în- 
multirii, împărţirii şi inversiunii. 

Într-adevăr, numai în aceste cazuri se fac operaţii între mărimi de natură 
cu totul diferită, rezultatul putind fi o mărime à cărei natură să De de ase- 
menea diferită de a componentelor. Astfel, inmulfind algebric un fazor ten- 
siune cu un fazor curent, se obține o mărime complexă care reprezintă o putere. 

O dată stabilită corespondenţa scărilor, se trasează scara rezultantă, 
care rămîne valabilă oricîte operaţii de acelaşi fel sînt de efectuat pe aceeaşi 
epură, 

Fie produsul 


U=2Zx J, 


care trebuie efectuat grafic prin metoda cunoscută“. Pentru aceasta, se iau 
următoarele scări : 


pentru impedanta Ze. s+ 4 + + n nes LA 1 Q = o mm 
pentru curentul I + e e + ++ ye + NE 1 À = bh mm 
pentru vectorul unitate . » se e y waves ANS e mm. 


si fie æ mm scara tensiunii rezultante, 


* Vezi 4,2.4.2, 
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re dă grafio mărimea modulului, rezultă 


Din figura 4,20, ca 


Um i (6,185) 
Z 1 


tinind seamă de modulele scărilor, se obține 


_ 214% b 
ue a, 
şi cum 

Ui= 21 


rezultă că 
tie E | (6.186) 


[c] 
Exemplu numeric. Fie 
a = 20 mm; b — 10 mm; ¢ = 25 mm; 


rezulta 


20 x 10 
[£] = EE = 8 mm, 


adică pentru scara tensiunilor se va lua 1 V =8mm. 

Relaţia (6.185) se aplică și în cazul diviziunii. într-adevăr, fie de data 
aceasta y mm scara necunoscută a curentului, a mm scara tensiunilor, b mm 
scara impedantelor si c mm scara luată pentru vectorul unitate. Se obţine 


U 
I iy] = zor X 11o 


de unde rezultă 
_ [al tel, 
[y] OG 


Cu valorile din exemplul numeric precedent, se găseşte 


= 10 mm. 


[y] = 


8 x 29 
20 


Pie acum, cazul inversiunii 
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Rationind ca mai sus, se obţine 


2 
[y] = d (6.187) 


si, în cazul numeric tratat, pentru a = 20 mm/Q gi o = 25 mm, se găseşte 
y = 31,25 mm. 


OBSERVAȚIE. In toate operaţiile grafice in care intervine vectorul 
unitate, al cărui modul este fixat în mod cu totul arbitrar, acesta poate fi astfel 
fixat, încât dindu-se anumite module pentru două dintre mărimi, să rezulte 
un anumit modul pentru a treia mărime. 

Astiel, în cazul inversiunii, problema se poate pune în felul următor : 
scara impedantelor fiind a mm/Q, care este raza cercului de inversiune, pentru 
ca scara admitantelor să fie b mm/S? Tinind seama de relaţia (6.187) se obţine 


c = ) ab mm. 


De asemenea, in exemplul dat in cazul inmultirii, care este valoarea ce 
trebuie data modulului vectorului unitate, pentru ca, pentru a = 20 mm/Q 
şi b = 10 mm/A, să rezulte x = 10 mm/V? 

Din relatia (6.186) se deduce imediat 


[e] A U 20x10 90 mm. 
[x] 10 


6.6.5. TRANSPUNEREA UNEI DIAGRAME-LOC GEOMETRIC 
ÎNTR-O CURBĂ CARACTERISTICĂ 


Orice diagramä-loc geometric, obţinută în modul cum s-a arătat mai Sus 
poate fi transpusă într-o curbă care să reprezinte într-un sistem de axe de coor- 
donate, variația fazorului respectiv în funcţie de variabila considerată. Pentru 
aceasta, se va lua un sistem de axe de coordonate în care, în abscisă se vor 
pune mărimi proporţionale cu variabila considerată, iar în ordonate mărimi 
proporționale cu vectorul a cărui variaţie se studiază (fig. 6. 123). 


Fig. 6123, Curba caracteristică, 


D) SAR 177 


Se obtin astfel o serie de puncte, care unite vor da o curbă numită curba 


caracteristică a fenomenului studiat. 


6.6.6. DREAPTA PUTERII 


Pentru a se putea rezolva cu ajutorul diagramei-loc geometric toate pro- 
blemele privind funcţionarea circuitului electric corespunzător, aceasta trebuie 


completată cu anumi 


te elemente, care să permită determinarea ușoară a mă- 


rimilor căutate. Una din aceste mărimi este puterea, activă sau reactivă, sub 
ambele ei aspecte, puterea dată din afara unui circuit, ceea ce este tot una cu 


puterea absorbită de circuit, şi putere 


a utilă, transformată sau utilizată efectiv 


de circuit. Cu ajutorul acestor ele- 
mente se pot deduce uşor pierderile 
în circuit şi randamentul circuitului. 

Aceste elemente se pot deter- 
mina foarte uşor, numai prin simpla 
măsurare a distanţei de la un punct 
al diagramei cercului la anumite 
drepte fixe trasate pe această dia- 
gramă. 

În cele ce urmează se Va ex2- 
mina numai problema puterii active, 
problema puterii reactive tratindu-se 
in acelasi mod. 

a) Puterea dată. Fie diagrama 

y cercului pentru un curent (fig. 6.124). 

Fig. 6.124. Dreapta puterii. Se observă că, dacă se ia tensiunea de 

We alimentare ca origine de fazà, puterea 
activă totală absorbită la bornele de intrare, este dată, la o anumită seară, 


de abscisa MP a punctului M de funcţionare considerat. Într-adevăr, 


MP = I, = I cos ọ, 


astfel, încît puterea activă dată circuitului este 
P, = UI, = UI cose = U(MP). 


Tensiunea fiind constantă, puterea activă dată ciroui À à pri 
í uitului se măsoar 
distanţa de la punctul considerat la axa ordonatelor, i cl na 


De asemenea, ordonata ) ` . 

A e punctului M măsoară puterea react - 

cuitului, Într-adevăr, Puteren VERRE dere an 
H = Ia = sine 

și deci, 


b) Puterea utilă, Se numeste eo Ubi 
eise putere utilă P,, puterea activa ce s à 
în impedanța variabilă legată la bornele de Ge oir RUE ee ooun 
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pa ere 


NI AN PEN CRT A 4, 


Li Ak Sr Li 


| 
| 
| 
| 
| 


tere este egală cu puterea dată din care se scad pierderile prin efect JOULE-LENZ 
din circuit si care pot fi exprimate prin relatia 


p = RP, 


unde R este o constantă, corespunzind rezistenței echivalente a circuitului. 
Dacă æ si y sînt coordonatele punctului M considerat, atunci pierderile 
JouLE pot fi exprimate prin relația 


p = h(a + y’). 
Ecuatia cercului loc-geometric fiind 
(z—a) + (y—b)? = pk 
in care a, b şi p sînt coordonatele centrului şi raza, rezultă ca 
a“? + y? = 2ax + 2by + (p° — a? — b?) 
si deci 
p = 2Rax + 2Rby + R( pọ? — a? — b?). 


Puterea data fiind | 
12%, = (Oey, 


puterea utilă se poate serie 
P, = P, — p = (U — 2Ra)a — 2Rby — R(p? — a? — b?); 
P, are deci o formă liniară 
P, = Ax + By + C. 
Fie dreapta A,, a cărei ecuație este 
PA=; 


Ordonata la ori gine a acestei drepte este 


seg C CH ne pa 
Ay RE 2 b 


iar coeficientul ei unghiular 


A U — 2 Ra 
VS np 2 Rb 
de unde se deduce 
| A 
sind = — = 
VA? + D 


Distanţa de la punctul M (de coordonate œ gi y ) la dreapta 
Aw + By+0=0 
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OO BCE TE — 


osto dată de relația 


SES en By + G p 
N e VEER 
a VAS LD V43 + B° 


Lungimea segmentului MP", paralel cu axa 0%, este 


EEN MN D VA2 + D 
Po O AN a! 
PEL sin 0 V A3 J- Di A 
de unde rezultă că 
P, = — AMP) = (2Ra — UMP’). 


în consecinţă, puterea utilă P, se măsoară prin segmentul de dreaptă 
MP’, raportat la scara respectivă, cantitatea (2Ra—U) fiind o constantă. 


OBSERVAȚII. 1. Puterea utilă este nulă pentru À = 0 şi À = %. Într-a- 
devăr, pentru À = 0, circuitul este in scurtcircuit si deci puterea utilă consu- 
mată în impedanta de utilizare este nulă. De asemenea cînd À = co, bornele 
de ieşire ale circuitului sint izolate, puterea utilă este nulă şi în acest caz. În 
consecinţă, distanţele corespunzătoare punctelor de pe cere pentru care À — 0 
şi A= œ sînt nule şi deci dreapta A, trece prin aceste puncte. Ea poate îi 
trasată fără calcul. 

2. Dacă U nu este luat drept origine de fază, atunci toate elementele de 
mai sus se raportează la un nou sistem de axe, rotit fata de precedentul, cu un 
unghi egal cu argumentul fazorului tensiune. 

3. Dreapta puterii reactive se construieşte în acelaşi mod. 


6.6.7. APLICAȚII 


6.6.7.1. Circuite electrice serie. Fie un circuit electric format dintr-un 
rezistor de rezistenţă R, o bobină de inductanta L si un condensator de eapaei- 

R L mp tate C, legate în serie (fig. 6.125) şi alimentate 
cu o tensiune sinusoidala 


u =U V2 cosat. 


Presupunind că rezistenţa R este variabilă, 
INA 425 Circuit electric serie, S Core variaţia curentului Z din circuit. Fie 


VA EN al iX 
în care s-a notat < R + j4, 


FOR AN ER 


a C À 
rezistenţa À, variabilă, ponte fi serisă 


Rim AR, 
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x fiind o variabilă oarecare, variind între 0 gi + oo im Ri 0 valoare constants 
a rezistenței. Impedanţa circuitului se poate serie 


Z = Ah + LE, 


Curentul J căutat este dat de relaţia 


Este uşor de văzut că locul geometric al lui Z este un cere trecind prin originea 
axelor de coordonate. 
Să-i precizăm poziţia. Pentru aceasta se construiește dreapta 


ARR EE eX, (6.188) 
care se vede că este o paralelă la axa 0, +1 dusă prin virful vectorului jX. 


Într-adevăr, vectorul jX este aşezat chiar pe axa complexă, iar vectorul F, 
este aşezat pe axa reală. 


Fig. 6,126, Locul geometric al fazorului de curent într-un circuit serie, 

Pentru a construi cercul invers dreptei (6,188) se procedează aga cum s-a 
arătat în paragraful 6.6.3.1, 'Pinind seama că A € [0, co), locul geometric al vec- 
torului admitantä este semiceroul cu centrul în © (fig. 6.126), Pentru a găsi 
locul geometric al fazorului de curent va trebui să se efectueze produsul 

l = UY, (6.189) 
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dar cum 


u=U 2 cosul 
si, deci, 
U = U |0, 


mai raza cercului cu centrul în 0. Fazorul 
fi tot în direcţia vectorului OC, 


rezultă că va trebui să se dilate nu 
U, avînd argumentul 0, fazorul produs vă 
şi produsul se efectuează pe cale grafică. 

Urmează să se determine scările pentru a se putea folo 
se presupune că pentru construcţia epurei s-a luat : 

— scara impedantelor a mm/Q 

— seara tensiunilor b mm/V 

— scara vectorului unitar c mm, 


se determină scara admitantei, aplicînd relaţia de inversiune şi se obține 


si epura. Daca 


s- BE: 
E a 
de unde rezulta 
EE 
[y] = a 


Pentru a determina scara curentului se folosesc relaţiile (6.186) şi (6.189), 
obtinindu-se 
- {ik 1 


CU 


EE EE neg 


intrucit s-a folosit acelasi vector unitar, de unde rezultă ca 


[b] [ce] 
o| = —— mm/A. 
[x] a | 


In cazul cind vrem ca scara lui I să fie aceeaşi cu scara lui Y, trebuie ales 
modulul scării vectorului unitate, în consecinţă. 


Scriind 
el? bl [e 
Co] = [y] = Li = PL, 
[a] [a] 
rezultă că 
[0] = [0], 
aig ee scări! veovoruhu unitate trebuie să fie egal cu modulul scării 
, Oaracteristica curentului in functie de variabi dede Tdi 
AE F ; i | À riabila À se deduce din 
locul geometrie al fazorului curent, aga cum s-a arătat în paragraful 6.6.5. 
Be obţine o curbă continu (fig, 6.127), 
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6.6.7.2. Circuit electrice paralel. Fie un circuit format din două impedante 
legate în paralel (fig. 6.128) dintre care una variabilă în raport cu rezistența 
si alimentat cu tensiunea periodică sinusoidală 


u = U}2 cos wt. 


Se cere variatia curentului total debitat de sursä. 
Presupunind pe À, variabil si notind 


Rk, = Ab, 


Fig. 6.127. Caracteristica circuitului serie. Fig. 6.128. Circuit paralel. 
in care À variazä de la g la oo, rezulta ca 

Zi AR | EST 

Za = Ro + jX, 
in care s-a notat 


menh tp 


oC 
Impedanta totală a circuitului este 
Z, Z, rR X; (3 Xa AF jR) ar AR(Ra q7 jXa) x 
TZT R, + j(X, + Xa) + AR 


Valoarea curentului căutat este dată de relația 


j x = Xx. AR 
1e SC: ihana e adanan (6.190) 


= 7 Xı (— Xa + Ro) + AR (Ra + Xa) 


Locul geometric căutat fiind de forma 


3 


A + AB 
Ten Ee 
P LT Grab 
reprezintă un cere oarecare in plan, a cărui construcţie este cunoscută. 


Se poate construi locul geometric mai uşor, dacă se scrie relaţia (6.190) 
sub forma 


SI U U 
BE, EE a in | ee Sp ee AE 
I=UY=UY,+UY, SES 
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Gr RES CA PRE me 


y 


U 

à i M al d A i 11 - a d i ty gts f Ge 
Se ande rezultă că locul geometric se compune dintr-un fazor constant Z | 
H 
| 


a din locul geometric a lui CN i 


Qonstrucţia locului geometric rezultă acum imediat : locul geometric 
al fazorului 


ete docul geometric care a fost trasat în exemplul precedent şi anume un 
cere ca centrul pe axa complexă, trecînd prin origine. La acest cerc trebuie 
adargat fazoral 


care este un fazor fix, ceea ce revine in a deplasa axele de coordonate cu 
faroral —1I.. 

Pentru trasarea scărilor şi a caracteristicii se procedează ca în exemplul 
precedent, măsurarea fazorilor făcîndu-se din noua origine. 


6673. Studiul unui circuit în T. Fie un circuit în T, reprezentind 
circuitul echivalent al unui cuadripol oarecare *, alimentat cu o tensiune U, 
si ale cărei borne de ieşire sînt închise pe o impedantä oarecare variabilă 
Z; = 2Z, (fig. 6.129). 


Fie de studiat variaţia curentului I,, absorbit de circuit cînd A variază 


LT 


luînd orice valoare între — oo şi + œ. 
Curentul I, căutat este dat de relaţia 
žy D Zs i 
- I, = U, Y, 


in care Y este admitanta totalä a eireui- 
tului. Calculul ei se face din aproape in 
aproape. Admitanta echivalenta la nodurile 
Ci şi C, este 


Fig. 6.129. Cuadripolul in T, de studiat. We Z, Za Ma 


jar impedanta echivalentă la bornele de intrare a, şi à, este 


ren 
Y 
astfel incit impedanta totală a circuitului este 
Y = — = 
Z Le ; 1 
Z, + : (6.191) 
+ l 


* Vezi 6.4.4.9. 
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si deci curentul căutat, după ce am făcut toate calculele, este 


= Za + Z, + Ma is. ggu 


SS CC AA NET F Z) Z 


Se recunoaşte uşor că ecuaţia curentului este de forma 


_p A+ 


deci locul geometric al fazorului său este un cerc, avînd centrul într-un punct 
oarecare al planului. Construcţia lui se face urmindu-se metoda indicată *. 
Se poate însă construi locul geometrie construind expresia (6.191) din aproape 
în aproape, în modul următor : 

— se construieşte dreapta Z, + AZ, care se inversează, obtinindu-se 
cercul admitantei Y.. 

— Se inversează vectorul impedantä Z,, obtinindu-se vectorul admi- 
tanta Y.. 

— Se adună aceste admitante, obtinindu-se admitanta Y,,, care se inver- 
seaza, obtinindu-se impedanta Za. 

— Se adună această impedant& cu impedanta Z, si se obţine impedanta 
totală Z, care se inversează, obtinindu-se admitanta totală ve: 

— Se inmulteste admitanta Y cu fazorul U şi se obţine locul geometric 
cautat. 

Urmind indicaţiile de mai sus, construcţia epurei se face imediat 
(fig. 6.130). 

Gradarea locului geometric se face urmärind pentru fiecare inversiune 
gradarea respectivă. Este suficient a se urmări pe epură numai punctele 0, 
1 si oo, cu acestea obtinindu-se la sfîrşit unitatea pentru divizare **. 

În ceea ce privește scările, acestea se stabilesc aşa cum s-a arătat mai 
înainte ***, Astfel, în exemplul de fata, se alege modulul scării de impe- 
dantä [Z,] si raza cercului de inversiune [c,] în raport cu care se construieşte 
dreapta, A, si se face inversiunea acestei drepte. Pentru admitanta Y, obţinută, 
rezultă un modul al scării dat de relaţia 


ry = (A. 
AR fe, e e 
[Z] 
Inversind admitanta rezultantă Fa, se obţine vectorul tmpedanta Zi 
a cărui scară are modulul [Z] dat de relaţia 


= kil? 
[Za] SS IZ: : 
HI 


Lee 


* Vezi 6.6.3.3. 
++ Vezi 6.6.3.3, b 
*** Vezi 6.6.4. 


aport; cu care 8-a tăcut inversiune» ; ținind 


în care ky este rază cercului în ite 
seama de valoarea lui jn: 80 obțin. 


| 
| 
| 
| 


Fig, 6.130, Diagrama loc-geometric a unui cuadripol în T, 


Inversiunea următoare dă modulului admitantei Y, care va fi, urmărind 
aceeañi cale, 
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SEH Pentru a obţine modulul scării curentului, se fixează modulul scării 
„tensiunii şi al vectorului unitate gi se aplică relația (6.186). Dacă [v] este 
modulul scării tensiunii si [C,] cel al vectorului unitate, modulul scării curen- 


ului va fi 
Sr? GE E) Mic: „ARAL 
ky IC [Z;] 


Ch, i x ` e : e 
E —_Constructia cercului loc-geometric al fazorului I se poate face mai 
simplu, fie utilizind metoda industrialä *, fie utilizind metoda inversiunii 

en un singur cere. In aceastä metodà, cercul invers al dreptei A, va fi cercul 


(7 7 
KO Ai 
Fig. 6.131. Constructia locului geometric prin metoda inversiunii cu un singur cerc. 


loc-geometric căutat, singura operaţie de efectuat fiind determinarea axelor 
finale necesare gradării cercului si găsirea modulului scării curentului. Construc- 
fia locului geometric se face în modul următor (fig. 6.131): 


Se trasează dreapta A, gi se inversează în raport cu cercul de inversiune ; 
întrucît cercul obţinut va reprezenta chiar locul geometric căutat, i se fixează 


diametrul OP, astfel ca dimensiunile lui să fie acceptabile pe epură. Va rezulta 
raza cercului de inversiune care se determină cu ajutorul relaţiei 


1 | OP x OP, = hi, 
| OP fiind cunoscut, 


* Vezi 6.6,3.3,b 
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Modulul scării admitantei este 


[Z,] fiind modulul scării impedantei, ales arbitrar. ag | 
Faţă de acelaşi cere de inversiune se inversează fazorul Z,, obtinindu-se 
vectorul Y,, care se adauga cerculul Vis, operaţie ce se realizează, prin depla- 
sarea axelor în vîrful fazorului — Ya, obtinindu-se axele 10:71. 
Se inversează acum cercul obţinut fata de noua origine 0; ; cercul trebuind 
să se inverseze în el însuşi, puterea de inversiune se determină prin relația 


a SS Li TN Eeer Hl == 20) 
O71 x OT: q O17: ES k5, 
de unde rezultà 
ko OTi: 
Pentru a avea inversiunea fazoriala va trebui să se schimbe sensul 
axei complexe astfel, încît cercul fazorului Zs, se găseşte raportat la sistemul 


de axe 1,0;ji. 
Modulul scării impedantelor in acest sistem de axe este 


kp]? k] 
le DE A 


Tp. Wal 


_ Operația de adunare a fazorului Z, cu cercul fazorului Za, se efectuează 
prin deplasarea originii axelor în vîrful fazorului — Z,, obtinindu-se sistemul 
de referinţă 1,0,32. 

; Inversiunea cercului de impedanta Z în raport cu originea 0, se obţine 
în același mod, puterea de inversiune fiind 


0.1, X Os = 0.12 = k3, 


de unde rezultă 


ks = Oa Ta: 


Modulul scării admitantä este 


[Ye] = Li = E | Bai i ` 


[Zal ky [Z] 


d e 5 $ H ° E E € } k n Li u H IW 4 À 3 [a | 
in ad e Arata A p EA J j t ) ry ll d f m véi 1 f AA ~ de 1 A ul At | D | ibs n ei) 
V B ( d Li RIS 16 ) | 6 DO OI II (à 4 lind acum oO: 


Pentru a se obti 
FRE > obţine cercul loc-geometrie : ‘entulni 7 . 
produsul g'ec tric al curentului I, trebuie efectuat 
I Y.U 
(6.192) 
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Acest produs trebuie să îndeplinească condiţia ca cercul reprezentativ 
să rămînă acelaşi. Aceasta se obţine scriind că modulul scării curentului este 
același cu modulul scării admitantei 


de unde rezultă 


[v] = LC], 


adică modulul vectorului unitate, corespunzător efectuării grafice a produsului 
(6.192), este egal cu modulul scării tensiunii. 

In sfirsit, se rotesc axele cu unghiul — (arg. U), obtinindu-se sistemul 
de referință 1,02), fata de care se găseşte raportat cercul-loc geometric al curen- 
tului J absorbit de circuitul în 7. 


Capitolul VII | - ! 


| TIV 
RCUITE ELECTRICE DE CURENT ALTERNA 
N REGIM INESTATIONAR (TRANZITORIU) 


7.1. METODA GENERALĂ DE CALCUL 


7.1.1. GENERALITĂȚI 


în funcţionarea circuitelor electrice de curent alternativ se pun aceleași 
probleme ca şi în cele de curent continuu în cazul cînd situația D functionare 
in regim permanent este perturbata dintr-o cauza oarecare (schimbarea 
valorii impedantelor din circuit, a tensiunilor de alimentare etc.). Perturbatia 
ce apare în funcţionarea circuitului de curent alternativ constă — ca şi in 
cazul reţelelor de curent continuu — în adaptarea acestuia la noua situație 
de funcţionare. Această adaptare se face, în general, prin oscilaţii ale circui- 
tului în jurul noului regim de funcţionare ; în cazul curentului alternativ pot 
apărea însă situaţii în care adaptarea se face brusc, fără apariția acestor 
oscilaţii. 

Extinzind rezultatele obţinute în cazul circuitelor electrice de curent 
continuu, regimul tranzitoriu de funcţionare a circuitelor electrice de curent 
alternativ poate fi considerat — în cazul circuitelor liniare — ca o suprapunere 
peste regimul forţat al unui regim liber. Ecuațiile de funcţionare ale unui 
circuit în curent alternativ fiind izomorfe cu cele din curentul continuu, 
pentru o rețea oarecare se va obţine un sistem de ecuaţii de tipul (3.191) 
sau (3.193) care se rezolvă în mod obișnuit. 

În cazul curentului alternativ, sursele de tensiune sau de curent sînt 
funcţii periodice de timp; soluţiile ce se vor obţine pentru regimul forțat 
de funcţionare vor fi de asemenea funcţii periodice de timp, de aceeaşi formă 
cu sursele; soluţiile regimului liber vor fi însă funcţii de timp, periodice sau 
nu, după natura parametrilor circuitului. 


Rezultă dar, că soluţiile generale găsite în studiul regimului tranzitoriu 


„efectuat asupra, circuitelor de curent continuu vor fi valabile şi pentru studiul 


regimului tranzitoriu în circuitele de curent alternativ. 


Problemele de regim tranzitoriu ce apar în circuitele de curent alternativ 


sint în general mai complicate di j i 
gi | in cauza defazajelor ; ; Ì 
curenți gi tensiuni, ee ae 
near se poate face simplu, dacä în anumite Situatii bine definite se 
ee eg Ja energia magnetică fată de energia electrostatică — sau invers — 
SL deci transferul gi transformarea acestor energii, 


Problema se complică dacă aceasta nu este posibil. 


Metodele de rezolvare r 
4 sint analoage ou cele Uz: } j d 
? E è : E / utili e ` e 
curent continuu DL se utilizează aceleaşi ecuaţii, ata în oixonitele de 


* Vezi 3,0, 
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7,2, STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU ÎN CIRCUITELE 
ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV IN CARE SE TINE 
SEAMA NUMAI DE O SINGURA FORMA DE ENERGIE 


7.2.1. FORMULELE UTILIZATE 


Rezolvarea acestui tip de probleme se face pornind direct de la ecuaţiile 
de funcţionare ale circuitului, ecuaţia (3.196) 


di 
Ri + L-- = 
ezită 
pentru circuitele în care se neglijează energia electrostatică, ecuația (3.202 


. 1 . 
= t= 
EEN e 


pentru circuitele in care se neglijează energia magnetică. 
Se pot utiliza deci direct rezultatele obţinute în cazul circuitelor de curent 
continuu şi anume, relaţia (3.199) 


ET 
D, (dopo) © F 


pentru circuitele formate din rezistente si inductante si relatia (3.207) 


1 
->í 
U = Up + (Uo — upo) E EC 


pentru circuitele formate din rezistențe şi capacităţi, din aceasta relație dedu- 
cîndu-se apoi relațiile (3.208) si (3.209) care dau curentul din circuit, respectiv 
sarcina electrică cu care se încarcă condensatorul. 


7.2.2, CIRCUITE ELECTRICE FORMATE DINTR-UN REZISTOR LEGAT 
IN SERIE CU O BOBINA 


7291. Închiderea unui circuit electric inductiv alimentat de o forta 
electromotoare alternativă sinusoidală. Fie un circuit electrie inductiv, format 
dintr-un rezistor de rezistență R legat in serie cu o bobină de inductanta L 
și alimentat de o sursă de forţă electromotoare alternativă sinusoidala de frec- 
ventá f, a cărei expresie este R l 


e = H V2 sin (wt + b), 


în care dr este un parametru care va permite definirea AU 
tensiunii la timpul t=0, de închidere a întrerupăto- o 

"ului, Se cere să se determine variaţia curen- 
tului în circuit hide intrerunätorului K Fig. 7.1, Circuit electric serie 
ului în circuit la închiderea întrerupătorului Jk cui si L alimentat de o sursă 
(fig, 7,1), de curent alternativ. 
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i, circui il is tul 
ai închiderea i orului, circuitul fiind deschis, curen 
Dior de motte lien intrerupätorului curentul este nul. 


este nul; deci gi in momen g 
Rezultă : 
do == 0. 
în regim forțat, curentul este 
d I sin (ot + Y — 9), 
Z 
în care 
EES DO : Lo 
D= RL RATE SL WO Sy 
valoarea curentului permanent la | 
timpul t = 0, va fi 
= | a 
i A À e 
inn = — 7 Sin (¥ 9) | 
si deci, curentul va avea expresia | 
cl 
EA sain 
0 = l sin (wt + d — e) — | 
i; 
| He ST 
Fig. 7.2. Curba de curent la închiderea circuitului — (sind — pe 2 - (GA | 
electric. 
| ic 
Curba acestui curent este dată în diagrama din figura 7.2. După cum | 2 
se vede din figură, curentul i, care rezultă din diferența ordonatelor celor două | 5 
curbe de curent (liber si permanent) este maximum după prima trecere prin 
zero a curentului fortat i,; acest maximum are cea mai mare valoare atunci 
cînd cele două curbe sint tangente, ceea ce se exprimă scriind că in punctul 
de maxim coeficienții unghiulari ai celor două tangente sînt egali, adică 
di dé 
r à pe ve nom EE este valoarea parametrului d din expresia tensiuni ` — 
Evalitates ios ine acer maximum maximorum, Pentru aceasta vom serie | I 
O1 coelicienti unghiula"i pentru timpul t = 0; tinind seama | t 


că la acest moment i, +- à, — 0, rezultă 


Se obtine astfel | | 


o con (Y — p) = — À sin (4 — 9), 
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la 


1) 


el 


pil 
rie 
ob 


sau 


tg (4 — p) = —tg 9. 
Ultima relație este satisfăcută pentru 


v=0 gi Ute 
Aceste valori corespund trecerii tensiunii prin zero. 
Pentru |) = 0, curentul rezultant este 


Es R 
= BV? | sin (ot — ei + sin ee" | 


Valoarea maximä a curentului apare la timpul 


t =(2 rea 


Go) 


adică după un sfert de perioadă, si are ca valoare 


— R T 
en SE a. sin QE za (e+ dd 

Dacă circuitul are reactanta mare și rezistenţa lui este mică, valoarea, 
curentului maxim poate avea aproape de două ori valoarea amplitudinii 
maxime a curentului permanent. 

Se observă că dacă închiderea circuitului se face în momentul în care 
V = o, atunci termenul aperiodic dispare și regimul fortat se stabileşte imediat, 
fără ca circuitul să treacă printr-un regim tranzitoriu. 


7.2.2.2. Deschiderea unui circuit electric inductiv alimentat de o sursă de 
fortä electromotoare alternativă sinusoidală. Fie (fig. 7.3) un circuit electrie 
inductiv, format dintr-un rezistor de rezistenţă R legat în serie cu o bobină 
de inductantä L si alimentat de o sursă de forţă electromotoare alternativă 


sinusoidală de forma 
e = E V2 cos (wt + dh 


la timpul t = 0, cînd se deschide întrerupătorul, valoarea acestei forte electro- 
motoare este 


eo = H V2 cos Ņ. 

Dacă se neglijează rezistența R față de reactanta Lo, atunci curentul în induc- 

tantä va fi R A 
i= ST sin (ot -+ 4), 2 L 

Lo P K 
iar la timpul t = 0_, valoarea sa este o 
BY2 Fig. 7.3. Deschiderea unui circuit elec- 
i, = ——— Ain y, tric inductiv alimentat de o forță elec- 
4 Lo tromotoare alternativă sinusoidală. 
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După ce s-a deschis întrerupătorul, curentul în regim forțat este 


(ue EV2 cos (wt + — 9) 
Š Z 
în care 
z-a FES și tee 
La timpul t = 0_, acest curent este 
E V2 


d = cos (9 — 9): 


AL ; ; , 
Constanta de timp a circuitului fiind a expresia curentului in regim 


tranzitoriu se obtine aplicind relatia (3.199) 


Eet E 2 au = ) + V2E sing _ cos(p— 9) are y 
a = pa (ou e SCH — o 
Dar, 
Lo = petgo şi Z = pJ/cos ọ 
si deci 


sin cos (V — q) sin d cos (4 — ọ) cos o 187 cos? o 
und, = 0) Bet IO Du e n (Y — p) RSR 
Lo Z ptg o p H 


astfel, încît expresia curentului devine 
| Bees Don ee 


Tensiunea la bornele contactelor este 


E V2 e 


_ 
La 


5 = a SA 
D lg cos (ot + d — p) + EV2 sin(b— 9) Sei |. 


sin o 


Din această relaţie, se vede jer itori 

; - că termenul tranzitoriu produce o supra- 

tensiune la bornele contactelor întrerupătorului. i 

pa Séng e tranzitoriu dispare dacă d = » adică dacă întrerupătorul 
„de a momentul pentru care tensiunea şi curentul au valorile 


E 


A Va cos e și E V2 


“sin p == 
Lo Z 
deoarece 
sin p = = ISLE m2 
ltte z 
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Supratensiunea dispare în cazul cînd p este infinit mare (e = 0), adică 
atunci cìnd intrerupätorul se deschide în momentul în care tensiunea trece 
prin maximum şi curentul prin, zero. 


Ea este maximă pentru.) = > + ọ, adică atunci cînd întrerupătorul 


EV2 


se deschide in momentul cind curentul are valoarea —— cos q. Amplitudinea 
0) 


termenului tranzitoriu de tensiune este atunci 


Ba Se = pa E = pa 
sin q ZLo Lo 

dacă oi este suficient de mare pentru a se putea neglija reactanta L?o? fata 

de el şi pentru a se putea lua deci Z & e, 

În practică, viteza de deschidere a întrerupătorului nu este atît de mare 
şi între cele două contacte ale întrerupătorului ia naştere un arc, care limitează 
imediat supratensiunea ce ar lua naştere; dacă deschiderea întrerupătorului 
nu se face într-un moment favorabil, acest arc se stinge în momentul cînd curen- 
tul trece prin zero (YJ = 0), termenul tranzitoriu al tensiunii avînd atunci 
amplitudinea, în valoare absolută, 


— 2 
/2 cos? e =E V2 —*—. 
E \ 2 cos? oe V Da a 


Această amplitudine este mai mică decît amplitudinea forței electromotoare 
aplicată circuitului dacă e are o valoare finită, şi este egală cu aceasta dacă o 
este infinit mare. 

Rezultă dar, că deschiderea unui circuit inductiv, în curent alternativ 
sinusoidal este mult mai uşoară decît în cazul curentului continuu. 


7.2.2.3. Curentul liber din circuit în cazul seurtcireuitärii la borne a 
sursei de curent alternativ sinusoidal. Fie un circuit electric inductiv format 
dintr-un rezistor de rezistenţă R, legat în serie cu o bobină de inductanta L 
și alimentat de o sursă cu forţa electromotoare alternativă sinusoidală de forma 


e = F 2 cos ot. 


înainte de scurtcircuitarea bornelor sursei, curentul forțat care circulă 
in circuit este 


unde 
Z=-VR+Do* gi teg=—: 


Dacă se scurteireuitează brusc bornele A gi B ale sursei, curentul ¢ din 
acest circuit se va anula, însă această anulare nu va fi instantanee, deoarece 
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energia À BI acumulată în cîmpul magnetic al inductantei nu poate sa se 
2 


aisipeze instantaneu (fig. 7.4). F. 
Sa Caserta din pineal va corespunde ecuaţiei * 


Ri + LS = 


a regimului liber si expresia sa este 


R 


ae $ 


as Ae bh" 


Fig 74 Scurtcircuitarea sursei Fig. 7.5. Diagrama curentului electric în cazul scurtcir- 
de curent alternativ într-un cuitării sursei. 
circuit electric inductiv. 


La timpul { = 0_, adică înainte de a se scurtcircuita sursa, curentul are 
valoarea a 


deci A = à şi atunci 
E V2 -Zi 
i = —cosge L - 
Z 
Diagrama curentului din circuit este dată în figura 7.5. 


_ 1.2.2.4, Aplicație numerică. Se dă un circuit electric inductiv format 
dintr-un rezistor de rezistență R, = 356 Q legat in serie cu o bobină de induc- 
tanta L = 0,638 H şi alimentat de o sursă de forţă electromotoare 


e = 3200 cos at. 


La un moment dat rezistenţa scade brusc la R, = 200 Q. Frecvența tensiunii 
alternative fiind f = 50 Hz, se cere să se stabilească regimul tranzitoriu al 


curentului și să se traseze curba reprezentativă între limitele t = —— si 
a 


27 
er © 
a) 


Lo = 


* Aplicind relaţia (3,199) problema se rezolvă imediat. Într-adevăr, vom avea 


EYS UE) 
= = 1 beweegen à + 
lp = ln = 0; b = z cos p gi deci i = args cos pe” 7! 
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N, 


Se 


Irtcir- 


| are 


mat 
juc” 


Ourentul în regim tranzitoriu este dat de relația (3.199). Înainte de vari 
rezistenței, curentul în regim forjat era Sr DEER 


is Ela cos (ot — 4), 
Za 


în care 
V2 E = 3200 V; Z, = VAR? + La? = 400 Q; 
RD set "e et ES 
9 Pi R, 356 VS DT 30°. 


= După variaţia rezistenţei şi stabilirea regimului forțat, curentul in 
circuit este | 


în care 
V2 E = 3200 V; Z, =VR2 + La? = 200 V2 Q; 


Lo 0,628 x 2m x 50 


te Da FE rrr NI TON = : = oe 
5 Pe Ry 200 l; ge 45 
Se obţine astfel, 
à EV2 3200 V3 E 
= S À = 6,93 A; 
ip = EE cos pi = SE = 48 = 6,98 A; 
Ai ai FINN cos IR GTA, 
Za 200 y 


Ecuația curentului în regim tranzitoriu devine 


Ra 

PRE: - 1/3 | cos COS Pal -F t 

i ==)? cos tot — p) + BV2 |A hle ii, 
Za Zi Za 


gau numeric 
à = 11,35 cos (wt — 45°) — 1,07 a't, 


Curba de variaţie a curentului se construiește uşor. 


7,2,3, CIRCUITE ELECTRICE FORMATE DINTR-UN REZISTOR 
LEGAT IN SERIE CU UN CONDENSATOR 


7.2.3.1. Încărcarea unui condensator în curent alternativ sinusoidal. 
Fie un circuit electric format dintr-un condensator de capacitate © legat in 
serie eu un rezistor de rezistenţă W gi alimentat de o sursă cu torţă electromo- 
toare alternativă sinusoidală (fig. 7.6) 


8 = Al V2 cos (wt LV). 
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Legea după care se încarcă un condensator în curent alternativ se obţine 


cu ajutorul relaţiei generale (3.209). 
Curentul permanent este 


S și tg ọ = , 


es IS cout + b+ o); 1= aa wRC 


iar sarcina electrică cu care s-a încărcat condensatorul în regimul forțat este 


"Ce pia + 
q =f tat = 272 sin (ui A + 9) = sin (ot + 4 + 9) 


0 


în care s-a notat: 


e C Q = V2 Lo. 
y SEI La timpul t = 0_ 


Fig. 7.6. Circuit electric serie 
cu R şi C, alimentat de o E 2 ch 
sursä de curent alternativ. do = © şi Gan = sin (4 + 9). 


Deci, regimul tranzitoriu de incarcare a condensatorului este 


SH 
q = Q sin (ot LbhtLei-Nemiétoie E. 
Curentul de încărcare va fi 


GH ‘ = t 
EE COS (wt + d + e) + 212 sin (4 + ©) e RC. 


În momentul închiderii întrerupătorului, la timpul î = 0_, curentul este 


lo = OË (W + oit Sa | = 


RC o 


aÈ EM A (a 
= VZ I [cos ( + 9) + te ọsin (Y + qi = PRT ÊÉE cos q, 


cos © 
deoarece 


008 p = —— SUP TRE 


VRP + jae)? ` 


De aici, rezultă că în momentul închiderii întrerupătorului, curentul este 
limitat de rezistența R din circuit gi este maxim dacă închiderea se face în 
momentul in care à = 0, Această valoare maximă este 


į 2a à Vă 
(0) mag ~~ ~ R \ 
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„Pentru a se vedea cit de mare este acest curent 
tudinea maximă a curentului forțat, se calculează raport 


in raport cu ampli- 
Ul iomar 1. Se găsește 


times FEU "UL pts: 
Vaca ARE a aup ET 


cos e 


ai Silt dl TE 
we 1 Kerg nl — + 
| es +Z) 
Fie, de exemplu, un cablu subteran pentru care 0 = 1 uF, R = 0,585 Q 
si pentru f = 50 Hz se obține 


1 106 
E 6440; 
oC  2x:50:0,585.1 


curentul în momentul închiderii întrerupătorului este deci de 5440 de ori 
mai mare decît amplitudinea maximă a curentului forţat. 
Rezultă deci, că, deoarece constanta de timp a circuitului este 


E GEO E 
adica 
Pat Ek 
T 


— 50 z = 30 x 1076 


dintr-o perioadă, curentul tranzitoriu de încărcare se stinge foarte repede 
si regimul forțat este atins în mai puțin de o jumătate de perioadă. 


7.2.3.2. Descărcarea unui condensator pe 0 rezistență. Să presupunem 
că, la un moment dat se scurteircuiteaza sursa care alimenta cireuitul studiat 


in paragraful precedent. , ee eS 
Înainte de scurtcircuitarea sursei, cantitatea de electricitate ce strabatea 


condensatorul este dată de relatia 
o = Q sin (wt + h + 9) 
in care 
Q = I Vala 
o, cantitatea de electri- 


în momentul scurteireuitării sursei, la timpul { 
citate cu care era încăreal condensatorul este 


date = fo = Q sin (ot ol, 


circuitaren sursei, cantitatea de electricitate 


În. regim forțat, după sourt orul descăreindu-se complet ; deci 


din condensator este nulă, condensat 


dp: 0; 


vazultă a Prion că şi 


dw = 0. 


Din relaţia (8.210) se obține aattel oxprosia saroinii electrice in regimul 
tranzitoriu de dosadroare a condensatori lui 


i 
q= Q sin (4 + pe Do, 
` Ourentul do descoğronro al condensatorului este 
1V2 
C 


See 1 -ző 
= m — o tO e ca A (pr ele ’ 


jar tensiunea la bornele acestuia 


Ge 1 
u = LÀ sin (b+ pe R= a sin (Y + ele 2° 


@ 


toate aceste mărimi, g, à şi wv, scad după o lege exponențială. 


7.2.3.8. Aplicație numerică. So dă circuitul electric format dintr-un 
condensator avînd capacitatea 0 = 1,06 uF, legat în serie cu un rezistor de 
rezistență R, — 1732 Q şi alimentat de o sursă cu tensiune alternativă cosi- 
nusoidală, avînd valoarea efectivă H = 2 kV. La un moment dat, rezistenţa 
creşte brusc la valoarea R, = 3000 Q. Frecvența tensiunii alternative fiind 
f = 50 Hz, se cere să se stabilească regimul tranzitoriu al tensiunii la bornele 
condensatorului. 

Tensiunea la bornele condensatorului fiind dată de relaţia 


wo +; 
G 


va trebui stabilită în prealabil încărcarea condensatorului în regim tranzitoriu. 
Aceasta este dată de relația (3.209). Tensiunea la bornele condensatorului 
se obține împărțind această relaţie prin 0, 

Înainte de variaţia rezistenţei, curentul în circuit era 


| E V2 
dë aya. oos (at + oul 
Zi 
in care 


BY2 = 2000 V2 V; 4, = |n ji 1 = 9.105738 Q; L = $:10° Q)}; 
C? «où Ca 


1 


tg pi = pag = VS i rezultă 9, = 60°. 


à C 


ul 


rit- 


du) 


De aici, se deduce sarcina electric, 


d, =| dt = gin (ut + e (7.2) 
eA După variația rezistenței gi stabilirea regimului forțat, curentul în circuit 
| E V2 
ty = ja COS (wt + ps), 
2 
in care 


E V2 =2000/2V; Z,= 


1 _ =310°/2Q; 
@? 


tg po =1; rezultă p, = 45°, 
de unde se deduce, ca mai sus, sarcina electricä corespunzätoare 


sYT 
IER 


a À 


t 
h = \ NOT in (wt + pa). (7.3) 


La timpul t = 0,, relaţiile (7.2) şi (7.3) devin 


EV2 
Zo 


; EV2 . 
l = — SIN Do. 
% = Ș (po Z, re Dia 


Rezultă dar, că in regimul tranzitoriu de încărcare a condensatorului, 
sarcina electrică are expresia : 


2 si RC 
E V2 E V2 [sn =| o R 
— wt + ps) + =—— Re 
q Z, 0 sin (wt + P2) + RUE S 
de unde, prin împărţire cu 0, se deduce + 


EV? sin @ sin Pa LS? 
d D sin (at + Py) +: |” Än — |: , 


4 = real ra Ce 


Za Co 


Bau numeric 


9 e= Mdl 
— 2820 V2 sin (wt -+ 45°) “+ 1008 s 


ii se construieşte uşor, 


Curba de variaţie a tensiun 


23. STUDIUL CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT ALTER- 
NATIV ÎN CARE SE TINE SEAMA DE AMBELE FORME 


DE ENERGIE 


7.3.1, CIRCUITE ELECTRICE FORMATE DINTR-UN REZISTOR, O BOBINA 
ȘI UN CONDENSATOR LEGAT IN SERIE 


4 


7.3.1.1. Formule utilizate, Regimul tranzitoriu fiind caracterizat în acest 

de probleme prin doi parametri, curentul din circuit şi tensiunea la bornele 

condensatorului, pentru rezolvarea lor este necesar a porni de la două ecuații 
diferenţiale şi anume, de la ecuaţia (3.214) 


di TETE 
EL + Rite iat =e, 


care defineste curentul in circuit, si de la ecuatia (3.215) 


du du 
CI raat CRT ne 


care defineste tensiunea la bornele condensatorului, ambele märimi fiind defi- 
nite in funcţie de forta electromotoare ¢ aplicatä circuitului. Cele două mărimi 
nu sînt independente una de cealaltă şi sînt legate prin relaţia (3.204) 


Soluţiile generale ale acestor ecuaţii * — relaţiile (3.222) 


e—ôt 
Q VLC 


U Ba T 


g — tiga) Sh (QE + a) + (io — tno) IE sh o 
si (3.223) 


säi 


D — 1,0) Vc sh (Qt — al + (Uo — Men) shot | 


pot fi utilizate in acelagi mod gi in cazul cirouitelor de curent alternativ, 
E LE rap Me natura regimului tranzitoriu ce apare în cirenitele 
lectrice sint aceleași, ele referindu-se numai la regimul liber nepi 
tric l | de funetionare 
a circuitelor, ` WEEN 


leg d e Închiderea unui cireuit electric format dintr-un condensator 
pt LATE m induetiv, pe o sursă de forță electromotoare alter- 
a inusoidală, Fie circuitul electric din figur ta i 

d , OI 7.7 V 
electromotoare S , alimentat de torta 


g = B Va cos (wt + di: 
se presupune că acest circuit este oscilant, 
* Vezi 3.6.3. 
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est 
ele 
ţii 


La timpul t=0 


-, înainte de închiderea intrerupätorului, 
Uy = 0 Și Za = 0. 


Dupa ëch intrerupator 


à CHANT ului si stabilirea, regimului forţat, curentul 


, 2) | 
tire mee COS (at + b — 9), 
in care 
R L £ 
Lo — oie = 
d N Co 
Z=\ 2 + (10 A); tg p =— E 
Co R 
e 
} , AU 
ar tensiunea la bornele condensatorului 
A "d EV2 . Fig. 7.7. Circuit electric cu R, L, 
Up =| p dt = sin (wt + 4 — o). C, alimentat de o sursă de curent 
C Jo Z alternativ. 
În consecință, 
E V2 ! E zir 
COD) ve z Sin ( (ër — 9); tpo = cos () — +). 


Introducindu-se aceste valori in relatiile (3.222) si (3.223) se gaseste 


_ V2E 
a | 


mall Zenn — 9) sin (Qt — a) + 


GE (7.7) 
Co 


tee [sin (V — +) sin (Qt + a) + 


Q VCL 


4 = Glen (ot + y — 9) — 
CoZ 


+ o YOL cos (4 — e) sin ol, (7.8) 


care sint relatiile generale ce dau curentul in circuit şi tensiunea la bornele 


Mono forma curentului si a tensiunii in câteva cazuri particulare, 


a) Presupunînd că în circuit rezistenţa Jr este neglijabilă, se cere să se 
determine tensiunea la bornele condensatorului. În acest caz : 


q Rui EEN 
R = LES fu — = Ee 
be Zi Vic am VGL 


Co à 
ig plein ee 


R 


kola 


00; rezultă 9 = 


Relaţia (7.8) devine 


u = dp [—cos (wt + |) + cos Ņ cos Qt — w VOL sin d sin Qt]. 


Dacă se face calculabilă prin. logaritmi expresia * 


cos d cos ot — a VOL sin d sin Qt 
se găseşte | 
| | 
Eu = EP [— cos (cot + 4) + Vi (o?CL — 1) sin?) cos (Qt+x%)]. 
CoZ 


| Amplitudinea totalä este deci egala cu suma aritmeticä a amplitudinilor 
termenilor de pulsatie œ și de pulsatie Q si depinde numai de , adică de faza, 
tensiunii la momentul închiderii intrerupätorului. 


„> În cazul cînd 
ee ty 2 LG —1<90 
rezultă 

1 

ver =Q >, 


adică pulsatia proprie a circuitului este mai mare decit pulsatia e a forţei 
electromotoare aplicate ; amplitudinea maximă a tenşiunii se obţine pentru 
sin ) = 0, adică în cazul cînd se închide circuitul în momentul în care forța 
electromotoare trece prin maximum **. Amplitudinea maximă este în acest 
caz egală cu de două ori amp ivudinea tensiunii în regim forțat. 

b) Cazul în care Q > w este cel mai des întîlnit în tehnică. La punerea 
sub tensiune a unui cablu, fenomenul acesta se produce întotdeauna, deoarece 
capacitatea cablului şi reactantele de scăpări ale transformatoarelor şi genera- 
toarelor formează un circuit oscilant. 


* F.= cos cos Qt — w GL sind sin Qt = cos Ÿ (cos Qt — o VCL tg 4 sin Qi). 
Punind 


| o VCL tg b= tg x, 
se obține succesiv 


co 
F = aM (cos y cos Qt — sin y sin Qt) = Sos ee (Qt + xX); 

cos ¥ cos x 
dar 
SD) — EE EE RRO RAO pai a aa iaz 
Get? VIF tg? cos } = cos IT GL te? ÿ = cost pro CL sin? p =/1+(e* CL—1) sin* g > 
deci 


F= UL + (ot CL — 1) sin? cos (Qt + x). 


** Derivind expresia (7.8) și tăcind { = 0, se obţine succesiv 


© sin (ot — GI — 
Le 6 ne A O sin Nt cos Y — Doll GE cos Qt sin Vi = o = o sin P+-Qe VGL sin d = 20 sin Ÿ = 


DE 
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Las wt ~ ë p, 


\ 


Pentru ilustrarea celor de mai sus, 


Fie un cablu al cărui curent de încărcare este 0,2 In I, fiind curentul 


nominal, si să presupunem că la funcţionarea in plină sarcină căderea, de ten- 


se consideră exemplul următor : 


siune inductivă în generator şi transformator este de 25 9%, 


fază. În aceste condiţii se obţine din tensiunea pe 


Da =021 și  IoL— 0,5 0, 


de unde, prin înmulţire, rezultă 
0Lo?=0,05 şi Q= = = 4,5 o, 


adică frecvența proprie a circuitului este de 4,5 ori frecvenţa tensiunii. 


„Dacă se presupune că pierderea de tensiune reprezintă 5 %, din tensiunea 
circuitului, atunci 


DE LE 5; ọ = 78°45’. 


tgo=— 
8 © R 0,05 


Se presupune acum că întrerupătorul se închide la momentul 


lt en ti 
V SE 


adicä in momentul in care tensiunea la bornele condensatorului ar fi fost 
maximă dacă regimul forţat s-ar fi stabilit instantaneu *. În acest caz, ten- 
siunea aplicată la bornele circuitului are amplitudinea 


U = [EV2 cos(wt + V)li-o = HE cos (ot + SS + 9) | = E V2 sin e. 


t=0 


Curbele de tensiune si de curent ale regimului tranzitoriu se construiesc uşor 


pe cale grafică. 
Se construieşte întii curba, 


u = Elsin (at + p — 9) 
p CuZ 


si se consideră ca origine a fenomenului tranzitoriu momentul cînd această 
4 £ t D + 
curbă trece printr-un maximum (fig. 7.8), 


sxistă decit termenul cores- 
re se presupune că nu ex 
P Agata se deduce DD ug as maximum, rezultă valoarea de mai sus. 


punzător regimului forțat, din care, 
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Se construieşte apoi cel de-al doilea termen al relatiei (7.8) 


AERIS e-8t gintQt + «) = — Ae” sini Mt + a). 


ees AVGE 


Fig. 7.8. Curba tensiunii la bornele condensatorului. 


Acest termen se construieşte Ușor, observind că el trece prin zero pentru 
valorile 


SÉ 

Q 
că valorile maxime sînt pentru 

kr 

t ees 

a man 


şi că amplitudinile scad exponential. 
Făcând suma acestor curbe, se obţine curba rezultantă care poate avea 
o formă oarecare regimul tranzitoriu putind crea şi un regim deformant. 


c) Se examinează acum un caz în care circuitul oscilant este în rezonanţă 
pentru frecvenţa tensiunii alternative aplicată circuitului. În acest caz 


Gia = i 
gi rezultă 
1 
Lo — Co 
te 9 = — “9 _ Clot —1—0; rezultă p = 0. 
R RC o 


LA RS 
Admiţind că in acest caz E este foarte mic şi că deci poate fi neglijat 


rezultă 
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| 
| 
i 
| 
| 
1 
| 
1 


tru 


vea 
ant. 


lä 


jija’ 


Do asemenea, 


ts a = Zi oo; rezultă a = 


5 


2L 


Cu aceste elemente, ecuaţia care dă expresia curentului tranzitoriu se 
poate serie | 


EURYS 


t 


{cos (cot ap Ver le cos V sin (wt — al + SC 
CO 


IO 


= PI? costat 4) (1 em? 


Reprezentarea grafică a acestei curbe 
se face imediat, ea fiind compusă din două 
curbe care se sumează uşor. 

În figura 7.9 a fost reprezentată aceasta 
curbă pentru cazul cînd Y=0, adică pentru 


: a 1 s Fig. 7.9. Curba curentului, în cazul re- 
cazul cînd închiderea întrerupătorului se face zonantei. 


in momentul in care tensiunea trece printr-un 
maximum. Constructia este mult simplificatä dach se observa cà aceasta curbà 
este o cosinusoidă la care amplitudinile crese după funcția (1 — e7°). 


7.3.1.3. Deschiderea unui circuit electric inductiv eu un condensator 
la bornele întrerupătorului. Fie un circuit electric inductiv, a cărui rezistenţă 
poate fi neglijată faţă de reactanţă, alimentat de o sursă cu forta electromo- 
toare alternativă sinusoidală 


e =BV2 cos (ot +4). 


Deschizind intrerupätorul, cele două contacte ale acestuia formează 
armäturile unui condensator, şuntat la bornele intrerupätorului (fig. 7.10). 
Să determinăm tensiunea u la bornele acestui condensator. 

Pentru rezolvarea problemei, se porneşte tot de la 
L relatiile generale. Se observa că, deoarece rezistența À este 
neglijabilă, O < 0 şi deci circuitul este oscilant. Pe de 
altă parte, luînd À = 0, rezultă | 
1 


BE seh 
We? 5 = 0; tg «= ©; deci « = d Q =; 


C astfel, încît relaţia (3.223), corespunzătoare unui sistem 
| en L ’ À d ~ de 

Fig. 7,10, Deschiderea unul oscilant, 80 poate sorte 

circuit electric inductiv, 

la care contactele Mis apically, PA (UN eme Mul 008 Qt + (ty — aal H = sin Qt. (7.9) 

patorulul formeazä arma- = Wp C 

turile unui condensator. 
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înainte de deschiderea întrerupătorului, curentul din circuit este 


+ E 2 he SE E 2 . 
§ ee cos(ot + Y} — ; ) =" sin(wt + dk 
deoarece, 


Lo 
LE Dee 


Este uşor de văzut, că la timpul t = 0_, înainte de deschiderea intreru- 
pătorului 
Soe a 
ele 


După deschiderea, întrerupătorului şi stabilirea regimului forțat, 


? 


=F sin (ot + 4), 


in care 


Z = Lo — Gë 
Co 
si | £ 
CEE EST CARPE i 
KE Cac Lia CAS (ON) 
si deci, la timpul t = 0,, rezultă 
ENZ . ; SEV 
150 = "e sin ȘI Uno = San COS d, 
astfel, încît relaţia (7.9) poate fi scrisă, 
EY2 sin. 
u = ——?|—cos (wt + b) + cos L cos o + — sin Qt. 7.10 
aa [eos (ut + 4) + cos esin} (r10) 


Să examinăm valoarea acestei tensiuni pentru diverse cazuri de intreru- 
pere, corespunzătoare formei curbei de curent din circuit. 
_ a) Dacă întreruperea, curentului se face in momentul cînd acesta trece 
prin zero (la timpul t= 0 şi d = 0), relaţia (7.10) devine 


EVA 
ee (— cos wt + cos Qt), 


de unde, rezultă că tensiunea la bornele condensatorului poate fi cel mult 
dublată din cauza regimului tranzitoriu și aceasta deoarece în general Q > o. 
La această concluzie, se ajunge ugor construind cele două cosinusoide. 
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i een 


l- 


b) Dacă însă întreruperea curentului se face într-un moment oarecare, 


diferit de zero, termenul al doilea ia j 
er o valoare foarte mare | 
eu cit coeficientul i E RE 


1 Q 
o VCL Véi 


este mai mare, adică cu cit pulsatia proprie a circuitului este mai mare față 
de pulsatia fortei electromotoare aplicate. 


Amplitudinea acestui termen poate fi scrisă 


mă ai E/2 sing ee L siny EI _ sing TE 
ZCo o CL ZCo COL Lo (CLw?—1)} C 
Dar, 
E 2 b $ 
SIS sin d == to 
Lo 


este valoarea curentului intrerupt, de unde 


SA ig Le 
TTL D ent | G 


Dacă se presupune că CL «w? este neglijabil fata de unitate, atunci se 
poate scrie 
A E 


La aceastä relatie se poate ajunge si direct, pornind de la bilantul energii- 
lor si scriind că energia înmagazinată în inductantä în momentul intreruperii, 
se transformä in energie electrostatica 


Vee o 


lr 


Ca o consecinţă practică a acestei teorii, construcţia întrerupătoarelor 
folosite în reţelele de curent alternativ este astfel făcută încît, arcul de ruptură 
care se produce între cele două contacte, să nu fie suflat mai înainte de a se 
stinge singur în momentul în care curentul trece prin zero. În acest fel, se evită 
să se producă la contactele întrerupătorului supratensiuni periculoase în momen- 


tul întreruperii unui scurtcircuit. 


7.4. UTILIZAREA MĂRIMILOR COMPLEXE LA STUDIUL 
REGIMULUI TRANZITORIU 


7.4,1, GENERALITĂŢI ȘI DEFINIŢII 


‘ A A H d ah in LU 

Studiul unui regim tranzitoriu constă din: i 
1, Determinarea regimului liber al sistemului ; acest regim comportă 
iodici, avînd anumiţi coeficienţi 


‘ati d i sau aperi 
o serie de termeni amortizaţi, pet iodici 8a CAN ATER o 
arbitrari. Problema constă in determinarea amortizării si a frecvenţei proprii 


a circuitului. 
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14 — 0, 229 


o. Determinarea regimului forțat. eh E S 
3, Suprapunerea acestor regimuri, determinindu-se apoi diverși coetl- 


cienti prin condiţii la limită. SS 
eege ae calea care a fost urmată de altfel și in cazul problemelor 


ce apar în circuitele de curent continuu* cit si în cele de curent alternativ**. 
Dacà studiul regimului fortat se poate face ușor, oricit de complicat ar 
fi circuitul, datorită formei algebrice liniare a ecuaţiilor care se obțin, studiul 
regimului liber este în general mai dificil, aici aparind ecuații diferențiale de 
diverse ordine. S-a căutat, în consecință, să se gaseasca metode simple şi 
pentru studiul regimului liber al unui circuit. Ze | 
Pentru studiul regimului liber mărimile variabile se pot reprezenta, prin 
mărimi complexe, metodă care, ca şi în cazul regimului forțat, poate să con- 
ducă la soluţia problemei mult mai repede decit metoda clasică generală. 
Gea mai simplă undă oscilatorie amortizata care poate lua naștere într-un 


circuit poate fi reprezentată prin expresia 
o E= A V2 78 sin Qt 


2 


în care 5 este factorul de amortizare al undei, O pulsatia sa proprie si T = à 
perioada sa proprie, care se mai numește şi pseudoperioada, deoarece unda se 
deosebeşte de o undă periodică sinusoidală obișnuită. 

Raportul a două amplitudini succesive de acelaşi sens ale acestei unde, 


diferind printr-o pseudoperioadă este constant, iar logaritmul natural al aces- 


tui raport este decrementul logaritmic al oscilatiei şi este egal cu y = òT. 

Forma cea mai simplă a unui regim aperiodic amortizat este Ac”ă, iar a 
unei unde aperiodice, care creşte de la zero spre un maximum, pentru à des- 
creşte apoi iar către zero, este dată de expresia 


y Ge A(e "1 eng SCH 


ciem = T. Punind 


expresia de mai sus devine 
DA cao OA 


Panta la origine a unei asemenea unde este Air, — 7,) si se obţine calcu- 


dy , 
lind |— Mere à ; 2 
7 Set fruntea sa, adică timpul care se scurge din momentul cînd 


apare, pînă în momentul maximului său, este dată de relaţia 


T _ Inrzg—Inr, 
y = ——— 


care se obține din ecuaţia Ges 
| di 


* Vezi 3,6. 
** Vezi 7,1.1, 
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NIORT, PR, Lëtze Pi cu 


___ Curentul sau tensiunea unui circuit elec 
lui OHM şi KIRCHHOFF 
Val, sau printr-o sumă de asemenea, termeni, cu exponent real 
si deci printr-o funcție sau o sumă de funcţii de forma 


tric, căruia i se pot aplica legile 
, poate fi întotdeauna exprimat; printr-un termen exponen- 


sau imaginar 


i=IVa © * cos (Qt + yọ), (7.11) 


in care J şi o sînt constante care urmează a fi determinate din condiţiile de func- 
tionare ale circuitului. 

Dacă ò şi Q sînt amindoi nuli, expresia (7.11) reprezintă un curent con- 
tinuu à = V2 cos y. Dacă Q=0 dar 740, expresia reprezintă un curent aperio- 
die a cărui amplitudine creşte sau descrește, după cum 3 este negativ sau pozi- 
tiv. Dacă 070 şi 5 = 0, expresia reprezintă un curent permanent periodic sinu- 
soidal. Dacă atît 5 cit şi Q sînt diferiţi de zero, curentul respectiv este un curent 
periodic sinusoidal amortizat*. 

Functiei (7.11) i se poate asocia un fazor plan avind modulul egal cu pro- 
dusul dintre valoarea efectivă a funcţiei periodice sinusoidale şi factorul amor- 
tizant şi ca argument unghiul acelei funcţii, expresia acestui fazor fiind** 


I == Ie ô git) — FePtriv, (7.12) 


în care s-a pus 
P= —5 + JQ, (7.13) 


8 si Q fiind mărimi reale. 


7.4.2. METODA GENERALĂ DE CALCUL A REGIMURILOR TRANZITORII 
CU AJUTORUL MĂRIMILOR COMPLEXE 


Rezolvarea unei probleme de regim tranzitoriu constă în a determina 
ji teristici ai mărimii căutate. Fie, în general, 
parametrii carac 


9) = 37 V2 «* cos (Q t + Ÿ), (7.14) 


expresia matematica ce defineste marimea căutată. Această mărime este carac- 
terizată prin parametrii à, (2, Y şi y. Dintre aceştia, primii doi, 8 si Y, se Jeter- 
mină în. condițiile de funcționare ale sistemului în regim libe ; EA ii + 
parametri se determina in condiţiile de funcţionare limită ale regimului comple 

: 6 im fortat). 
FREE poe regim ON; d, pornind de la ecuația de funcționare à SE 
mului serisä în mărimi complexe generalizate, peatun deter RE SA paramen on 
5 si O, se anulează membrul al doilea gi se 9 OUER SG AD san > Lo x 
rea sa (7.13); se identifica apoi părţile reale gi pat Ki EN Se tamgas À 
astfel un sistem de două ecuații cu două necunoscute, Su SR E en ee € $ ES 
rea celor doi parametri necunoscuţi. Se observă că soluţia este univoc dete 


tă deoarece à gi Q sint | ale, cont 
SME astfel, a o problemă de algebi ä. Int 


märimi reale, conform ipotezei tăcute. Problema se 
roducind valorile obţinute în 


căutat. Regimul permanent se 
egimului liber obtinindu-se 
sînt de determinat ceilalţi 
y. Pentru aceasta se scriu două condiţii de funcţionare la 
furniza astfel ecuaţiile necesare determinării acestor doi 


relaţia (7.14) se obţine expresia regimului liber 
calculează apoi prin metodele cunoscute şi se adaugă r 
astfel regimul tranzitoriu căutat, dar la care mai 
doi parametri Y şi 
limită, care vor 
parametri. 

Fie, pentru exemplificare, 
tionarea unui sistem oarecare es 


să rezolvăm următorul exemplu simplu : Func- 
te definită de ecuaţia diferenţială 


dy 1 
Mt Ny =f 


rim să găsim ecuaţia care caracterizează fenomenul corespunzător. 
Transformind ecuaţia diferenţială data, se obţine 


şi d 
MpY + NY = E. 
Pentru determinarea regimului liber, scriem ecuația fără membrul doi 


Cum Y # 0, rezultă ca Mp + N = 0, de unde se deduce 


p= EE 
M 
Rezultă "` 
SE Een 
M : 


şi expresia (7.14) devine 
— + N ; DA ne 
y = Y Va e M cos y — À e H 
Fie y, solutia corespunzätoare regimului permanent, dedusä prin mij- 


loace obișnuite și care depinde de forma f iei î : 
De corerpunzător E s a funcției de constringere f. Regimul 


N 
Y =Y Hn =Y HA T. 
Pentru a determina constanta A, să presupunem că la timpul t = 0_, 


valoarea regimului corespunzător j 
este Yo iar la t = 0} , acee regi i 
ou = a a regi 
permanent, Yp. Impunind aceste condiţii de limită se obţine a 


d Vo Yp T A 
-de unde rezultă 


A = Yo — Ypo 
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Regimul tranzitoriu căutat, va fi deci, 


N 
w t 


Y =Yy + (Yo — Yoo) en , 


relație analoagă cu aceea determinată pe altă cale în paragraful 3.6.2.1. 
„Din cele ce preced rezultă că metoda mărimilor complexe generalizate 
determină numai regimul de funcţionare liber al sistemului ; regimul perma- 
nent sau forțat de funcţionare a sistemului se determină pe căile obişnuite, spe- 
citice fiecărui sistem. Suprapunerea acestor sisteme și impunerea condiţiilor 
la limită determină ceilalți parametri ai ecuaţiei de funcţionare a sistemului. 


7.4.3. FENOMENE TRANZITORII ÎN ELECTROTEHNICĂ 


\ 


Pentru punerea in ecuatie a problemelor de regim tranzitoriu in electro- 
tehnică se foloseşte de obicei metoda directă a teoremelor lui KIRCHHOFF, obti- 
nîndu-se astfel, direct ecuaţia diferenţială a problemei. Calea este însă mai grea 
şi conduce de multe ori la calcule foarte laborioase. Se ajunge mai ușor la 
rezultat dacă se procedează ca şi în cazul regimului forțat cînd se utilizează 
mărimile complexe : se întocmeşte o schemă echivalentă în care inductantele L 
sînt înlocuite cu reactantele inductive complexe generalizate pL, capaci- 


tatile C prin reactantele capacitive complexe generalizate = si valorile instan- 


tanee prin vectorul complex generalizat asociat. La schema astfel obtinuta, 
se aplică toate metodele de calcul din curent continuu, obtinindu-se un sistem 
de ecuatii algebrice in p care se rezolvä in raport cu necunoscutele cautate, in 


general curentii gi anume, curentii liberi, prin fazorii lor asociati. Din aceste 
relatii se deduc apoi parametrii valorilor instantanee ale acestor curenţi. 
Adăugînd regimul permanent corespunzător și, dupa determinarea celorlalţi 
parametri, prin condiţiile la limită, se obţine regimul tranzitoriu căutat. 

Ecuația generală a unui circuit serie, stabilită cu ajutorul teoremei a 


doua a lui KIRCHHOFF, este 


| idt =". (7.15) 


fnlocuind mărimile instantanee prin fazorii asociați, relația (7.15) devine 


(2 + Lp + za) =U (7.16) 


Notind 
zip) = R + Ip + an (7.17) 


impedanta complexă generalizată à circuitului, relaţia (7.16) devine 


si reprezintă o formă generalizată a legii lui On. 
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Reluind relatia (7.17) a impedantei complexe generalizate, modulul ei 


este 
op CD WL 
Z(p) = b ar eee ‘| ap ot i mme) 


jar argumentul sau 
Q+- 


Beta (R 4 BL) (8 + CHS 


În cazul cînd circuitul nu are TRS expresia (7.17) a impedantei 


„se simplifică şi devine 


Z(p) = RÈ + pL 


cu modulul | 
e: Zip) =| (R + SL} + OL? 
si argumentul 


l QL 
y = arc tS Rua ; 


În cazul cînd circuitul nu are inductanță, expresia impedantei (7.17) 


devine 
Ali) pi Fe 


eu modulul 
2 
zip) =} pol Dont 
ala (8? + Q2) C a (8? + Q?) C? 


6 = are fr jen tall a 
(8? + (2?) RC + © 


şi argumentul 


Se poate defini o impedantä mutuală generalizată, pornind de la ecuaţia 


di 


Cr = — 
dt 


sau in märimi complexe 


Impedanta mutuală generalizată este Mp şi are modulul 


= VE + M 


214 
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şi argumentul 


u = arc A 


În cazul unui circuit format dintr-un condensator de capacitate C, şun- 


tat cu o conductanță G si străbătut de curentul tranzitoriu I, tensiunea la 
bornele sale este dată de relația Si 


Y(p) U =I 
în care 


Y(p) = G + pC 
este admitanta generalizată a circuitului, avînd modulul 
Y(p) = V(G — 30). + Q? 
şi defazajul fata de originea de faze 


é 


| 

© 
e 
O 
er 
Re 


7.4.4. APLICATII LA STUDIUL CIRCUITELOR ELECTRICE CU CONSTANTE 
LOCALIZATE 


7.4.4.1. Exemplul 1. Fie un circuit electric simplu format dintr-un rezis- 
tor de rezistentä R, legat in serie cu o bobina de inductantä L, cäruia urmeaza 
a ise studia regimul liber. Curentul tranzitoriu care ia nagtere in circuit 
este de forma 


i = I 2 e-5 cos (Qt + Y), (7.11) 
iar ecuatia cäderilor de tensiune este 
di 
p= ht —10- 
dt 


d 


înlocuind în această ecuaţie pe à cu JE CH QU D, se obţine 


(Lp + R)I =0 
Cum I 4 0, rezultă 
Lp mky 
gi deci, 
RI 
Da Ti 
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cum 


rezultà 


astfel, încît expresia curentului liber este 


R 


ss — 


i; P Uäeo ve 7 cs Ae 2, 


E 


expresie cunoscută. ăi: Bal 
Dacă tensiunea aplicată circuitului este 


e = E V2 sin (ot+y), 


curentul permanent în circuit este 


À) = 


p 


DE 

in care 
Z = [R + Le şi te p ==, 

astfel că regimul tranzitoriu în circuit este 


OS by UE Z sin (wt + 4 — p) + As 


SIE: 


Oe (7.18) 


Punind condiţia ca la timpul t = 0_ curentul tranzitoriu din circuit să fie nul 
pad) 


din relația (7.18) se deduce imediat 


regăsindu-se astfel, pentru regimul tranzitor, relația 7.1. 


7.4.4.2. Exemplul 2. Fie circuitul electric format dintr-un rezistor de 
rezistenţă Jr legat în serie cu o bobină de inductantà L si cu un condensator 
de capacitate 0, acesta din urmă guntat cu un rezistor de conductanti G 
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8) 


ul 


(fig, et ele sistomului de poate sorio imediat în 


aplicind legea lui Out generalizată, Se va găsi astfel, mărimi complexe, 


I(R + L) A =s 
A(R + pL) + tre 0. 


Oum Ja 0, se obţine 


CR + pL) (G + p0) +1 = 0 
sau 
P°LO + P(RO + GL) + RG +1 =0. (7.19) 
Înlocuind pe P cu valoarea, sa gi identificin d G 


părţile reale și părţile complexe, se obţine 
sistemul de ecuaţii 


O(G + RO — 2901) =0 


8 
7.20 
LO d — LO 52—GR- S(OR+GL) my Ze Fig. 7.11. Circuit electric complex. 


de unde se gäseste factorul de amortizare 


1/R G 
(+) 


şi pulsatia proprie a circuitului 


+ GI S ES EECH 
Gy as MERE ENT Sach) , 
SR SE TE 


Pseudoperioada oscilatiilor libere este 


Dacă, 


atunci Q devine imaginar gi din relaţia (7.13) rezultă că 2 devine real; pro- 
lema nu mai este posibilă, deoarece contrazice ipoteza și atunci se caută a 
doua soluție (Q = 0) si circuitul devine aperiodic, à goen d 
AE d și d dE foarte mici, astfel incit să se poată neglija ă* faţă de 
o”, atunci se obţine 


Q = TEN ’ 
VLC 


jar decrementul logaritmie al oscilatiilor este | al 
R+ = 
RC + LG G R + GZ? 
Eet "` T EE 
VCL SE 
C 
| 
in care s-a notat cu | 
z =]: f 
C 
impedanta caracteristica a circuitului. Ultima relaţie arată că, din punct de 
ductanta G aşezată la bornele con- T 


vedere al amortizării oscilaţiilor libere, o con 
densatorului este echivalentă cu o rezistenţă E 
tenta R. 

OBSERVAȚII: 1. Se puteau găsi aceste elemente şi dacă se pornea de 

la ecuaţia diferențială a căderilor de tensiune în circuit, care se stabilește după I 
cum urmează : fie u valoarea instantanee a diferenţei de potenţial dintre punc- 

tele A şi B (fig. 7.11). între punctele A şi B ale circuitului se pot serie ecuaţiile : 


— GZ? legată în serie cu rezis- 


een 


sau, eliminind pe î între aceste ecuații 


ro + (RO + La) = + (RG +1)u=0. 


VK Jee, op À. 


p, respectiv p°, se obţine 
U[p2LO + p(RC + LG) + RG + 1] =0 


adică tocmai relaţia (7.19), deoarece Uz 0. | 
2. Prima ecuaţia a sistemului (7.20) poate da şi Q = 0. În acest caz 


EE MIE iar Vëlo Age 
Py ARE de) 4 \L C Le’ 


ee cal! oste En mai mic decit primul termen al sumei, rezultă 
| a pozitiv si deci pentru un acelaşi circuit se obţin două con- 


| 
Înlocuind pe u cu mărimea complexă iar simbolurile de derivare prin 
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de 
on- 
ZS- 


de 
1pa 
nc- 


ile : 


prin 


: ca2 


stante de timp. Problema este deci nedeterminată ; nedeterminarea este numai 
aparentă. Într-adevăr, notind 


forma curentului liber va fi 
i, => ot (C0, 22" + CFE) 
unde 0, şi C, sînt două constante. Tinind seama de relaţiile 


et — chQ't + shQ’t şi ei = chQ’t — shQ’t 


punînd 
Ci — C, , . LAN. D 
G + G, ghy’ ş / 102 
Si cum 
1 
y= e 
E V1 = tgn2y 
relaţia de mai sus devine 
i = en) ch( Qe + 43, (7.21) 


o relatie asemanatoare cu relatia (7.11). In aceasta relatie sint de determinat, 
ca si in analoaga ei, valorile lui I’ si v’ si care se determina prin cone e 
la limită. Rezultă dar, că atunci cînd © este pur complex, sistemul considerat 
este aperiodic. Es GC 

fn concluzie, sistemul (7.12) se rezolva intotdeauna luind Q Ge a si ga 
sind, din cele două ecuaţii, pe ò şi pe Q; 5 este intotdeauna real : $ poate 
fi pozitiv sau negativ ; ( poate fi real sau pur complex ; dacă este See A ones 
regimul liber este pseudoperiodic gi expresia lui este data de rola ga a) ; 
dacă Q este pur complex, regimul liber este aperiodic şi expresia lui este dat: 

a, 21 i + a e, ae 

= "o LE cazuri cei doi parametri rămaşi se determină prin condiţiile 


la limita. 


7.4.4.3. Exemplul 3, Un circuit electric format din rezistoarele de rezistenţe 

Mot nee serie este ali tat de o sursă cu tensiunea constantă U. 

R, si R, legate în serie este alimentăt EE 
La un moment dat, 80 leagă in paralel pe rezistoru de rezis enti în S 

circuit K format dintr-o bobină de inductantä L legată in serie cu un condensa- 
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itat i % se determine forma curen- 

tor neinciireat de capacitate Q (fig. 7.12). Se cere 8 determine ee 

ului ce se st te în circuitul X. Aplicaţie numerică în ipotezele : a) 4, i 

ia nn R — 400 Q; în ambele cazuri y — 600 V, L = 0,1 H şi 

Gt j ur tanta, in cireui- 

i ul dat fiind alimentat de o sursă de curent cons S 

tul See fortat curentul este nul, astfel incit problema se reduce numai 
la stabilirea regimului liber in acest circuit. 


{pe 


Dome d 
Fig. 7.12. Circuit electric ; 


a) schema realä ; b) schema echivalenta. 


Fie à, curentul care circulă în rezistorul de rezistenţă R,, i, curentul care 
circulă în rezistorul de rezistenţă Ra și ie curentul care circulă în circuitul K. 
Aplicind teoremele lui KIRCHHOFF, ecuatiile circuitului sint 


U = Ry iy + Byte; U = Rl, + Bala, 
. di 1 e BR 1 

Bain = E+ + (isät Rel, =p Lit lo 
În = da + iz, L= 1,4 Is. 


Tinind seama, că, în cazul regimului liber U = 0 şi elimini 
între aceste ecuaţii, se obtine = si eliminind pe J, şi Le 


DT I Ry Ra RTE 
pel L3 + Fame Get 
Punind pentru simplificare 


RR 
BE si cum J, # 0 se obține 
OL p?+Chkp+1=0., 


Înlocuind în această ecuati j 
| ie p = ò + jQ, dezvoltind şi separind pärtil 
reale de cele complexe, se obţine sistemul oat ecuaţii Br PATES 


OL (82 — Q?) + OR SD +1—0 
2 OL E AT A) 
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£ 


jile 


| 


care rezolvat, dă — 


SU | — RASE TA 
ò T ON CS a at. 


Expresia curentului cäutat este de forma 
à = I, V2 et cos (Qt + 4), 
la care mai trebuie determinate J, si d, Scriind că lat = 0_, i, = 0, rezultă 
Ņ = + SS astiel că ecuaţia data devine 


is =I, V2 ei sin Qi. 


Punind apoi condiţia, că în momentul închiderii intrerupätorului care 
leagă circuitul K, la timpul t = 0,, condensatorul nu este încărcat, deci U, = 


= | i, di = 0, rezultă 


> di 


sau tinind seama de expresia curentului i, găsită mai sus şi de faptul ca in 
acel moment 


U 


i. = ———1 
Ry ap Ra 
se obţine 


al R, 


[= — 
TT GY SHO) 23h CIR; 


si deci expresia curentului cautat este 


N EU sim Or. (7.22) 


în cazul cînd Q este pur complex se aplică acelaşi raţionament asupra 
unui curent de forma 


i, = DIS etch (Q't LA | 
Problema se simplifică însă in cazul de faţă, căci punind 
= jQ 


expresia (7.22) a curentului devine 


ja a la i Veti sh ON 
LO! Rit Ra 


circuitul K fiind aperiodic. 


Cunoscind pe îs, se deduce imediat i, şi iz, găsindu-se 


pa RU Ra Bs sin Ot) saul 
Loue R + Re LQ R + Re 


U i E arad EE e sh où |; 


AR LA LO’ BR, + RP, 

b Er — Re = Ba asin Où | sau 
2 Fated LO R+ Re 

a ch or) 

2 R + R: LQ’ R, + Re 


Pentru datele numerice se găseşte: 
cazul a) è= —100 şi Q = 300, | 
da = 7,5 (1 + 0,67 e—10ct sin 300 DA. 


ig = 7,5 (1 — 0,67 2-1! sin 300 t)A, 


ig = 10 e-1% sin 300 {À ; 


cazul b) 5 = — 1000, Q =j 449, 
i, = 0,75 (1 + 4,5 2-19! sh 499 t) A, 
i, = 0,75 (1 — 4,5 2-1! sh 499 4) A, 


ig = 6,69 710 sh 4997¢A. 


7.5. REGIMUL TRANZITORIU AL UNUI CIMP MAGNETIC 
INVIRTITOR 


7.5.1, SCURTCIRCUITAREA ALIMENTĂRII UNEI ARMATURI TRIFAZATE 
PRODUCIND UN CiMP MAGNETIC INVIRTITOR 


Fie o armäturä a unei mașini electrice trifazate cu 2p poli ale cărei infa- 
suräri sînt alimentate cu curenţii trifazati (5.38), in care s-a tăcut m = 1, 


1, =I cos (wt — 8), 


i, = I cos fut — + — 8). 


mil cos fut +i- db 
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„Aceşti curenţi produc în cele trei înfăşurări cimpurile de inducţie magne- 
tică (5.35) care dau în intrefier un cîmp magnetic invirtitor (5.39) 


D = SEN COS (p9 — wt + B). 


Fig. 7.13. Scurtcircuitarea infasurarilor unei Fig. 7.14. Anularea curenților in armătura trifazată scurtcir- 
armături trifazate. cuitată. 


Să presupunem că la momentul t = 0,, se închid cele trei înfăşurări in 
scurtcircuit (fig. 7.13). În acest moment, curenţii în diversele faze sint 


2 - 2T 
Za = I COS (—B), too = 1 COS =) (iy = IL (00 (e+ ); 


iar cimpul magnetic rezultant 
b, =~ Al cos (p 0 + B). 
2 


Dacă R este rezistenţa fiecărei faze si £ inductanta ciclica corespunzatoare, 
atunci cei trei curenţi se vor anula după legea (fig. 7.14). 


R t 
: TR 
Gu = L cos Be d 


—-—t 
2T e E 
Se H E EE pen (7.23) 
2T Rio 
(i ade (OS (82 


Cimpurile magnetice produse de aceşti curenţi, la o distanţă 0 de axa 
primei faze, vor fi 


R 
t 


R, AI : der 
by, = AI cos pô cos e £ = [oos(p0 — B) +r 008 (pO + Be 
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R 
by = Al 008 (no) oon (8 +4) Te Lie 


R 


aa | 
hope) +008 mg le us 
2 3 
2r ee | 
ba = AT oos (p0 +25) cos (8-55) € £ = 


FR 
= 41| cos [0 += = d + cos (p0 + J 24 


Cimpul magnetic rezultant intr-un punct al spatiului va fi deci, 


RB P 
CET zg" 7.24 
b, = = AI cos (p0 + P) RTS bg (7.24) 


Rezultă deci, că în punctul 


Dour 
P 


din intrefier, cimpul magnetic este in permanență fix în spaţiu. Acest cîmp se 


anulează după legea exponential’ e” £". Valoarea lui inițială este indepen- 
dentă de momentul în care începe regimul tranzitoriu. 

Din tele ce preced, rezultă că în cazul unei armături trifazate, alimentată 
de la o reţea electrică trifazatä simetrică, care produce în întrefierul acestei 
armături un cîmp magnetic invirtitor, dacă la un moment dat se întrerupe 
bruse această alimentare, atunci cîmpul magnetic invirtitor se opreşte bruse 
în raport cu armătura gi se anulează apoi după o lege exponențială. Acestui 
cîmp fix tranzitoriu îi corespunde un sistem de curenţi aperiodici care străbat 
intășurările celor trei faze ale armäturii, a căror sumă algebrică este nulă în 
orice moment și a căror valoare relativă depinde de momentul în care se pro- 


de none circuitului. Aceste valori se pot deduce uşor din relaţia 


7,52, EXPRESIA GENERALĂ A REGIMULUI TRANZITORIU AL UNUI CIMP 
MAGNETIC INVIRTITOR 


Să reluäm expresia (5,38) a curenților trifazati, care alimentind mă 
pré, tritazată cu 2p poli, produc, într-un sunat situ HES Dap ma Q arma 
fazel 1 cimpul invirtitor (5,44) | punot: aitpab larg: distanță:6 de aza 


b => AI, eo (p0 — wt + 6). 
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La timpul t = 0, curenţii în diferitele faze gint: 


tio = Jo 008 B, 


iar cimpul magnetic produs de acesti curenti este 


b = Aly cos (p0 +). 


La un moment dat, se schimbă brusc condiţiile de alimentare ale armäturii 
(forţă electromotoare, frecvență etc.) în vederea modificării valorii cimpului 
magnetic. Dacă noul regim constituie regimul forţat al sistemului, valoarea, 
curenților permanenţi care vor produce noul cîmp magnetic invirtitor perma- 
nent, corespunzător situaţiei finale căutate 


3 
? 2 


b AI, cos [p0 — (wt — il 


vor fi 


Zu = I, COS (wt — y), 


9 
tog = I, COS [ot —Y— Zb 


) 2T 
tog = 1, COS [ot —y + ali 


Curentul nu atinge, însă, această valoare instantaneu oi trecerea de la 
valoarea i, la valoarea î,, se faco după legea (3.199) 


i = tp + (ty — lo) € d 
în care R este rezistenta întăguării unoi fase gi € induotanta sa electivă, sau 


ciclică, iar 4, valoarea curentului permanent à, la timpul ¢ = 0,. Tn cazul con- 
siderat rezultă 


ipo = dp 008, Y, 


, An 
doog = dp 008 À Y cb SA À 


4 ] an 
nos 7 ep CON ji Y ; 


225 


6-9, 22 


de axa primei faze, cim- 
introducind in 
entilor dati de relaţiile (3.199). Înlocuind apoi - 
sumele corespunzătoare și adunînd, se 


într-un punct N al intrefierului, situat la distanța 0 
purile magnetice pe care le vor produce fiecare fază se obțin 
expresiile (5.35) valorile cur i 
produsele respective de cosinus prin 
obține expresia cimpului rezultant 


R 
3 pi 
es Af, cos [p89 — (wt — y)] + SAT cos (po + 8) ——AI, cos (pO+ d e £ 
2 2 2 
adică 
zi, 
(7.25) 


5 = B, + (Bo — Boo) © 


Cimpul magnetic astfel obtinut provine deci, din suprapunerea peste 
cimpul magnetic ‘nvirtitor al noului regim, B,, care se roteşte eu viteza 


©, à unui cîmp magnetic tranzitoriu 


Beer e 
Bi (Bo Frei Bo) © 
eare, in functie de elementele circuitului poate fi pus sub forma 


R 
B= Ž Al, cos (pO E)E e!» (7.26) 


_ in care 
m= +i —1, 1, cos (8 — y), 


I, sin B — I, sin y 


toie 


I, cos B — I, cos Y 


Acest cimp magnetic tranzitoriu este maximum într-un punct al spațiului 


0 = — >: 


P 


independent de ti A A à CHE : 

fie in rap Gre SE În consecinţă, câmpul magnetic tranzitoriu este un cimp 

ral, amplitudi ura care îl produce. De asemenea, se observă, că în gene- 

te în inea acestui cîmp magnetic tranzitoriu este independentă de 
care se produce schimbarea regimului. 


7.5.3, APLICAŢII 


7.5.3.1. Oprirea unui cim i i 

; Li p magnetic învirtitor. În cazul opririi A A 

sait Dior, in regimul forțat I, = 0 si deci B Sag 2 tă P Ap 
relaţia (7,25) devine P p = 0, rezultă Bp = 0, 


R 


- —— É 
— £ 
b Lued Bye ` 


adi ati f 
adică se regăseşte relația (7.24) stabilită direct mai înainte 
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7.5.3.2. Stabilirea unui cimp magnetie invirtitor, În cazul stabilirii unui 
cimp magnetic invirtitor, de exemplu la pornirea unui motor electric asin- 
cron, B, = 0 şi regimul tranzitoriu este dat de ecuaţia 


b = B, — B, 


Cimpul magnetic permanent poate fi 
reprezentat printr-un vector de lungime 
constantă, QA, care se roteşte cu viteza 


de sincronism Sed ; extremitatea lui va des- 


crie deci un cere. Cimpul magnetic liber, 

R 

—-—t 

B,< * ,vafireprezentat printr-un vector 
fix, care, la momentul initial este egal şi 
opus vectorului B, , aceasta deoarece în acel 
moment cîmpul magnetic rezultant este 
nul. Rezultă deci|B,0l = |B,|. În timp ce 
vectorul B, se roteşte şi extremitatea sa 
descrie un cere, vectorul Ga rămîne fix, 
păstrîndu-și direcţia, amplitudinea lui scă- 
zînd însă după o lege exponențială. Rezul- 
tanta va fi reprezentată de un vector a cărei 
extremitate pleacă din centrul cercului şi 
descrie o curbă, la început excentrică, dar 
care tinde progresiv către cere (fig. 7.15). 

Pentru un observator care s-ar deplasa 


de-a lungul armăturii cu viteza K plecînd 


din punctul A, cîmpul magnetic rezultant 
apare ca suprapunerea unui cîmp magnetic 
alternativ de pulsatie œ si cu amplitudinea 
scäzind exponențial, peste un cîmp magne- 
tic constant de amplitudine OA = B, 
(fig. 7.16). În figura 7.17 este dată osci- 
lograma pornirii unui motor electric de 
inducție (motor asincron), variația vitezei 
de rotație a acestuia coincizind cu variația 
vitezei cimpului magnetic învîrtitor care 
se stabilește la pornirea motorului. 


R 


n | 


Fig. 7.15. Hodograful unui cîmp invirtitor la 
pornire. 


Fig. 7.16. Curba de variație a unui cîmp 
învîrtitor la pornire, 


Fig, 7,17. Oscilograma vitezei unui motor electric de inducţie la pornire. 
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Capitolul VIII 


CURENTUL ALTERNATIV POLIFAZAT NESIMETRIC. 
REGIMUL DEZECHILIBRAT 


8.1. GENERALITĂŢI 


Un sistem energetic polifazat se spune că este simetric şi echilibrat, atunci 
cînd fazele sale sînt egal şi simetric încărcate, iar sistemul tensiunilor de ali- 
mentare este simetric. 7 

Prin încărcare egală, se înțelege încărcarea cu sarcini egale, adică cu 
sarcini, care reprezentate prin impedanfe, au acelaşi modul şi același argument 
față de o origine comună arbitrar aleasă. 

Prin încărcare simetrică se înţelege repartizarea şi aşezarea sarcinilor în 
acelaşi mod pe toate fazele sistemului. 

Într-un sistem echilibrat, alimentat cu un sistem de tensiuni simetrice, 
curenții care iau naştere în diversele elemente,precum și căderile de tensiune 
corespunzătoare, formează sisteme polifazate simetrice. 


Prin sistem polifazat simetric se înţelege acel sistem la care modulele 
diverșilor fazori reprezentativi ai sistemului (de tensiune sau de curent) sint 
egale şi aceşti fazori sînt depärtati unul de altul printr-un unghi egal cu 2r/m, 
m fiind numărul de faze ale sistemului. Rezultanta unui asemenea sistem este 
întotdeauna nulă. 


De asemenea, în sistemele echilibrate, diversele faze nu au o influență 
reciprocă una asupra celeilalte. 


à In cazul cind intr-un sistem energetic polifazat, cel putin una din condi- 
fille de mai sus nu este îndeplinită, sistemul corespunzător devine un sistem 
nesimetric sau dezechilibrat *. Astfel, un sistem energetic, polifazat, egal si 
simetric încărcat, devine un sistem dezechilibrat dacă tensiunile de alimentare 
sint diferite fie ca modul, fie ca argument; de asemenea, sistemul energetic 
polifazat, alimentat cu un sistem de tensiuni simetrice, este un sistem dezechi- 
librat dacă diversele sale faze sînt încărcate cu sarcini diferind fie ca modul, 
fie ca argument. 

Cauzele care produc un dezechilibru într-o reţea sînt de donă feluri: 
unele temporare, altele permanente. 

Dezechilibrul temporar se datorează influentei asupra sistemului a defee- 
telor care pot fi de natură foarte diferită. Studiul regimurilor dezechilibrate 
temporar este în special important pentru teoria si concepţia dispozitivelor 
de protecție, precum si pentru studiul stabilităţii rețelelor electrice. 


Er În neers tehnică, se obișnuiește a se folosi fie denumirea de sistem nesimetric, fie denu- 
D E sistem dezechilibrat. O hotärire internati ais ai 

nirea de : ernațională sau natională în această chestiune a fos 
iată incă. stiune nu a fost 


230 


O reţea electrică trifazată, car ilibrată gi si j 
prezenta un dezechilibru temporar TEE a SE ie 
defecte se pot produce între două sau mai multe conductoare ale Totale, Se 
fără punerea la pămînt à vreunuia din aceste conductoare. În general ' ageme- 
nea dezechilibrări se caracterizează prin apariția în rețea a unor curenți de succe- 
siune inversă sau nulă şi prin perturbații în simetria tensiunilor. 

Dezechilibrul temporar dispare odată cu dispariția cauzei care il produce 


şi este folosit în dispozitivele de protecție a rețelei tocmai - 
‘are dau naștere acestui regim. t t cmai împotriva defectelor 


Dezechilibrul permanent se produce atunci cînd o rețea este încărcată 
disimetric din cauza unei repartitii defectuoase a sarcinii pe cele trei faze. În 
acest caz, gradul de dezechilibrare este destul de mic. Se poate întîmpla totuşi 
ca acest dezechilibru să fie destul de important atunci cînd este necesar să se 
alimenteze un aparat monofazat dintr-o rețea electrică trifazată, cum ar fi, 
de exemplu, un cuptor electric monofazat sau aparatele de sudură electrică. 


Studiul regimului dezechilibrat nu se mai poate face considerînd sistemul 
polifazat format dintr-un număr de sisteme monofazate egal cu numărul faze- 
lor sistemului dat, formate fiecare în parte din cîte o fază si un conductor de 
întoarcere, real sau fictiv, neutrul sistemului, studiu ce se face de obicei pe o 
singură; fază, faza de referință gi concluziile obținute extinzindu-se şi asupra 
celorlalte faze, prin rotirea curentului obținut cu argumentul tensiunii cores- 
punzätoare *. 

Pentru rezolvarea sistemelor dezechilibrate se folosesc metode speciale, 
care pot fi împărţite în două categorii : metode directe si metode prin utilizarea 
coordonatelor simetrice. Aceste metode vor fi examinate în paragrafele următoare. 


8.2. METODA DIRECTĂ DE CALCUL A SISTEMELOR 
NESIMETRICE ȘI DEZECHILIBRATE 


8.2.1. REPREZENTAREA TOPOGRAFICĂ A TENSIUNILOR * * 


Forţele electromotoare ale unui alternator trifazat pot fi reprezentate 


grafie prin trei fazori concurenți, egali ca mărime ȘI defazati succesiv unul 


fata de altul cu un unghi egal cu Zu , aceasta dacă se presupune că sistemul 
3 


este echilibrat si simetric. În caz contrar, cei trei fazori concurenfl pee 
oricum, atit ca defazaj, cît şi ca mărime. Punctul de pune tt or re 
drept potential de origine al sistemului — potenţialul S eee 
luat, in general, egal cu zero. Aceasta reprezentare = EC Ge 
topografică a tensiunilor sau diagrama tensiunilor (fig. 8.1). te oe MT TL 
tensiunile intre faze se măsoară prin fazorii Er) EEr DATES LS TS 
Să presupunem ca aceste trei forţe gl sui dE à OS 
alternatoare monofazate, ale cäror rotoare sint mon A : D SE ` Ge a Sole 
late unul fatä de altul cu 1/3 din perioada. Fazele Gu ceda AE alterna- 
mutuală între ele si problema poate fi tratată ca problemele urent altern 


tiy monofazat. 


* Vezi Capitolul V. 


problemel, expunerea acesteia se va face pentru 
** Fără a micșora cu N 


în sistemele energetice moderne, Pentru un sistem 
i] practic este minim, 


imic generalitatea 


» ele site 
sistemele trifazate, ele fiind aproape unicele folosit 
cu m faze, problema se generalizează ime( 


liat, însă interesi 


GI | rei foi i legate în 
Să presupunem de asemenea că cele trei forte electromotoare, 
stea, dëergese un receptor trifazat montat ȘI el în stea. Fie Z A impedanfa 
fiecărei faze a alternatorului, Z; impedanta fiecărei faze 2 liniei electrice şi 
Z, impedanta fiecärei faze a receptorului. Curentul la receptor, presupus eg 


încărcat, este dat de relaţia 


g One 
=1 Za+Zu+ Za 


Curentul pe fiecare fază poate fi repre- 
zentat în diagrama tensiunilor, prin trel 
fazori egali si defazati fata de fazorii 
reprezentativi ai forţelor electromotoare 
corespunzătoare, cu unghiul 9. 
Cunoscînd curentul si defazajul 
său fata de forţele electromotoare ale 
alternatorului, precum şi impedantele 
respective (ale alternatorului, liniei 
electrice şi ale receptorului), se poate 
găsi imediat tensiunea pe fază şi la bor- 
nele alternatorului. Pentru aceasta, se 
va scădea pe fiecare fază căderea de 
tensiune respectivă, obtinindu-se iarăși 
trei fazori simetrici Of OU» OUs 
care vor fi defazati fata de fazori 
care reprezinta forta electromotoare cu 
Fig. 8.1. Topograma tensiunilor unui sistem trifazat. unghiul 9, reprezentind defazajul pro- 
priu al sistemului. Tensiunea la borne 
va forma de asemenea un triunghi echilateral, rotit fata de triunghiul echila- 
teral al forţelor electromotoare cu același unghi 0. 
cazul unei sarcini dezechilibrate, triunghiul tensiunilor este deformat. 
Fie de exemplu acelaşi sistem trifazat simetrie si echilibrat, la care se presu- 
pune că una din faze este în- e 
trerupta (fig. 8.2). | m M 
Cele două impedante 
sînt acum în serie şi sistemul 
sarcinii se prezintă ca şi cum Z 
ar exista aas SE (A) 0 N (R) 
tă căreia i se aplică tensiunea ` 


LR, = |E; — Bull = DIER I a 
y Fig. 8.2. Sistem tri i a a 
Prin samo, auventaletn cir: £ stem trifazat simetric cu o fază întreruptă. 
cuit, deci curentul produs de alternator, va fi 


VS. OE 
Lli s =. = 


H r; 


Se ue aplicind a doua teoremă a lui Kimonnorr circuitului T, T’, N, II, 
3 ’ e 
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Forta electromotoare T, între fazele alternatorului se repartizeaza 
în două parti egale pe cele două impedante identice ale sarcinii; fie By, = 
= Epu aceste forte electromotoare. Din diagrama, tensiunilor se vede imediat, 
că între punctul neutru al alternatorului gi punctul neutru al sarcinii, există 
o diferență de potential Dan iar tensiunea dintre faza întreruptă şi punctul 
neutru al sarcinii este Hex Si este mai mare decât tensiunea corespunza- 
toare pe faza alternatorului. Diagrama completä a tensiunilor se construieste 
acum Uşor. geltet 

Dacă I, si Z, sînt cei doi curenti produsi de alternator, conform primel 
teoreme a lui KIRCHHOFF, acestia sint egali si de sens contrar si sint defazati 
cu unghiul ọ faţă de forța electromotoare — 
Em care i-a produs. Scäzind căderile de Ex 
tensiune corespunzatoare din forta electromo- 
toare aplicată, se găsește tensiunea, la bornele 
alternatorului, precum şi tensiunile pe fază 
în acest caz (fig. 8.3). Triunghiul tensiunilor 
la borne, în acest caz, nu mai este echi- 
lateral. 

Ceea ce s-a spus pentru cazul cînd una 
din faze este complet întreruptă, se poate 
spune şi pentru cazul general cînd cele trei 
faze sint inegal încărcate. In acest caz, 
triunghiul tensiunilor la borne va fi 
oarecare. 

Diagrama tensiunilor poate fi constru- 
iti si experimental, mäsurindu-se diversele 

tensiuni intre faze şi fata de punctul neutru Fig. 8.3. Topograma tensiunilor sistemului 
si construindu-se fazorii respectivi. trifazat cu fază întreruptă. 


8.2.2. CALCULUL CURENȚILOR LA O ÎNCĂRCARE NESIMETRICĂ 
ȘI DEZECHILIBRATA 


= 8.2.2.1. Generalități. Problema generală care trebuie să fie rezolvata in 

sistemele energetice trifazate este următoarea : fiind date forțele electromotoare 
induse în fazele alternatorului si impedantele pe fază ale generatorului, liniei 
electrice și sarcinii, se cere să se determine curenţii pe fază. 

Problema se rezolvă diferit, după cum sistemul energetic trifazat are fazele, 
atit ale generatorului cit gi ale receptorului legate în triunghi sau stea, san 
unele în triunghi şi celelalte în stea. | 

Pentru determinarea curentilor se aplică metodele de calcul cele mai 
potrivite problemei respective, sistemul trifazat fiind tratat ca un circuit 
oarecare, 

Astfel, în cazul cînd fazele sistemului trifazat sint legate în triunghi 
atit la sursă cit gi la receptor, determinarea curenților în diversele elemente 
ale circuitului se face prin metoda obişnuită a buclelor *, 

i În cazul cînd fazele sistemului trifazat sînt legate în stea atit la sursă cât 
şi Ja receptor, determinarea curenților în diversele elemente ale circuitului se 
poate face aplicind direct fie metoda buclelor, fie metoda perechilor de noduri **. 


mg 


$ Vezi 


4.2.5, 
** Vezi 4.2.7. 


$ 
A 
4 
i 


orului este egal cu 
la bornele fiecărei faze este 
care are un anumit modul $i un 


Se admite că potenţialul punctului neutru al generat 
zero. În aceste condiții, la mersul în gol, potențialul 


egal cu forța electromotoare indusă în fază, 


anumit argument. | 
i e acum CH se cunoaşte potenţialul punctului neutru al 


Dacă se presupun de potential la pornele fiecärei 


RTE “so va cunoaşte gi diferența : 
sarcinii, rezultă că se V gte § i f ta între tensiunea pe fats 


faze. Într-adevär, acestea sint egale cu diferen i, k 
bornele generatorului la mersul in gol și tensiunea punctului neutru al sarcinii. 
gi impe- 


` Ounoscînd diferenţa de potential la pornele fiecärei faze precum 
danta sa totală, se găsește imediat; curentul căutat, în mărime #1 în faz; CU 
ajutorul acestuia se poate construi în orice punct al sistemului, potenţialul 


respectiv. Se poate determina astfel şi căderea de tensiune, de la mersul in 
gol la plină sarcină, a fiecărei faze. 

în consecinţă, rezolvarea problemei generale a unei distribuții, într-un 
sistem trifazat dezechilibrat, avînd fazele legate în stea, constă în determina- 
rea potenţialului punctului neutru al sarcinii. 

Determinarea punctului neutru al sarcinii se poate face atit analitic, cit 
şi grafic. 
În cazul cînd în sistemul trifazat o parte din elemente sînt legate în stea 
şi altele în triunghi, problema se rezolvă prin aplicarea metodelor de calcul 
cele mai potrivite. 

Se vor examina pe rînd cazurile cele mai frecvente de probleme ce pot 


apărea în practică. 


822.2. Calculul sistemelor trifazate dezechilibrate avind generatorul şi 
receptorul cu îazele coneetate în triunghi. Să considerăm cazul cel mai 

general cind generatorul 
2 este nesimetric, avind for- 
tele electromotoare pe cele 
trei faze inegale, si dezechi- 
librat, avind impedantele 
pe fază inegale; presupu- 
nem de asemenea că linia 
3 electrică trifazată este ne- 
Bee en 3 simetrică şi sarcina 
Fig 8.4. Sistem trifazat complet cu conectare în triunghi. SEHR (fie. = Ac 


clelor, vor fi de determinat patru curenţi dati de ER metoda bu- 
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(Za j “be f Leu) o ap Z = = ~ Sa 
a bec “ab be € 
Zahl o | (Za pi) oh hiya)! à d J 
| | | | = b — 0 “12° R Get ab 
Le G / 4 / 2 d | ] — Z = —E 
; Zy Yat (Zu + Lot Lie Zy)de d i ! 
= 31 -R be 
Z J eg l 2 Soe 
DS 12 Ko Ze + (Zat Zeck Z,,)Jp=0 
e , A í )01 cure ji j 
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Fa 


(8-4) 


y 0 f 


etaient ee 


— curenţii din bobinajele generatorului 


In = Je — Ja; În = Ja — de; Lo = dos 
— curenţii din linia electrică 

Je ga ck dat es dan b= cc dei 
— curentii din receptor 


Lio = Jr — da Ia = In; rdc 


Ecuatiile (8.1) se simplificä in anumite cazuri particulare. Astfel, dacä 


puterea generatorului este foarte mare în raport cu puterea absorbită de sar- 


cină, atunci căderile de tensiune in generator sînt neglijabile şi deci se poate 
lua 
Za = Lye SC? Zea =0 


şi decid, = 0. 

Dacă în loc să se dea forțele electromotoare ale alternatorului se dau 
tensiunile la bornele acestuia, sau, ceea ce este totuna, se dau tensiunile la bor- 
nele rețelei într-un punct oarecare al acesteia, atunci Je = 0; situația este 
analogă cu aceea din cazul precedent. 


89.9.3. Calculul sistemelor trifazate dezechilibrate avînd generatorul 
şi receptorul conectate în stea. Fie sistemul trifazat reprezentat; în figura 8.5, 
presupus complet dezechilibrat şi ca tensiuni si ca impedante. Între punctul 
neutru O al alternatorului si punctul neutru N al sarcinii există o diferență 


a | Zia cp Ze 


Fig. 8.5, Sistem trifazat complet cu conectare în stea. 


de potential Z, ; în cazul cînd aceste două puncte neutre sînt legate printr-un 
conductor, prin acesta va curge un curent şi căderea de tensiune în conductorul 
respectiv va fi egală tocmai cu această diferență de potential. Pe de alta parte, 
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ate determina tensiunea la bornele 
ina curenţii căutați. 


cunoscind această diferență de potenţial, se po 
faze, de la punctul neutru al 


saroinii pe fiecare fază şi deci se pot de ermina 
Fie Zi, Za si Zs impedanta totală a fiecarel 


generatorului la punctul neutru al receptorului, adică 


Z = Za + Zu + Zn 


i Ze impedanta conductorului neutru. | 
SS Pentru a găsi valoarea diferentei de potential intre cele douä puncte, 
neutre, numită deplasarea punctului neuiru al sarcinii față de punctul neutru 
al alternatorului, se aplică metoda perechilor de noduri. Se găseşte 


E (Xa Ap Yo “i Kë Ap Yo) = E, E AF PY, AR E3Y3 ; 


de unde rezulta 


m = EY, + EY + EsYs, (8.2) 
H "dk Bebe UG 


Y, fiind admitantele totale ale diverselor faze şi ale conductorului neutru. 


Cunoscind deplasarea punctului neutru al sarcinii faţă de punctul neutru 
al alternatorului, diversii curenți pe fază se determină cu ajutorul relațiilor 
evidente | 


7 = h eh (8.3) 
iar curentul circulînd prin conductorul neutru cu relația 
10 sa Dis. ET. 


Determinarea deplasării punctului neutru A j i 
À AT tu precum si a curenților res- 
Gs se poate face analitic — utilizind metodele Guests de SE — sau 


A Foou determinarea grafică a deplasării punctului neutru au fost elabo- 
umeroase metode; în cele ce urmează sînt redate cele mai utilizate. 


a) Prima metodă. Metoda directă. Împärti : ; 
pe una din faze, de exemplu Æ,, se ae | rele aS GUS tensiunea 


E 
E EY, EA Fa 
Se construiesc fazorii (fig. 8.6) 


OA = BX; OB = Fa; 00 = E, la 


şi se deduce fazorul 
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Bo construiese apoi fazorii 


se 


OA = DY OB' = HiYs, 00 = DY 5, OD' = PE, 
gi RO deduce fazorul 
OF = By (2 Y; + Yo). 


Relatia (8.3) se poate serie 


ceea ce arată că triunghiul OR 
este asemenea cu triunghiul OWD. 
Se poate determina acum în direcţie 
si mărime. fazorul Wọ. Pentru 
aceasta, Be construieste pe vecto- 
rul OD, in punctul O, un unghi egal 
eu unghiul AO gi in punctul D 
un unghi egal cu unghiul NO. 
Punctul de intersectie W al acestor 
două direcţii dä virful fazorului 
D,, care se obţine astfel in mărime şi in directie. Aceasta este evident, triun- 
ghiurile 0Z,D și OR, fiind asemenea, avind unghiurile egale. 

Problema admite două soluţii din care numai una este valabilă şi anume, 
aceea în care sensul de rotire al fazorilor este acelasi. Spre exemplu, in figura 8.6, 
dacă in triunghiul OH vectorul OF este in urma vectorului OH,, atunci 
în triunghiul asemenea OWD vectorul OD, ca si omologul său OF, trebuie să 
fie în urma vectorului OH,, ca si omologul său OF. 

Calculul grafic al curenților se face construind relaţiile (8.3). 

b) A doua metodă. Metoda punctelor neutre succesive. Fie un sistem tritazat 
fără conductor neutru. Se presupune la început că una din faze este întreruptă, 
de exemplu faza 3. În acest caz, cele două impedante Z, și Z, se găsesc legate 
în serie cu tensiunea U, între faze. Curentul fiind acelaşi în cele două impedante, 
raportul cäderilor de tensiune in aceste impedante este egal cu raportul im- 
pedanfelor sau cu raportul invers al admitantelor. Rezultă deci, N” fiind punctul 
de legătură al celor două impedante, 


F 


Fig. 8.6. Construirea grafică a fazorului E, prin metoda 
directă, 


Bu: _ Se _ S 


Pv Zu Ya 


eg "To „reprezintă căderea de tensiune in impedanfa Z, şi Eyn aceea în impe- 
lanta Z 
ckt 


Aplicind acestei relaţii o proprietate a proporţiilor, rezultă 


Env ii 


= mm SN es a) 8.5 
Bu: EN Ba Ty EP 


Bay: ` 


căci, in virtutea celei de a II-a teoreme a lui KIRCHHOFF, 


Egy: a Ban e? Bia 


Relaţia (8.5) arată că sos Ge ; pomar Cra ee PE 

| ; A | 

căderile de tensiune în cele două impe D e ee 
“triunghiul OAB format din adm 

este asemenea cu g 7 


Fig. 8.7. Construirea grafică a fazorului E, prin metoda punctelor neutre succesive, 


suma lor (fig. 8.7). Construind deci triunghiul E,N'E, în diagrama tensiunilor 
- se găseşte poziția punctului N” şi deci fazorul ON’ = Ey., care reprezintă depla- 
sarea punctului neutru al sarcinii față de punctul neutru al sursei în această 
situație de funcţionare à sistemului* . 

Valoarea acestei tensiuni se obține din relația (8.2) în care se face 
Y, = 0 şi Y, = 0 se găseşte 


E (= 1 2-2 
Un TETA 
E Diferența, de potential între punctul neutru N’ al sarcinii şi faza, întreruptă 
NI, = 2, Ha = He > EY, + Es ` EY; + Ya) — (EY, + Yo) 8.6) 
SCH CH Y 4- Y Y Y ( : 
Lit Ze Lt de 


Să presupunem acum că faza 3 nu este intr 
punctului neutru al sarcinii este dată de rela 
de potential intre punctul neutru al 


ntrerupta ; în acest caz deplasarea 
latia (8.2) în care Y, = 0 şi diferența 
Sarcinii gi această fază 3 este: 
— E J D EN. ») r F e 
ND, = B, — Dy, = H. wut Boli Pi Sola BE + Yo) — Et BC 

La + Ya + Ya Ya + Ya + Yo 


* Construcţia se face luind Ya ++ Ya în direcţia E, E 
z ae 


| 
i 


împărțind această relație prin relația (8.6) se obţine 


E, Se Ex, = Y, ab Y, OB NE, 


—_— 


E, — Ey’ Paes T oc N’E, 


care arată că triunghiul #,N,N’ este asemenea cu triunghiul OBC. Construind 
această relație se găsește poziţia punctului neutru N, în diagrama tensiunilor 
si fazoru ON, = Ey, va reprezenta în direcţie şi mărime deplasarea punctului 
neutru al sarcinii în acest caz de funcţionare“. 

Dacă sistemul trifazat are un conductor neutru, atunci se obține 


ENVIE DTA EE SION (8.7) 
En, Yi + Lo + Y; + Yo OD ON; 


unde Ey, este deplasarea punctului neutru al sarcinii în acest caz defunctionare, 
valoarea lui fiind data de relația (8.2). 

În acest caz, vom avea asemănarea triunghiurilor ON AN şi OCD ; construind 
deci relaţia (8.7) se determină poziţia punctului neutru N, în diagrama tensiuni- 


lor. Fazorul ON, = E, reprezintă deci deplasarea punctului neutru al sarcinii, 
în direcție şi mărime, în situaţia de funcţionare a sistemului trifazat cu conductor 
neutru. 

OBSERVAȚIE : Construcţia diversilor fazori (sume, fazori omologi) 
trebuie să se facă ţinîndu-se seama de ordinea indicată în formule şi de succesi- 
unea lor in diagramă. Nerespectarea acestor reguli conduce la rezultate eronate. 
Astfel, de exemplu, construcţia relaţiei (8.5) trebuie făcută în acelaşi sens cu 


triunghiul OAB, luînd fazorul H,H, omolog fazorului OB, iar relaţia (8.7) în 
același sens cu triunghiul OBC, luînd fazorul E,N’ omolog cu fazorul OC etc. 
ei A treia metodă grafică. Metoda centrului de greutate (KENNELLY). Fără 
a se dăuna cu nimic generalitätii problemei, fie un sistem trifazat oarecare, 
fără conductor neutru. 
Se construieşte diagrama fazorialä a celor trei forte electromotoare 
(fig. 8.8); ele vor fi reprezentate prin fazorii OF), OE Si OE3. 
e punctele Pio, Eo şi Hy, dau tensiunea la bornele generatorului la mersul 
în gol. 

_ Fie G, By, Ga B: ṣi G3, Bs conductantele si susceptantele totale ale fiecä- 
rei faze, cuprinzind deci conductantele si susceptantele generatorului, liniei 
si sarcinii. Se construiesc la extremitätile fazorilor, reprezentind tensiunile 
pe cele trei faze, drepte a căror direcţii au argumente egale cu argumentele 
impedanțelor corespunzătoare fiecărei faze şi pe aceste drepte se ia modulul 
admitantelor respective, care se descompun in cele două componente ale lor, 
G și B (fig. 8.8). În triunghiul admitantei, unghiul dintre ipotenuza Y şi suscep- 
tanta B reprezintă defazajul dintre curent gi tensiune pe faza respectivă. 
Într-adevăr, acest defazaj este detinit prin relaţia (4.63), circuitul fiecărei faze 
fiind un circuit serie; se poate scrie deci, 


Ko 8 
ROME 


tg e = 


Ps SN GPS ARTS 


* Construcţia se face luind suma Y, + Ya + Ya in direcţia EN: 
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bloma rezolvati (fig: 4.8), fle dooi N punctul 
nilo po fază vor fl roprezentate, în ntonl CN; 


Să presupunem goun, pro 
| fi detazaţi faţă de ten» 


neutru al sarcinii, căutat. Tonsit 


prin fazorii Ee AN Kan Si NE) curenții vospoetivi vor 
siunile corespunzătoare ou unghiurile Py (k == 1, 2, 3). 


Fig, 8.8. Construirea grafică 
a fazorulul E, prin métoda 
cantrulut da greutate. 

a) Dlagrama fazorială a tensiuar 


lor, admitantelor și euranțilori 
b) Construirea graficăa fazorului Eq, 


TIT 
e r 


Bistemul dat fiind pr 
teorema J a lui n tă propus Ion, conductor neutru, în conformitate cu 
pe cele trei fa UO: în punotul neutru al saroinilor fisa a | 
faze este nulă, lor, suma curenților de “4 


Să examinäm, « | 
| äm | | : 
Va Hy, iar curentul Rei [i Fe D po inza 1, Tensiunea acostel tane 
1 ESA Ron ă yunzitor J, esto dofusnt hiul e, fată de tenal 
area instantanee a weestul ourent SEEN pr iai INT Se RES 
i, on d 1 : | 

S Va, 10054 = V9 Y dy CON ou (8.8) 

1 fiind modulul adinituntel faz 
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ol respective, 


e ag ee 


Dueind normala din N po Y, aceasta va face cu fazorul NE, același 
unghi ou, Tntr-adovir, cate ugor de văzut; pe figura 8.8,a ch” 


EN st LN a NA) = 9, + 9, = 0 o : 

Distanţa NA, de la punctul N la direcţia pe care a fost construită admi- 
tanta Y, (dirocfin impedantei Z,) va fi deci NE, cos o, Dacă am asemui 
vectorul Y avind modulul egal cu modulul admitonjes fazei respective $i argu- 
mentul egal cu argumentul impedanjei aceleagi faze, cu o forță, atunci momen- 
{ul acestei forte în raport cu punctul N, cu aproximatia factorului constant Y2, 
este dat chiar de expresia (8.8) a valorii instantanee 7 a curentului J. 

Jondifia ca suma curenților în punctul N să fie în orice moment nulă 
poate îi enunțată astfel: Suma momentelor forțelor Y in raport cu punctul N 
trebuie să fie nulă. Această condiţie este satisfăcută dacă punctul N se găseşte 
pe rezultanta forţelor Y. 

Dacă se presupune că sistemul OË, E anlag este un sistem rigid, nedefor- 
mabil, atunci rotind forțele Y, toate cu acelaşi unghi si în același sens si rezultanta 
lor se va roti cu același unghi. Punctul de rotire al rezultantei este punctul 
neutru căutat, deoarece pentru acest punct suma momentelor va fi nulă. 

De aici rezultă următoarea metodă grafică, de determinare a punctului 
neutru al sistemului (fig. 8.8,b). | 

Se construiesc cele trei forte electromotoare ale sursei, corespunzătoare 
mersului in gol. În virfurile acestora se construiesc, pe direcții avind argumente 
egale cu cele ale impedanjelor, admitantele totale ale circuitului, corespunzătoare 
fiecărei faze. Considerindu-se aceste admitante ca niște forte, se face rezultanta 
lor. Se rotesc apoi admitantele, toate în același sens şi cu acelaşi unghi d si 
se face din nou rezultanta. Punctul de intilnire a celor două rezultate dă punctual 
neutru N căutat. 

Unind punctul N cu cele trei virfuri ale fazorilor de tensiune la mersul 
în gol, se găsesc tensiunile pe cele trei faze, în mărime si în direcţie şi se pot 
calcula astfel curenţii căutaţi. 


8.2,2,4, Calculul curenților într-un sistem trifazat în cazul cînd se eunose 
tensiunile de linie la bornele receptoarelor legate în stea. În practică nu se 
cunosc forțele electromotoare ale generatorului care alimentează rețeaua 
trifazatä, ci numai tensiunile de linie la bornele receptorului. 

Cele trei tensiuni între faze formează un triunghi oarecare. Suma lor 
este întotdeauna nulă. 

Pentru a putea determina curenţii absorbiți de cele trei impedante care 
reprezintă sarcina receptorului, este necesar să se cunoască tensiunea pe fază 
la bornele fiecărei impedante. 

_ Pentru a determina aceste tensiuni, să presupunem mai întîi că cele trei 
#arcini sint egale, Fie V,, V, gi V, cele trei tensiuni pe fază la bornele sarcinii ; 
m acest caz suma curenților în punctul neutru al sarcinii este nulă, adică 


V, V Le 
y i -|- 3 |- x À — 0 
ES er 


. PAY i j j s aa "NN 
Së Demonstrația este acecași si dacă curentul J, ar ii defazat în urma tensiunii NE. In acest 
4Z am avea; 


el (Nu: NA) = Ou — 0, = Oa 
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de unde rezultă 
PLV + Vie 0 
1 neutru al sarcinilor se gäseste în 


est caz, punctu | Ge 
anteo) eer ere ag tensiunilor între faze (fig. 8.9). Be obti 


astfel, 
EEN i Va = — Ua + Po 


=> 2 8 
z Ung = Uy 
Fig. 8.9. Diagrama tensiunilor în cazul unei Fig. 8.10. Diagrama tensiunilor în cazul unei 
ae sarcini trifazate simetrice. sarcini trifazate nesimetrice. 


de unde rezulta 


Analog se găseşte 


Se presupune acum că cele trei sarcini nu mai sînt egale. In acest caz 
punctul neutru N al sarcinii nu mai coincide cu centrul de greutate al triunghiu- 
lui tensiunilor între faze și va fi într-un punct oarecare din planul acestui 
triunghi. Rezultă dar, că între punctul neutru N al sarcinii simetrice si dezechili- 
brate și punctul neutru G al unei sarcini simetrice gi echilibrate există o anumită 
diferență de potențial V, = GN, Fie Vi, Vs, Va tensiunile pe fază necunoscute 
ale sistemului cu încărcare nesimetrică si dezechilibrată si V,, Va, Va tensiunile 


pe fach existente în cazul unei încărcări simetrice si echilibrate. Din figura 
8.10 rezultă : 


Hi =, y sas. A ` KS Z ÿ A re Tr 
Li V, Vo: V= J QT Kai Va = Va Sen Vo. 
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D GO CG Wr be A 


Dacă se înmulțește fiecare din aceste tensiuni cu admitanfa respectivă Y, se 
obțin cei trei curenţi din fazele respective : 


Ae bas (Vi — Vo) E 
I, = VaYa = (Va — Vo) Yo; 
I, = VY, = (Vs — Vo) Ys. (8.9) 
Adunind aceste trei ecuaţii şi tinind seama că Z I = 0, se obţine 
Vo La + Lo + ¥3) = Bb + VY, + VY; 
de unde, rezulta 


A — VY, Sp VY, AF Kat, o 
E Y, ag Y, ap Y; 

înlocuind această valoare în ecuațiile (8.9), se găsesc curenții căutați. 
Calculul se poate face fie analitic, fie grafic, aga cum s-a arătat mai înainte. 


8.2.2.6. Exemplu de aplieatie a metodei. O linie electrică trifazată, simetrică 
şi echilibrată, are capacitatea între fiecare fază şi pămînt egală cu 3,18 u F. 
La un moment dat, faza 3 se pune la pămînt printr-o rezistență de 1000Q. Ştiind 
că tensiunea fiecărei faze faţă de pămînt, la funcţionarea normală, este 
de 17,3 kV, 50 Hz, se cere: 

— tensiunea fiecărei faze față de pămînt, după punerea fazei 3 la pămînt ; 

— curentul ce se scurge prin rezistența de punere la pămînt ; 

— inductanta pe care trebuie să o aibă o bobină de stingere, astfel incit 
curentul de punere la pămînt să fie egal cu zero. 

Admitantele sistemului sînt 


Y, = Y, = j0% si Ya =G Lie 


in care G = 1/R. Calculind deplasarea punctului neutru, (mind seama că 
Vit V, + Va = 0, se găseşte: 


HAA 


Ven ENTA 


MOST RRd Ca 7 


tensiunea fiecărei faze, după punerea la pămînt a fazei 3, este : 


Vi =V, Vo 19,66— j4,1 = 14,8 


343218! kV 


V! = V, — Va = — 12,3 — j19,1 = 22,7 1237°10" kV, 


Vs =V, — V= 12,3 + j10,9 = 16,4 |138°28' kV. 


ste : 
Curentul in rezistența de punere la pämint este 


j = 38928’ A. 
PR Up ui iasi 10,8 = 16,4 |13 
SN SE G + j 3Cw Geer 


Bobina de stingere echivale 
Y, = — j/Z o. In acest caz, 


[44 — 


CET: a +i (300 2) 


şi deci, 


tt 11 aes 
Za = V — Vo = 


Cum J, =G V;', pentru ca I, = 0, rezultă ca 


DOS = 
Lo 


de unde se deduce valoarea inductantei bobinei de stingere: 


A 1 
| 3Co? 


= 1,06 H. 


8.3. SISTEME POLIFAZATE DEZECHILIBRATE. CALCULUL 
CU AJUTORUL TEORIEI COORDONATELOR SIMETRICE 


8.3.1. GENERALITĂȚI 


Într-un sistem polifazat dezechilibrat, curenții, tensiunile, impedantele, 
admitantele etc. fiecărei faze pot fi reprezentate prin fazori. Totalitatea fazori- 
lor reprezentind mărimile de aceeaşi natură ale diferitelor faze formează un 
sistem de fazori nesimetrici, 

Astfel, într-un circuit polifazat dezechilibrat cu q faze, curenţii din diferitele 
faze nu vor avea aceeași intensitate si unghiul de defazaj intre ei va fi diferit 
de 2n/q; fazorii reprezentativi ai acestor curenfi vor forma un sistem de fazori 
nesimetric, 

A A Da RER Lans SE polifazate dezechilibrate simetria 
ca fază de referinţă, extinzindu-se a oi uite aer Para A REUT ‘ass Aaaa 
teoria coordonatelor simetrice Conf al t dd, celelalte faze, s-a creat 
chilibrat poate fi considerat o FONA e A beet un sistem polifazat deze- 
zate simetrice sau echilibrate D ae an D Suprăpunerii unor sisteme polifa- 

40, YO aici, rezultă că orice sistem de fazori polifazat 
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ază cu un conductor neutru de admitan{a 


m o le, d e e = 


a aÁ 


d 


nesimetrie poate fi descompus intr-un numär oarecare de sisteme de fazori 
polifazafi, simetrice. Această descompunere trebuie înțeleasă in sensul, că fiecare 
din fazorii sistemului nesimetric dat este rezultanta fazorilor de acelaşi indice, 
ai sistemelor simetrice componente, | 
Sistemele de fazori simetrice, in care se poate descompune un sistem 
nesimetric dat, sint coordonatele simetrice ale acestui sistem. 
` Fagorii de acelaşi indice ai sistemelor simetrice, in care se descompune 
fazorul principal corespunzätor al sistemului nesimetric dat, sint componentele 
simetrice ale acestui fazor. Componentele simetrice sînt fazorii care formează 
coordonatele simetrice ale unui sistem nesimetric dat. 
Fără a diminua generalitatea problemei, se va trata în cele ce urmează 
numai sistemul trifazat. Generalizarea nu prezintă nici o dificultate şi pentru 
documentare îndrumăm cititorul către lucrările originale respective*. 


8.3.2. DESCOMPUNEREA ÎN COORDONATE SIMETRICE A UNUI SISTEM 
TRIFAZAT OARECARE. (TEOREMA LUI STOKVIS-FORTESCUE) 


Un sistem trifazat de fazori oarecare poate fi descompus în trei sisteme 
trifazate, dintre care două sisteme simetrice de succesiune diferită, unul direct 


si altul invers si unul homopolar. 
Această descompunere trebuie să fie înțeleasă în sensul că un fazor oare- 
care V, al sistemului dat este rezultanta fazorilor de indice n ai sistemelor 


simetrice componente. 
Fie 
S (V) a (Vi, Vo, V3) 


sistemul de fazori dat. Daca se noteazä cu V, primul fazor (fazorul principal) 
al sistemului direct S,, cu V, primul fazor (fazorul principal) al sistemului 
invers S, si cu V, fazorii sistemului homopolar, atunci 
Sa (Va) = Va, 2°Va, aVa) 
Si (EA = (Vi, aVi, a°V;) 
SI (V3) = OK, DI Va) 
și, în virtutea teoremei de mai sus, trebuie ca 
S = Ka + Sa +8, 
şi pentru fiecare fazor in parte 
V, = Vp + Ya + Yi 
Fa = Fa + aF + al, (8.10) 


Vy = Yr + aa + 0, 


a fiind operatorul de rotaţie ou 120°, 


et 


* Vezi (140, 256], 
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S, gi S, se numesc coordonatele simetrice ale siste- 
wel 


y | c 


componentele simetrice alo fonorilor dați. onrnaour este suficient a 


Sistemele do faxori Si 


n th , Bro vmp-h 
ontru à demonstra teorema lui | ep ter? z 
SEN EEN do oouatii (8.10) este un sistem de ecuaţii iei d te 
trei ecuații cu trei necunosoute, alo cărui soluții sint Uey LÉ Ținând seama 
Pentru a obține componenta V,, se adună cele trei ecuații. Fini 
de relație 
1 +a+a = 0 


se obţine 
Kack Va + Va = 3 H, 


de unde rezultă 


E, = — (Vi sb A db We) (8.11) 


Pentru a se obtine componenta directă Va, se înmulțește a doua ecuație 
a sistemului (8.10) cu a şi a treia ecuaţie cu a? și se adună. Se găseşte 


Vi + aV + ak, = 3 Va 
si rezulta 


Va = = (V, + aV, + aa). (8.12) 


În sfirsit, pentru a se obţine componenta inversă V,, se inmulfeste a 
doua ecuaţie a sistemului (8.12) cu a? şi a treia ecuaţie cu a şi se adună. Se 


găseşte 
Vi + AV, + aVs=3 V, 


de unde rezultă 
V, => (V, + 0%, + aKa). (8.13) 


Sistemul de ecuații (8.10) fiind liniar gi neputind da decît o singură valoare 
pentru fazorii V,, V,, Vu, rădăcinile acestui sistem, rezultă că descompunerea 
unui sistem de fazori trifazat oarecare tn coordonatele sale simetrice nu poate fi 
făcută decit într-un singur mod, 

. OBBERVAŢII: 1. În această descompunere se poate intimpla ca una 
din componentele simetrice să fie nulă, ceea ce înseamnă că numărul de com- 
ponente simetrice poate să fie inferior numărului de fazori al sistemului. Tn par- 
ticular, componenta homopolară poate fi nulă, ceea ce se întîmplă atunci 
cind rezultanta sistemului de fazori dat este nulă, după cum se poate vedea 


uşor din relația (8,11), Aceasta cores GE : vi 
| 11), Aceasta corespunde situaţiei cînd sistemul polifazat 
nu are conductor neutru, mp 
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en. et ew, reg LON Re tai CT m cet: 


a 


Un sistem de fazori la care componenta homopolară este nulă se numește 
un sistem pur, spre deosebire de sistemul de fazori la care această componentă 
nu este nulă gi care se numeşte impur. 

9, Se poate întîmpla de asemenea ca unul din fazorii sistemului de fazori 
nesimetrio dat să fie nul. Rezultă că numărul componentelor simetrice poate fi 
superior numărului de fazori daţi. 


8.3.3. REALITATEA FIZICA A COMPONENTELOR SIMETRICE 
ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT OARECARE 


în cazul cînd un sistem polifazat oarecare reprezintă un sistem de curenți 
sau tensiuni, descompunerea în componentele simetrice nu este numai un artificiu 
de calcul, ci corespunde unei realităţi fizice bine definite. Componentele simetrice 
ale unui sistem dezechilibrat de curent sau de tensiune pot fi măsurate direct 
şi independent unele de altele ; fiecare din ele se comportă în mod diferit decît 
celelalte în raport cu constituţia rețelei electrice și în raport cu natura aparatelor 
care intră în consideraţie; de exemplu, componenta directă este aceea care 
produce în armäturile motoarelor cimpuri invirtitoare in sensul direct gi deci 
cuplul util; componenta inversă produce numai cimpuri care dau naştere la 
cupluri de frinare ; în sfîrșit, componenta homopolară este aceea care intervine 
în toate cazurile de interferență între liniile de transmitere a energiei electrice 
şi cele de telecomunicaţii. Componentelor simetrice de acelaşi fel de curent 
si de tensiune le corespund componente simetrice de putere, care sînt direct 
măsurabile si care se manifestă în moduri diferite. În particular, componenta 
directă de putere igi are sursa chiar in alternatorul sincron sau asincron, pe cînd 
componentele inversă şi homopolară sînt produse la locul de dezechilibru şi se în- 
dreaptă către elementele echilibrate ale reţelei, fie că sînt generatoare, fie că 
sînt receptoare de putere normală. 


8.3.4. TEOREME PRIVIND COORDONATELE SIMETRICE 


8.3.4.1. Sisteme de fazori cu viriuri comune. În problemele ce apar în 
sistemele trifazate, sînt numeroase cazurile cînd sistemele de fazori reprezentativi 
au virfuri comune, originile putind îi oarecare. Astfel, tensiunea la bornele gene- 
ratorului și tensiunea la bornele receptorului, alimentată de acest generator, 
pot fi reprezentate prin sisteme avînd aceleaşi virfuri. Componentele simetrice 
ale acestor sisteme de fazori se bucură de anumite proprietăţi foarte utile în 
rezolvarea problemelor corespunzătoare, Una dintre aceste proprietăți este 
redată în următoarea 
_ Teoremä: Două sisteme de fazori 
trifazați oarecare, care au virfuri comune 
și origini diferite, au aceleași componente 
directă gi inversd iar componentele homo- 
polare diferă prin vectorul care uneşte 
cele doud origini, 
Fie sistemele de fazori (fig. 8.11) 


So (V) = (V., Vas Va) 


Bo (V') == (Vi, Fe, V5) Fig. 8.11, Sisteme de fazori cu aceleași virfuri. 
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Componentele simetrice ale 


E, = — Vit Va + Vo): Vi 


v= Z (V, + aV, +20); si Va 


Din figura 8.11 rezultă : 
Yi =V, +00, Ve = Eet 00 


şi deci 
1 
ESS 


—Wi +00 à (Ps + 00 


acestor sisteme sînt: 


= + (pi Na), 
3 


= (V; + aV, + a°Vs)> 
Sak? 


CET ar, + as): 
SC 3 


') +a? (Va + 00)1 = 


SVs ae a) +A +a tat) 001 Fas 
Ly 


Vi = [M + 00' + a? (Va + 00 


ap a (Va + 00')] = 


= (0, +a, adi en tat +a) 001; 


— (T, + V2 + Vs) + 00 = 


ceea ce demonstreazä teorema enuntata. 


8342 Relaţia între coordonatele simetrice ale unui sistem de trei fazori 
concurenți și acelea ale sistemului de fazori care leagă viriurile fazorilor primu- 


lui sistem, Fie un sistem de trei fazori concurenți S(V) = 


de fazori B (U) = (U,, U,, Us) obţinut prin 
(fig, 8.12, a), Între fazorii acest : 


= (V,,V,, Va) si sistemul 


-—- 


legarea virfurilor primului sistem 


or două sisteme se pot scrie relațiile : | | 
U = Va — Vs) 
U, van Vs oe Vi, (8.14) 

U, = Vi = Vig ` 
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Componentele simetrice, directă și inversă, ale sistemului S(U) sint : 


H + aU, + a2U U, + a2U U 
U, = U, 4 E Uy = Ui Ca s ; 


sau tinind seama de relafiile (8.14), se obtine 


Ur Vy + aVa + a2V, Vea de ler d Ee ss SE Vere, 


— "mg, ` e 


Fig. 8.12. Sisteme de fazori stea si triunghi. 


Cum însă 
Va = en Il Wa = aV ar, 


rezultă (fig. 8.12,b) 


(8.15) 


Analog se găseşte pentru componenta inversă : 


Y, + aV; + aVy Vs + eV, + alg > = 
U, = RATÉ ve 7 Ne TORRES ae = Via Le Vis Ts 
9 o T T à 
= (a — a?) V, = VB, = : (8.16) 


| Forma relatiilor (8,15) si (8.16) depinde numai de convenţia ce s-a tăcut 
în alegerea fazorilor principali ai celor două sisteme. O altă alegere a acestora 
conduce la alte expresii. Astfel, de exemplu, fie U,, (fig. 8.12,a) fazorul principal 
al sistemului triunghi, Dacă se păstrează același fazor principal pentru sistemul 
stea, se găseste în acest caz: 


Le (8.17) 


a Se LI, Tr aT 
Uu Pe V3 Va = ’ Ding = )3 V, 6 


| 2 


LENS 


are practică decit relaţiile 


Relaţiile (8.15) şi (8.16) au insă mai multă utiliz 


ii i simple. i See 
es Ge E componenta homopolara, valoarea acesteia este 


U, + U, + Us AE VA NA BEN EE 20, 
E EE, tite 


ceea ce era de aşteptat, sistemul de fazori unind virfurile unui sistem de fazori 


stelat oarecare, fiind un sistem pur. 


8.3.4.3. Caracteristica unui sistem pur de fazori. În cazul cînd rue 
celor trei fazori este nulă, sistemul nu are componentă homopolară ; aceasta 


x . * M . A ă lor 
imediat din relaţia (8.11). În acest caz punctul de concurenţă al ce 
es ; La fazori se găse ste în centrul de greutate format 


A de virfurile fazorilor. Într-adevăr, din relatia 
(8.11) rezulta 


— Va We ape Ue 


Se construieste fazorul —V, cu ajutorul parale- 
logramului BGCA”’ (fig. 8.13); in acest para- 
lelogram diagonalele BC si GA se intersectează 
în parti egale. Rezultă că BA’ = A'0 şi dech 
AA’ este mediană în triunghiul ABC. La fel se 
demonstrează si pentru ceilalţi fazori ; rezultă 
E deci ci punctul G, punctul de concurenta al 

acestor fazori, este centrul de greutate al tri- 
Fig. 8.13. Sistem de fazori pur. unghiului construit pe virfurile lor. 


8.3.5. OPERATII CU SISTEME TRIFAZATE DE FAZORI 


; 8.3.5.1. Reguli fundamentale. Sistemele trifazate de fazori fiind formate 
din Por bori, E u deplasati oricum in plan, cu aceste sisteme se pot 
defini 1e de operații matematice. O operație matematică constă din formare 
unei un à Ce cu care se operează. RK: 

Pentru operaţiile cu sisteme trifazate de fazori i mă 
„ARI zori se stabilese următoarele 


Regula I: Orice operaţie matematică între d ist ; 
: ; ouă sisteme de d tri- 
fazati S\(V) si $,(V”) conduce la formarea unei funcții RE ii 


f [81 (V), Sa (EN 


care, la rindul ei, forme ist mi 

ar, , ază un sistem trifazat de fazcri, avind fazorii compo- 
pe faza 1: £(V,, Vi), 
pe faza 2: TO Vi), 


Wu £3 


pe faza 3; TO, Vi). 
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Cu alte cuvinte, operaţia trebuie efectuată pe fiecare fază in parte, prin combi- 
naren fazorilor de același indice. 


+ 


Regula II: Orice operaţie matematică efectuată între un sistem trifazat 


H 


de fazori S(V) si un fazor simplu U conduce la formarea unei funcții 


f[S(V), U] 
eare este un sistem trifazat de fazori avind fazorii componenți : 
pe faza 1: f(V,, U), 
pe faza 2: f(V,, U), 
pe faza 3: f(V;, U); 


in acest caz fazorul monofazat se combinä cu fiecare din fazorii sistemului 


trifazat de fazori. 
Regulile de mai sus pot fi extinse la un numar oarecare de sisteme trifa- 


gate de fazori. 


8.3.5.2. Sistemul sumă sau diferenţă. Fie sistemele trifazate de fazori 
S(V) FR (Vi, Və, V3) ȘI SV”) = (Vi, V3, Vs) 


Sistemul sumă sau diferenţă este sistemul trifazat ai cărui fazori sînt for- 
mati din suma geometrică a fazorilor de acelaşi indice în sistemele date. 
Rezultă deci 
SEI + S(V’) = SV) = SV + V7) = HE E Va), (Va + Va), (Vs + ¥F3)]. 


Definiția aceasta poate fi extinsă la oricîte sisteme. 
Este uşor de văzut că dacă sistemele de fazori sînt simetrice şi de acelaşi 


_ordin, sistemul de fazori rezultant este simetric şi de acelaşi ordin. 


Dacä sistemele de fazori sint simetrice dar de ordine diferite, sistemul de 
fazori rezultant este nesimetric. De asemenea, dacă sistemele de fazori sînt nesi- 
metrice, sistemul de fazori rezultant este de asemenea nesimetrie. 

În cazul unui sistem de fazori nesimetric, componenta simetrică de un ordin 
oarecare à sistemului sumă este egal cu suma componentelor simetrice de acelaşi 
ordin a sistemelor date. 

Fie, de exemplu, sistemele de fazori considerate mai sus. Descompunind 
atit sistemele date cit gi sistemul sumă în componente simetrice, se obţin pentru 
componența directă 


Va =+ (Ya + a, as) Dee + aka + aTa); 


ime = (V, + Ki) + alka + Va) + Vs + F1, 


Se vede imediat că ultima expresie este suma primelor două, 
„La fel se demonstrează această proprietate și pentru componenta inversă 
ȘI cea homopolară, 
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8.3.5.3. Sistemul produs simbolic. Sistemul produs simbolic este sistemul 


Le 3 á D D 
ai cărui fazori sint formaţi pe fiecare fază din produsul à celor doi fazori de 


acelaşi indice ai sistemelor de fazori date. 
Fie 
S(V) = (Vi, Voy V3); | (8.18) 
S(V')= (Vi, V2, Vs) 
două sisteme trifazate de fazori. Conform definiției de mai sus, sistemul produs 
simbolic va fi sistem ul 


St. V’) = BUT. SP) = "E, DI), (e Ya), Va Val 
Este evident, ca dach cele două sisteme al căror produs simbolic se face 
nu sînt simetrice si sistemul produs este un sistem nesimetric. 
Dacă cele două sisteme sînt simetrice, sistemul produs este şi el simetrie 
iar ordinul său este egal cu suma algebrică a ordinelor celor două sisteme sime- 


Astfel, în cazul componentelor simetrice, se obține : 


deinmultitul inmultitorul produsul 
direct (1) direct (1) invers (2) 
invers (2) invers (2) direct (22043 PR) 
homopolar (0) homopolar (0) homopolar (0 + 0 = 0) 
direct (1) invers (2) homopolar (1 +2 = 3) 
invers (2) direct (1) homopolar (2 + 1 = 3) 
direct (1) homopolar (0) direct (1 +0) - 
invers (2) homopolar (0) invers (2 + Q) 


Aceste rezultate se exprimä simbolic prin relatiile 
Sa (V): SAV) = BEE) 


S(V)-S(V’) = SV E 
a, | Kl , 4 
ete. BI BEI = SE EI 
7 199 Ir 10 e DH 5 s 
dacă SV) à Km Zei sisteme de fazori S(V) si SCHT nu sînt simetrice şi 
S AV’), BV’) à A py deh EH simetrice ale primului sistem, iar 
"Os 19 E ,(V’) coordonatele simetrice ale celui de-al doilea si PRET 
ietrice ale celui de-al doilea sistem, atunet 


coordonatele simetri j i 
2 trice ale sistemului produs simbolic vor fi, tinine 
D dite mai ens ui produs simbolic vor fi, tinind seama de 


Mr / SE a [i 
AV) = BABA) + SAP) SAT + SUP) SAT") 


H V d = | | ý t 
AV’) = SAV) BEI + SP) SP") + SUP) SF) (8.19) 


RAR HI) = d Hu 
MEEN = B) BE’) + BT: BET) + SV) SP") 
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(ul 
de 


LS) 


US 


A ce 


rie 
Ne- 


+1) 


3.19) 


fatr-adovar, tio să domonstiim prima relație de mai sus. 8% considerăm 
sistemele (8.18) ai aiatomoele corespunzătoare de coordonate simetrice 


BA) = (Vay Eu Pa), BV) = (Vhr Vhs Hu: 
SV) = Vay Wa Va); și SP) = (Va, a Va, a Va); 
SE) = (Po APP); SAV’) = (Vi, ai, SEL 
Aplicină regula de deliniţie a produsului, se obţine 
SP) SP) = HENN: Ph Map} 
SO) SP) = DI de (Aa api), ak, a = (VV), (Va), AE 
SEI SZ") = (Pa), (Pia), afale HERE, Ca), (EE 
Rezultă | 
SA) SE) + SAP) SP) + SUP) SAP) = HEI + Vas + EE PP + 
+ Pa Pa + PE (EI + EAR = SUV) 
căci, 
DÉI =È (Pa + Va + Va) Vi + Ys + Vo UP + Vas + Vas + 
+ Vy (Va + Vs) + Vai + Vs) + EAR, + Kail 
ViVi = = (Vy + aVy + a®V5)(Vi + as + as) = = [ViVi + VaVa + Vas + 
+ aa + af) + Vata + ët + Faart? at 


Lë LE, Pa aa) (Pit AVi + ai) = LOVE + PA + Vals + 


+ Vi (as + a®V5) + Pfeil A Va) + Flat, kaal 


Bi devi 


Viv + Vai PV = (WAV Vas + Vals) = (EVA 


În același mod se demonstrează si celelalte două relaţii din (8.19). 


cat cms mme nés 


există relaţiile : 
VP) = Val + Vi + Pa 
VP = Par VP + Pila (8.20) 


(V Dél — ER, +r HF, ots VaVa. 


mbolie sau sistemul raport. Sistemul cit simbolic 


8.3.5.4. Sistemul eit si EI Véi 
de acelasi indice, al sistemelor de 


este sistemul ai cărui fazori sînt cîtul fazorilor 


fazori date. 


Rezultă de asemenea, că între componentele simetrice ale sistemului 
Fie 


S (V) T (Vi, Wor V3) 3 S (V") a (Vi, V3, Va), 


cele doux sisteme date. Conform definiției rezultă 


V V V V Var 
GU) = Sf EE) [ete lei Hic (8.21) 
SO) V vi Va Ve 
Ordinul sistemului cît este egal cu diferenta dintre ordinele celor doua 


sisteme al căror cit se face. 
Cazul cel mai important este acela in care cele două sisteme sînt de același 


ordin ; în acest caz sistemul cât este homopolar. 
_ Pentru a stabili relatia care exista intre componentele simetrice ale 
sistemelor de fazori date și ale sistemului cit, se porneste de la relatia (8.21) care 


se poate scrie 


E NR a a 
aame e a 


Ve 


y 
S (V) =S) SES 


S (V) = S (V°) S(77) (8.22 | 
in care s-a pus | 

E weet e GE 

Relaţia (8.22) arată că o împărţire si 

tia (8.22) arată că o împărţire simbolică se î i pri i 

CN : d . se poate înlocui printr-o M- 

multire simbolică, alegind judicios sistemele de fazori. iz nd: 


Pie V și V’ fazorii dati si V” fe 

ne Vv ! fazorii dati si V” fazorul cit căutat; Hin 3 
f r 6 y yam 1 AU căutat 2 il sea A f Alaf A 
(8,20) gi (8.22) se poate serie ; tinind seama de relaţiile 


i Pa ype 4 . - d A | 
Vn = Val Vi + Vi Va + En Va 

7 pr! 4 

Va Pa Par KU ES te EU LE 


f yer Ji - 3 
Vy = Val Va + Po Va + HEEL 
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| 


Ya Vi Vi mn 
a [Va Vi Val a | Vi Vi Val 
TA TARA 


8.3.5.5. Sistem de fazori conjugati. Dacă se descompun două sisteme de 
fazori nesimetrice conjugate în componentele lor simetrice, fiecărui sistem 
simetrie din primul sistem îi corespunde un sistem simetric conjugat din al 
doilea sistem. Dacă ordinul primului sistem simetrie este m, ordinul sistemului 
conjugat este —m. Această din urmă relație rezultă din aceea, că la sistemele 
conjugate, măsura unghiurilor se face în sens invers. 

În cazul sistemelor trifazate, sistemul conjugat al sistemului direct este 
sistemul invers si reciproc. 


8.3.6. DETERMINAREA COMPONENTELOR SIMETRICE 
ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT DE FAZORI DAT 


8.3.6.1. Metoda analitică. Pentru calculul analitic se folosese relaţiile 
(8.11), (8.12) si (8.13), ţinîndu-se seama că 


SERRES) Te QE 1 UE an 
2 - 3 2 2 ES 


€ — 


— 


— 


Fie, de exemplu, sistemul trifazat de curenți 
I,=8—j6A; I, — —13 —j10A; I,=2+)j10A. 
Componentele simetrice ale acestui sistem sint 
L, =—[(8 — j6) + (—13 — j10) + (2 + j10)] = —1 — j2 À; 
y = 8 TEE (= ACL oi (—13—j10) + E le GU S 
2 2 2 


= 10,27 — j 6,33 A; 


2 


1] : e Vă LE EE ds VE: 
I, = alc The (- — i ol (13140) + ris) Gul = 


= —1,27 + j 2,88 A. 


ji initiali cu ajutorul ecuatiilor (8.10). 


Ca verificare, se calculează fazor i 
Astfel, pentru primul fazor, se gases 


— j TJ Í a 1 6A. 
Peter ee jay 110,27 — RT Det 42,30) 81) 
-S 2 E = 


Determinarea grafică se face 
Metode grafice. 1. Metoda directa. d Rare 
un Ges relatii (fig. 8.14). Astfel, Were et sedi aa Seene 
SA? Sc ră, se face rezultanta celor trei fazori ŞI se 1a J k ; 
mail oponenta simetrică respectivă, în direcţie şi mărime. ui V 
as xsi componenta directă, se construieşte la virful fazoru D Vs 
avert it n ainte cu 120°; la virful acestui fazor, astfel rotit, se constru- 
fazorul V, rotit în ieste fazorul V; rotit in urmă 
cu 120°. Unind originea cu 
vîrful acestui fazor, astfel 
rotit, se obține fazorul V, in 
direcție; pentru a-i obține 
şi mărimea, trebuie împărțit 
prin 3. 

Pentru a se obţine com- 
ponenta inversă, se constru- 
ieşte la vîrful fazorului V, fazo- 
rul V, rotit în urmă cu 120°; 
la vîrful acestui fazor, astfel 
rotit, se construieşte fazorul 
V, rotit înainte cu 120°. Unind 
originea cu vîrful acestui fa- 
zor, astfel rotit, se obţine fa- 
zorul V, în direcţie ; pentru a-i 
obţine şi mărimea, trebuie 
împărţit prin 3. 

2. Metoda triunghiurilor 
echilaterale. Se unesc virfurile 
celor trei fazori, obtinindu-se 
triunghiul ABC, căruia i se 
construieşte centrul de gre- 
utate G (fig. 8.15). Pe latura 
CB se construieşte în urmă 
triunghiul echilateral BB''0 
căruia i se determină de ase- 
menea centrul de greutate 
Oa, şi înainte triunghiul echi- 
lateral BC''C, căruia i se 
determină centrul de greutate 
O, Unind O, cu G, 0, cu 
SL O cu @ se obţine: 


a* Ve 


SY 


% 


OG =V,; 0.6 =F,; 
OG =). 


estei construcţii este următoarea, Fie 
SV) Së (Vu, Fy, Va) 


Fig, 8,15, Metoda triunghiurilor echilaterale pentru determinarea 
componentelor simetrice, 


Justificarea ac 


caini iti m i tii a 


ne EEE 


sistemul de fazori dat, cu originea în punctul O şi cu virfurile în punctele A, B, C. 
Fie un al doilea sistem de fazori 


S, (V’) ge (Vi, Vs, Vs), 


avînd virfurile comune cu ale precedentului, însă cu originea, în virful C al fazo- 
rului V, (fig. 8.16). În virtutea teoremei demonstrate * | 


IS 
| 
w |= 


(OA + a 0B + a200) = 


(CA +a0B), 


co | = 


me = (OA + a?0B + a00) = — (CA +a20B). 


Pentru a determina componentele simetrice căutate, se construiesc aceste 
relaţii. Astfel, pentru a se determina fazorul V, se aşază fazorul CB în vîrful 
fazorului UA si se roteşte înainte cu 120°. Unind C cu B,’ se obţine fazorul 3 Vie 


Se poate proceda si ast- 


fel : se roteşte fazorul CB îna- 
inte cu 120° in jurul virfului C, 
apoi se construieşte in punc- 
tul B' astfel obţinut, fazorul 


CA. Suma acestor doi fazori 
este tot 3V,. 

Luînd simetricul lui B’ 
fata de vîrful C, se obţine 
punctul B”. Punctele C, B” 
şi B sînt virfurile unui tri- 
unghi echilateral, ceea ce se 
poate arăta uşor. Fie 0, cen- 
trul de greutate al acestui tri- 
unghi, Dacă G este centrul de 
greutate al triunghiului 4 BC 
format de virfurile vectorilor 
dati, atunci 


dëst 


in direcţie și mărime, Într-a- 


Fig. 8.16. Justificarea metodei triunghiurilor echilaterale. 


devăr, M fiind mijlocul laturii OB, triunghiurile AMB” şi GMO, sînt ase- 
menea, avînd unghiurile Ja virf comune gi laturile adiacente proporţionale prin 
Constructie (construcţia centrelor de greutate), Rezultă 


MO _ 
MB” 


cum gi 


MO, =~, MB" 


+ 
n 


mmm 
ee 


* Vezi 8,341, 


17 —0, 1 2) 


MG Dn. 
eg + Dësen" P 


MA BUA 


i — pp 
ȘI MG = MA ' 
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rezultă 


— 1 —— les, = 
Se Ee ER = Y 


, i parale i ringe intre doua seg- 
deoarece BA, OB; sint egale și pal alele, ca segmente cupri g 
mente paralele şi egale. 


La fel se demonstrează, că 


— 


OG = V, ° 


Componenta homopolarä este dati de relatia 
OG SR V, ? 


sntrueit sistemul de fazori (G, ABC) este un sistem pur. Sie 
OBSERVAȚIE : Construcţia poate fi tăcută luindu-se ca origine, oricare 
din virfurile sistemului trifazat de fazori dat. Trebuie observat numai, sensul 
de construire a triunghiurilor echilaterale. Următoarea regulă dă posibilitatea 
construirii corecte a figurii : 
a) Dacă se ia ca origine virful 0, atunci expresia componentei directe a 
sistemului este 


Va = (0A + a CB) 


din care lipseste termenul a2: triunghiul echilateral se construiește pe vectorul 
CA şi în urmă. 


= b) Dacă se ia ca origine vîrful B, atunci expresia componentei directe a 
sistemului este 


— 


Va= —(BA + a BO) , 


din care lipseste termenul a: triunghiul echilateral se construieste pe 
vectorul BC şi înainte. | 


— 1 D {D 2 Wai 1 APR AG 
V= SS (a AB + a? AC) = SS a( AB + a AC) » 


din care lipsest: ‘ania, Ai: 
A ee dud la expresia din paranteză, termenul a? : triunghiul echilateral 
d ` > 6TOT AE d POLL jOLE 
Re EECH SRE și în urmă, apoi întreaga figură se roteşte cu a. 
à NP oo © lolosi in special primele două construcţii 
d f NNU 81 A | y anys Aan 4 D d Le 
1 stemele de fazori în triunghi. În cazul sistemelor de 


fazori în triunghi 

triunghi, component Jj A 

: ; ’ ponentele simetrice, directă si i . 
simplu, printr-o construcţie gr: ice, directă şi inversă, se determină 


atică, aplicindu-se relaţiile (8.12) si (8.13). Fie 


— 
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© 2° © 


triunghiul ABC al sistemului de tensiuni Ui, Ua U, (fig. 8.17). Pentru a con- 
strui componenta directă, se roteşte fazorul U, in jurul virfului O cu 120° înainte 
si fazorul U, în jurul virfului B cu 120° în urmă. Unind extremităţile libere ale 
fazorilor Ua şi Us astfel rotiţi se obţine în direcţie fazorul 3 U,, de unde se deduce 


componenta directă U, căutată. 


în mod analog se găsește şi componenta inversă U,, rotindu-se fazorii 
respectivi în sens invers. 


EE N VE 4 
ie SS cit SR y 
: y Na T 


Fig. 8.17. Metoda de determinare a componentelor si- Fig. 8.18. Determinarea componentei ho- 
metrice pentru sisteme în triunghi. mopolare. 


4. Metodă pentru construirea componentei homopolare. Utilizind proprie- 
tatea sistemelor de fazori cu aceleaşi virfuri si origini diferite, rezultă o metodă 
de determinare a componentei homopolare a unui sistem oarecare de fazori. 
Fié sistemul de fazori (fig. 8.18) | 


S(V) = (Vi, V, V3). 


_ Se construiește triunghiul format din virfurile fazorilor acestui sistem. 
Fie G centrul de greutate al acestui triunghi ; el este în acelaşi timp originea unui 
sistem pur, S(V’), avînd aceleași virfuri comune cu ale sistemului S(V). Din cele 


ce preced rezultă 
V, =08+7j 
Dar sistemul S(V’) fiind pur, Vu = 0 și deci, 


Ries OG; 
Metoda este deci urmätoarea : Se construieste centrul de greutate al tri- 
unghiului format de virturile fazorilor sistemului dat, Componenta homopolara 
este dată in direcţie gi în mărime de vectorul OG, 
= OBBDRVAȚIN: Bxistä și alte metode grafico de descompunere a unui 
sistem de vectori în componentele sale simetrice ; aceste metode se bazează 
De direct pe relaţiile de definitie ale componentelor simetrice, tie pe unele pro- 
Prietäti ale sistemelor trifazate. 
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3.3.7. GRADUL DE DEZECHILIBRARE AL UNUI SISTEM TRIFAZAT 
DE FAZORI 


Gradul de dezechilibrate al unui sistem de fazori se defineşte cu ajutorul 


raportului dintre diversele componente simetrice ale sistemului. + 
Se defineste gradul de disimetrie al unui sistem de fazori, raportu 


Vi 


Ki =e 


Si Va 


dintre modulul componentei inverse şi modulul componentei directe. 
Se defineşte gradul de asimetrie al unui sistem de fazori, raportul 


Va 
© = —— 


Va 


dintre modulul componentei homopolare si modulul componentei directe. 


a 


În practică, un sistem poate fi socotit încă simetrie, atunci cînd 


es DO şi 4 <5%- 


8.3.8. MĂSURAREA COMPONENTELOR SIMETRICE 


3.3.8.1 Măsurarea componentei homopolare de curent si de tensiune. 
Componenta homopolară a unui sistem trifazat oarecare este dată de relaţia 
(8.11) 


1 T 
Va THE (V, Kee Va Ge VS): 


Deci, pentru a măsura componenta homopolară de curent sau de tensiune 
a unui sistem trifazat oarecare, trebuie făcută suma acestor curenți sau tensiuni. 
Aceasta se poate face prin mai multe metode : 

a) Legind în paralel bobinajele secundare a trei transformatoare de curent 


(De 8.19) se obține suma celor trei curenţi, deci triplul componentei homopolare 
urent. 


b) De asemenea, se poate obţine această componentă alimentind direct 


(fig. 8.20, a), sau prin inter j ee SECH 
2 ~ prin intermediul unor transformatoare de măsură fic. 8.20, b 
un aparat de inducție. | à (fig. 8.20, 9), 


a 2 EE unui transformator sau al unui alternator cu conexiunea în 
(fig e a a) > za dE CET homopolară montind un ampermetru direct 
. 8.21, a), sau prin intermediul unui transformator (fig. 8.21, b), între neutr 


d) Pen äsuraren c i 
44 KE "A măsurarea componentei homopolare de tensiune se utilizează 
| ) stituite pe aceleași principii (fig. 8.22, a, b, o 
Aparataj ERAT ; | onent 
m 4 E di ca ce Aa Du măsurarea componentelor homopolare de 
6 format din transformatoare de măsură, de curent sau 


| ef S 2 \ ` ` vit nat 7 et longi 
a A AE i D \ D d ) à y U ‘ 
direct In mări däi de mäsurat. lime tre de curent t Le t AN à pa t k 
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qe 


LU À i) S 


x 
d) ` 6) 


Fig. 8.20. Măsurarea componentei homopolare de curent cu ajutorul aparatelor 
de inducție, 


e 


a) 
Fig. 8.21. Măsurarea componentei homopolare pe neutrul unui alternator 
sau transformator, 


1 1 ! 
soe "Ir AE? 
Leit 
A c) 


a) 


Fig. 8.22, Măsurarea componentei homopolare de tensiune. 
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directa si inversă de curent. Compo- 
ont poate fi determinată din curenții de linie prin relația 


8.3.8.2. Măsurarea componentelor 
nenta directă de cur 
(8.12) 


T => -- aI, +r a? Ta). 


De asemenea, 


componenta inversă poate fi determinată în același mod 
prin relaţia (8.13) | 


EE + at I, + a La). 


Din relația (8.12) se vede că aparatul de măsură va fi străbătut de tota- 
litatea curentului circulind în liniile rețelei electrice, însă aceşti curenți sint 
D , defazati cu 0°, 120° si 240° fata de 
curentul Z, luat ca origine de fază. 
Aceeaşi observaţie se poate face şi cu 
privire la relaţia (8.13), cu singura 
deosebire că sensul unghiurilor de de- 
fazaj este negativ. 
Pentru măsurarea componen- 
telor directă si inversă de curent există 
mai multe montaje. ` 
"ol Un astfel de montaj este 
cel din figura 8.23. În acest caz cu- 
` rentul, trecînd prin aparatul de mă- 
sură, este dat de relaţia 


A 2 i S X S 
Fig. 8.23. Masurarea componentelor directa si inversa = a Ee ji 
£g: 


de curent. : Se + Za S, + Z; 


Identificînd această relație cu relația (8.12), se vede că aparatul va măsura 
componenta directă de curent dacă 


Din aceste relații se pot deduce imediat valorile diverselor elemente ale 


schemei de măsură respective. Astfel, d | S i 
D M H ack H ONG g £ A e * 
Bu, 82 $i Sq, prima din relațiile (8.23) va da ` eg 


4,=h,+jX,=28, gi deci R—928 si X,=0. 
Din a doua relaţie, se deduce | 


Zur R; + JA, ra SS E ti Sa) 
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Po- 
big 


Lod 


sur 


32) 


, ale 
gor 


ee n EE EE EE 


si deci 


"IEF 
2 


AN, = 5 Sa ȘI Se = Sa. 


Din a treia relatie se deduce 
Z, = Ry + EE 
si deci ` 
R; = — Sa si X3= — EH Ss. 


Se vede dar că, dacă impedantele S sînt rezis- 
tente pure, atunci impedanta Z, este inductivd iar 
impedanta Z, este capacitiva. 

Pentru a măsura componenta inversă, trebuie 
schimbate între ele impedantele S, şi Z, cu impedan- 
tele Sa şi Za. Déi | 

În montajele din figura 8.23 a fost schimbat 
sensul curentului in circuitele de pe fazele 2 si 3 deoa- 
rece, in caz contrar, s-ar fi obținut pentru Z, şi Z, argu- 
mente mai mari de 90°, ceea ce ar fi condus la valori Fe 824 Maure comepemese 
negative pentru rezistențe — lucru nerealizabil în celor directă siinversä de cu- 
practica. rent intr-o retea trifazata fara 

b) In cazul cind componenta homopolara de conductor neutru. 
curent; este nulă (cînd reţeaua nu are conductor neu- 
tru), se folosesc montajele date in figura 8.24. Valoarea curentului I, tre- 
cînd prin ampermetru, este AE | 


SÉ Z, +Z; + Za za Z+ Z; + Za ză ( ) 


Daca în relațiile (8.10), care dau curenții în funcţie de componentele 
lor simetrice, se face I, = 0, se obţine | | 


I, =a° I, + al, 
Te Seed ala ab a” I; 
care, introduse în expresia (8.24), dau 


(aZa + 023) Ja + (Za + afli 


I, = 
Pé Za + Za ch Za 


Pentru ca aparatul să măsoare numai componenta directă, trebuie ca 


a? Za + aZa=0, 


de unde 
(8.25) 


Za = EES ane 2 Z, Ke Z, | 60° k 
a 


Pentru ca aparatul să măsoare numai componentă inversă, trebuie ca 


a Z, + a? Z = 0, 


de unde 
ARE a? Zs = Za | 60°. 


Relaţiile (8.25) și (8.26) dau posibilitatea determinării impedantelor nece- 
sare obţinerii uneia sau celeilalte componente simetrice. Practic, se iau pentru 
impedantele Z, din (8.25) si Za din (8.26) rezistente neinductive. 

c) Există numeroase alte montaje, printre care unele care permit, că 
utilizind aceleaşi impedante, să se obţină simultan, la aparate de măsură dife- 
rite, ambele componente simetrice de curent *. 


8.3.8.3. Mäsurarea componentelor directă si inversă de tensiune. Masu- 
rarea acestor componente se face in mod analog ca si pentru curent, pornind de 
la relaţiile (8.12) şi (8.13) care determina märimea lor in functie de tensiunile 


sistemului considerat 


Va == (V, + aV, EN 


Si 
1 
Y= E (Vi + aV; + aV 3). 

Din aceste relații se vede că aparatul de măsură va fi traversat de curenți 
proportionali cu cele trei tensiuni, însă defazati cu 0°, 120° si 240°, sensul acestor 
unghiuri fiind considerat pozitiv sau 
negativ, după componenta simetrică ce 
urmează à fi determinată. 

d Există mai multe montaje pentru 
măsurarea componentelor simetrice de 
tensiune. 

a) Astfel, în figura 8.25 se folo- 
seşte un aparat de inducţie pentru măsu- 
rarea acestor componente. Curentul, 
străbătînd aparatul de măsură, este pro- 
portional cu i 


Den Len ă 
l Z, 


NE 


Între mărimile diverselor impe- 
à dante ale acestor montaje trebuie să 
g. 8.25. Măsurarea componentelor directă și existe următoarele relaţii : 


inversă de tensiune, EC, 60° r 
49 — 4 | 6C ei Z, = Z, | — 60° 


emee ? 


* Vezi [140, 256] 


264 


în cazul componentelor directe, şi 


— 


Z,= Zi |— 60° ; Z, = Z, | 60° ; 


în cazul componentelor inverse. 

Într-adevăr, componenta directă a tensiunii este dată de relaţia (8.12); 
curentul care străbate aparatul este proporţional cu această tensiune. Se poate 
scrie deci, 


Ia = V,=—( + a) ta). (8.28) 


Identificind relaţiile (8.27) şi (8.28), care trebuie să reprezinte același 
curent, se obţine 


V 
Ay, = = de unde rezultă Dec, 
3 Z, à A 
y 
a— V, = ——* E e cr dër en DÉI E 60° ; 
Z, i 
Dap Vai — Been Z A] — 60° 
SE Za = oak 


Ki 


În mod practic se alege pentru Z, o rezistenţă pura. 

b) In cazul cind reteaua nu are fir neutru, se pot folosi montaje analoage 
eu acelea folosite in cazul determinärii componentelor simetrice de curent. 
In figura 8.26 este redat un montaj care da simultan ambele componente. 

Aplicind teorema a II-a 
a lui KIRCHHOFF circuitului 
TZ,- V; ZIT, (T, si T, fiind cele 
două transformatoare de măsu- 
ră), se obţine: 


Uz = Z: I; + Z, Jg 


Un = Zi Deeg Een 


L= +i, 


=y 


U, = Z, I, . 


e Eliminind curenţii 1,, Li, 
, 2 sp 
1; dintre aceste relaţii, rezultă 


d by (Zi UyytZ2 Un) Fig, 8.26, Mäsurarea simultanä a componentelor directa si 
ee eneen inversă de tensiune, într-o rețea trifazată fără conductor 
Zi Za Zit Za) Ze neutru, 
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e U,, în funcţie de componentele lor simetrice, se 


înlocuind pe Ues Si P 
găseşte | | i 
U! Ze [(a2Z: + a Za) Va + (a Za + a? Z4) Y1 
“aa Zi. Zi + (Zi + Za) Ze 


_ Pentru ca y’? să fie proporţional cu V, trebuie ca 


a Zi + a? Zi = 0, 


de unde rezultă o SE | 
| Z, = — æ Zi. 


în mod analog se găseşte şi pentru al doilea circuit de măsură 
Zi 8 Zi. 

În general se ia | 
TZR 


si rezulta | es 
Š Z, = Zi =R | 60°. 


8.3.8.4. Măsurarea puterii active si reactive corespunzînd componentelor 
simetrice. “Puterea aparentă într-un sistem trifazat poate îi exprimată prin 
relatia* 


SEP Hj Q= 38r + 38, +138, 
Această relaţie poate fi pusă sub forma At 
S = 30,1, | + 3 Ua Lalea +30, 11% - dÉ 


Primul termen al acestei relatii contine componentele simetrice homopolare 
de curent si de tensiune, care se obţin cu unul din montajele indicate (fig. 8.20 
i | Su gi 8.22). Aplicindu-le unui wattmetru 
sau unui varmetru, se poate masura 
puterea activă sau reactivă corespun- 
zătoare termenului S, (fig. 8.27). 
Puterile corespunzătoare ter- 
menilor S, şi A; se măsoară în mod 
analog. | 
În general, suma celor trei ten- 
siuni Uy , Uao Si Uso şi à celor trei 
curenţi Z Za si L nu este nulă. 
Waltmetru Pentru a obţine componentele sime- 
Fig, 8.27, Măsurarea puterii activă a sistemului trice ale acestora, trebuie să se aplice 
homopolar, relaţiile (8,12) si (8.13). 


* Vezi 8.4.3.1, ` 
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Pentru a simplifica operaţiile şi pentru a reduce numărul de fazori nece- 
sari pentru determinarea acestor componente la doi, este mai comod să se 
utilizeze diferenta fazorilor tensiune ) 


Us SES Us ag Uis U» Ta Us = Uta, | U30 — Uio = Uz 
şi diferența fazorilor curent 


(es Lë I, Ta Is, I; pure L 


în locul fazorilor înşişi. Suma 
acestor fazori fiind evident 
nulă, componenta simetrică va 
fi perfect determinată numai de 
unul dintre acești fazori. 

Tinind seama de montajele 
date în figurile 8.24 şi 8.26 (din 
care se foloseşte numai o parte), 
se obţine schema de montaj din 
figura 8.28 cu ajutorul căreia 
se poate determina puterea 
activă sau reactivă din termenii 


Sa si S;, dupa ordinea in care Fig. 8.28. Masurarea puterii active a sistemului direct 
sînt legate impedantele Z, si Zs. sau invers. 


8.3.9. MASURAREA REACTANTELOR DIRECTA, INVERSA Si HOMOPOLARA 
A UNE MASINI SINCRONE 


8.3.9.1. Generalitati. In calculele curenților de scurtcircuit din rețelele 
electrice, este necesar să se cunoască diversele reactante ale mașinilor rotative 
din reţea, în special ale maşinilor sincrone. Determinarea acestor reactante se 
face cu ajutorul caracteristicilor de mers in gol și în scurtcircuit simetrie sau 
disimetric. În acest scop, pentru o maşină sincronă oarecare, se ridică caracteris- 
ticile de mers în scurtcircuit trifazat (scurtcircuit simetric) şi în scurteireuii bifazat 
şi monofazat (scurtcircuit disimetric) (fig. 8.29). = . 


8.3.9.2. Măsurarea reactantei directă sau sincronă. Reactanta directă sau 
sincronă X, (sau impedanta directă sau sincronă Z, dacă rezistenţa bobinajului 
nu este neglijabilă) a unui alternator este reactanta pe care acesta o opune 


EAL + / 
/ Scurteircult 
p FRE EI , monofazat 
d Seurfcirculf 
LE bifazat 
GP Seurtcircuit 

T NE A frifazaf 

(1) A 
Jo ig 
Tea) 


Fig. 8.29. Caracteristicile de 0 M ? z 
Scurtcircuit ale unui alternator, 


ntei directe a curentilor. Prin definitie ea este raportul, la frec- 


trecerii compone ui fază 
venta normală, dintre modulul forţei electromotoare a alternatorului pe DZA 


la borne si modulul curentului de scurtcircuit simetric produs la bornele sale, 
la funcţionarea în regim permanent; de scurteireuit*. Mărimea acestei reactante 


se obtine fäcind citul dintre tensiunea pe faza, determinata pe porțiunea dreaptă 
a caracteristicii de mers in gol, prin curentul de scurtcircuit simetric corespun- 


zător aceluiaşi curent de excitație OM (fig. 8.29). Se obtine** 


EE (8.29) 


8.3.9.3. Măsurarea reactantei inversă sau asincrona. Reactanta inversă 
sau asineronă X, (sau impedanta inversă sau asincronä Z,) à unui alternator 
este reactanta pe care acesta o opune trecerii componentei inverse à curenților. 
Prin definiţie ea este raportul, la frecvenţa normală, dintre modulul fazorului 
principal al componentei inversă a tensiunii aplicată la bornele mașinii şi mo- 
dulul fazorului principal al componentei de curent produs în indus. 

Mărimea, acestei reactante se obţine din curentul de scurtcircuit bifazat 
(disimetric) și tensiunea de mers în gol corespunzătoare aceleiaşi excitafil, 
determinată pe porţiunea dreaptă a caracteristicii de mers în gol, cu ajutorul 
relaţiei 

E3 ; 
Ie x X, (8.30) 


Din această relaţie, tinind seama de relaţia (8.29), se obtine 


V3 1 
at So SS) 
i E el 


8.3.9.4. Mäsurarea reactantei homopolarä. Reactanta homopolarä sau 
de nul X, (sau impedanta homopolarä sau de nul Z,) a unui alternator este 
Sc pe care acesta, o opune trecerii componentei homopolare a curenților. 
Reactanta homopolara a unei mașini sincrone şi, în general, a unui sistem de 
E a SC simetrie într-o armătură si destinate a produce un cîmp 
virtitor, este o mărime foarte mică în raport cu reacta irectă şi chi 
r t nta directà ar 
aceea inversă. i i e eu 
rari DĂRI gepinde mut de natura infaisurarii; ea este independentă de 
‘aril rotorului si i ` i i 
“perii S orului si in particular de prezenta sau de lipsa amorti- 
Determinarea react j 
Ge a SP. SEE Le x 
DD dorea etat jethomopolss S se poate face fie indirect, prin metoda 
TAER ; f circuit, fie direct prin metoda tensiunii fazelor 
a) Metoda indirectă. Mări i 
H a l Le [X j à | A 1 
E nau K ärimen acestei reactante se obtine cu ajutorul 
„n tatei el ers în scurtcircuit monofazat, a caracteristicii de mers în scurt- 
nei faze la punctul neutru si a caracteristicii de S 
` aracteristicii de mers în gol. Pentru 


** Justificarea acestei relat 
a acestei relaţii și a următoarelor se va vedea tn 8.4.5.6 
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un anumit curent de excitație se determină valorile curenților de scurtcircuit 
corespunzători gi tensiunea de mers în gol pe porţiunea dreaptă a caracteristicii. 
Utilizind relatia* 

3E 


fa) = Ren ee, (8.31) 
si relatia (8.30), rezulta 
Iw Ira) 


b) Metoda directă. Se realizează montajul din figura 8.30 legindu-se faza 1 
în scurtcircuit cu neutrul mașinii sincrone prin intermediul unui ampermetri ; 
între bornele 2, 3 si neutrul maşinii 
sincrone se leagă doua transfor- 
matoare de tensiune, avînd secun- 
darele legate în serie cu un 
voltmetru. 

Dacă Ia este curentul măsu- 
rat de ampermetru, V, si V, sînt 
respectiv tensiunile masurate pe 
fazele 2 si 3, reactanta homopo- 


lara este data de relatia Fig. 8.30. Mäsurarea reactantei homopolare. 
Dee nse (8.32) 
Ly) 


Într-adevăr, curentul Ia, este dat de relaţia (8.31). Pe de altă parte, in 
cazul unui scurtcircuit al unei faze fata de neutru, componentele simetrice ale 
curentului sînt* 


E 
= SS Es ae D 
e ÍX; + jXa + 1X 


Scriind tensiunile de pe fazele 2 si 3 în functie de componentele simetrice, 
se găseşte succesiv 


V, =V, + aV; + aV, = vb — (OLEFA + aj Xl + Lal = dE — 


A . atj X, -|- aj Xa -} j Xo Xa bn aX 
Mux eax ax.) ain et APRES EE 
deoarece** 

Va = Li GTA Y, end — ale, Va = — Le 


Analog, se gäseste 


si h 1 


am (al = EY 
Vo ( Xot Nat Xa 


* Vezi 8,4,5,4, 
** Vezi relațiile (8.44). 
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Fäcind suma gi finind seama de modul de legare al transformatoarelor de 


tensiune, rezultă: 
ep (a — 1) (a? — 1) jXoE ue __3XË 
Vat Vs 1X0 + Xa + IXa Xot X+ Xa 


de unde, împărțind prin curentul Iu dat de relația (8.31), se obține tocmai 
expresia (8.32). ; 


8,4, CALCULUL SISTEMELOR DEZECHILIBRATE 
PRIN UTILIZAREA COORDONATELOR SIMETRICE 


8.4.1. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF IN REGIMUL DEZECHILIBRAT 


Să considerăm o reţea trifazatä complexă, care are pe fiecare fazä un 
numär N de noduri si un numar B de bucle distincte (fig. 8.31). 
Pentru fiecare nod in parte se poate aplica teorema I a lui KIRCHHOFF sub 


forma : 
ZI, = 0 pentru faza 1, 
ZI, = 0 pentru faza 2, | (8.33) 
ZI, = 0 pentru faza 3. 
Acesti curenti facind parte dintr-un sistem trifazat pot fi descompusi in 


componentele simetrice corespunzätoare, utilizind in acest scop relatiile (8.11 
(8.12) si (8.13). Vom avea, deci, pentru toti curentii care intra ats Ke 


sl 1 | 
El, =2—(L ab I, F 13) Ss SS ap ZT, sl ZE 


_sau, tinind seama, de relatiile (8.33), 
"rezultă 


ZI, = 0. 


De asemenea, pentru com- 
ponenta directă 


Se 2 (L + aly + ay) = 


Sahu 


1 
me GL + ala + aE) 


Fig. 8,31. Reţea trifazată complexă, 


gi deci, 


210 


en bel kee 


ae hui de mn 


EM 


VO 


\ 


Rezultă dar, că teorema I a lui KROHHOFF se aplică intocmai și in compo- 
nente simetrice fiecărui nod al reţelei. | 

O demonstraţie analoagă, aplicată buclelor din reţeaua, trifazata, ne va 
conduce si la valabilitatea teoremei a II-a a lui KIRCHHOFF în componente sime- 


trice sub forma 


EU, = 0, 2U, = 0 si UU, = 0, 


care se aplică pentru orice buclă a reţelei trifazate. 


8.4.2. IMPEDANTELE UNEI RETELE TRIFAZATE IN REGIMUL 
„DE COORDONATE SIMETRICE 


Într-o reţea electrică formată numai din impedante constante, in virtutea 
principiului suprapunerii efectelor, regimul de curenţi dintr-o latură oarecare 
poate fi socotit ca suma diferiților curenţi produşi de diferitele forte electromo- 
toare aplicate sistemului şi considerate ca lucrind independent. 

Dacă la bornele unei reţele electrice geometric echilibrate se aplică un 
sistem de forte electromotoare de o anumită succesiune, va rezulta o circulație 
de curenţi polifazati de aceeaşi succesiune și cäderile de tensiune de-a lungul 
reţelei vor constitui, de asemenea, un sistem trifazat simetric şi echilibrat de 
aceeaşi succesiune. 

Astfel, într-un sistem trifazat geometric echilibrat, componentele sime- 
trice directe, inverse şi homopolare constituie sisteme independente : fiecăreia 
din acestea, în mod independent, li se pot aplica teoremele lui KIRCHHOFF, consi- 
derîndu-se pentru fiecare în parte numai circuitul simplu format dintr-o fază 
si conductorul neutru. | 

Se numeşte impedanta directă a reţelei, impedanta efectivă pe fază opusă 
trecerii curenților sistemului direct. 14 

fn acelaşi mod se defineşte impedanta inversă Si impedanta homopolar à. 

Rezultă dar, că între diversele elemente ale unui circuit electric în raport 
cu componentele simetrice corespunzătoare se pot serie relaţiile 


A, ks V; AF ZT; 
D, = Va + Zelu (8.34) 
E, = V; de Z Li, 


în care H este forţa electromotoare aplicată circuitului, Z impedanta lui, I cu- 
rentul ce străbate această impedantä şi V căderea de tensiune într-o porţiune 
din circuit, sau tensiunea la bornele acestui circuit, corespunzătoare secyențpei 
respective, 

Dacă sistemul are conductor neutru, atunci în ecuaţia referitoare la 
componenta homopolară trebuie adăugată căderea de tensiune Vy în acest 
conductor ; prima ecuaţie (8.34) trebuie scrisă în acest caz 


E IE AA 
H h Fa | Z nen | Vy ° 
În ceea ce priveste impedantele Zi Za si Zu se observă următoarele : 


a) Toate elementele care nu comportă părţi rotative gi ale căror faze sint 
geometric echilibrate prezintă trecerii curentului o impedanţă, care nu depinde 
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ru toate aceste elemente 
pasive etc.) impedanta directă Za 


de succesiunea fazelor tengiunilor aplicate la borne ; pent 


(transformatoare linii, cireuite receptoare 
este identică cu impedanta inversă Zu 

b) Maşinile rotative prezintă trocerii curenților din sistemul direct o 

impedanta, care in general, diferă de impedanta ce intervine in sistemul invers. 

el La calculul puterii de rupere & intreruptoarelor DU be ţine seama de 

(i, impedanta homopolară nu are o 

pamint sau 


reactanta capacitivă a reţelei, gi în consecin 
valoare finită decit dacă punctul neutru este accesibil gi legat Ja 
neutru ; în caz contrar, impedanta homopolara 
stemul homopolar. 


dacă sistemul are un conductor 
are o valoare infinită pentru curenţii care constituie si 
d) Conductorul neutru fiind străbătut de toti curenţii care formează 


sistemul homopolar (trei în cazul sistemului trifazat), dacă se tine seama de 
căderea de tensiune care se produce în acest conductor, impedanta sa poate fi 
înlocuită cu % impedante legate in serie gi egale cu impedanta proprie à acestui 
conductor, % fiind numărul de faze al sistemului. 

e) Totalitatea circuitelor receptoare pasive (iluminat, încălzit etc.), absor- 
bind în mod normal o putere S la tensiunea pe fază V, cu un factor de putere 
cose, poate fi asimilată cu o impedanţă egală cu* ie 


— 


3V2 a 
Za = AC + jsing). 


Să considerăm acum cazul general j j ituită din 
| sic al unei rețele electrice constituită 
impedante disimetrice. i 
S SE receptor trifazat, ale cărui circuite pe fază au respectiv impedantele 
LATE Zon» Las) cuplate intr-un mod oarecare cu fazele vecine ; fie I,, 12 E curenții 
| ME S z Deg Se 5 
circulin in cele trei circuite și V,, Va Ya tensiunile la bornele fiecäreia. Intre 
aceste mărimi se pot serie relaţiile 


Vi ar Zul ala Ziolo al ES 
Va Ces Sal, “IF Z 391 op 4231 
Va TE Zyl SR Z 312 ap 43313: 


~ d ) 4 
ants lt) AEDI ` 3 § — 9 3 -9 ) ID CQ O , > A 
BE 0 ți P după ce De) au facut toate calculele 


A 7, au 7 si i 9/7 r - 
EEZ + Zoe + Za) Läif + Zor + Zaa)] + Za (Zur + aAa +a%ss) - 


> 
ve 


weg (Ze; +4. f 27 € : d 
~ 3 sh de ech E Jl, f o 
AZ + 84 ,.)| + 1, (Zu + 249 + a.) (Diaz a A9 0: 
GC ~ DI E 49) e: € éiyahl: 


D (PAK role e 
Această relație se deduce ușor, Într-adevăr, din 
S = § (cos js | 
| | S (cos p -+ j sin p) = à V Is, 
Cum Za: J = V, rezultă i 
3 ya sya 
S (cos p - j sin @) 


Zum 
(cos @ = j sin p) 


de unde se obtine relaţia dată 
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sv, = 1, (Zu + as + 82730) — (Ban Lafe Ha Zia) + LT (Za + aa + Za) — 


— (Za + Zu + Sall + Li (Zu + 22250 + 2733) + 2(Zog +aZa + aZa2)]; 
SM Iata Zara Za) —( Zap +a Zg +210) 1 HIZ -aZ +82233) + 
+ 2(Zo, + A Zu + 0°Zy2)] + I, [(Zi1 + Zoo + Baal — (Za + Zn + Za2)]- 


Notind 


& = + Zn + Zur + Ža), Hy =+ (Zag + Zon + Be 

By = (Zu FAL FaZa) și Ya (Za taZa + Za) 

ë = = (Zn + 22222 + 2233), H = — (Zy + 2223 + 2239) ; 
aceste expresii definese componentele simetrice de calcul ale impedantelor şi 
impedantelor mutuale. Introducindu-le in relaţiile de mai sus se, obtine 

Vn = (En + 26n + (Ei — Bla + (Ea — bal 
Va = (fa — wade + (a blot (& + 249 Lo (8.35) 
V, = (E; — In + (Ea + lle + (n — BE 

În acest caz deci, componentele simetrice, directe sau inverse, de curent 


și de tensiune, nu mai constituie sisteme independente. 
Dacă, sistemul este de constituţie simetrică, adică dacă 


Atunci, 


si sistemul (8,35) devine 
(éi wa (Én eh WALD 

Va = (by = Hallo (S.36) 

y 


Hie Ui es WE 


73 


18 —0, 229 


wm J, = atunci Şi 1 i 
OU din reţea sint echilibratis Z op , din Sage (8,36) i | 


în cazul cînd curen 
tensiunile la bornele cit 
ecare Yin You Es 


rezultă i PV, = V, = = 0. 
SN un virouit GE FA Vi Ken Kë roprii tat eoare Ko SA rea 

re ele prin admitanyele on 
us ie circuitul și tensiunile Vy, Lo Ya se pot se je relaţiile 


= Yu + AV — Vo) + Bal: — Va), 


cuitului sint echilibrate, deoare 


I SF Ké AP Ed: ES V,) ap Yog(Vo Ka Vs), 
Tr Vass ar Volk: a EA = al: Ke Vo). 


înlocuind curenţii si tensiunile prin componentele lor simetrice, făcînd 


calculul şi definind admitantele de calcul proprii si mutuale prin expresiile 


= — (Eas AF Zu an Yia), 


Le 
| 


|l 


Ch Ski AP Yat Kaal 


‘ghid Bh iq, 
R (Yos + as + a2Y 2) 


| 


— (Yu + aYa + a2Y3s);t Şi Ya 


ae 
| 


Ss 


| 


i i, 9 > 
t= E (En + aE + Sal y= EEn + Es + ha) 


se găsesc, între componensele simetrice de tensiune Si curent, relațiile 
meru ER ELE t 
Ile = Sak: + Wei a SW) Va at (Ci tr: 3y,)V i? 


| T, = EE, + (Ga — 3a EC 


8,4,3. EXPRESIA PUTERII IN REGIMUL DEZECHILIBRAT 


8.4.3.1. Puterea aparentă. Î imi 
ergy . În calculul cu mărimi complexe, puterea apa- 
rentă se obţine cu ajutorul relaţiei ploxe, E a api 


S=UL=P+i0 


— 


În 
jar leegen Dos e SE fază o expresie analoagă, 
omplot v : 
ale fiecărei faze in parte, Rezultă de a fi ogal& cu suma puterilor apar ante 


g = U * yè DE y à y 
2 = U, L + U: + UIs = (Pi + Pat Pa) + j (Qi + Qu + Qu (887 
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Soriind fazorii de tensiune şi de curent, în funcţie de coordonatele lor sime- 
trice, se obține : | 


U, = U, Au U, Ap U; 
U, = U, + aU qr at, 
Us = U, + aU, + a’ U, 


pentru tensiuni si 
I =1,+li +1, 
Jo c sala ar al, , 
I; = I, tal; tal, 
pentru curenți. 


= Valoarea conjugată a lui a este a? şi valoarea conjugată a lui a? este a; 
în consecință, valorile conjugate ale vectorilor IP diop dio AS 281 


= + I +1}, 
I} =I} + alj + a7l7, 
Iz = I} + #17 + ali. 


Introducind aceste valori in relatia (8.37) de mai sus si efectuind calculul, 
se găseşte 


— pentru faza 1: 


feet D +0, F U UL) + Ha (it) + 
+ U, (TF + 1$); 


— pentru faza 2: 


U, I* =U, I* + U,1$ + U,1$ + U,(ald + a IF) + Uel LX tal) + 
+ U, (a1% + Mat 


— pentru faza 3 : 


U,I* =U, If + U, 1% + U 18 + Uy Colt + alt) + Uaa I + af) + 
+ U (al, + ali). 


Adunind aceste expresii, membru cu membru, se obtine 
8 = U, Ip + U, I} + Us If = 3U, I} + 3U. I] FSU, (8.58) 


ceilalți termeni dispärind ca fiind factori comuni pe lingă suma 


1+a + 2? = 0. 


Punind în evidenţă puterile active gi reactive, Se obţine 


S = P + jQ = SU, n cosy, + SU, La COS + 3U, I, cose, + 
4- j(8U, I, SINA -|- SU Ia Sin Pa +- 3U, d, sin @,) ` 


în care ọ este defazajul dintre tensiune si curent pentru fiecare componentă, 


simetrică. Rezultă dar, că în cazul unui sistem dezechilibrat, puterile activă 
şi reactivă sìnt date de relaţiile 

P = 30,1, 008%, + SU, L COSPa + 3U; I, cos, 
` : D e 

Q = 3U, sing, + 3 Ua a Sin a + SU, I; sing; - 


8.4.3.2. Puterea fluctuanta’. Într-un sistem trifazat puterea fluctuanta 
este dată de relaţia, scrisă în mărimi complexe, 


P, = Ul, + Del, + Usls, (8.39) 
în care cei trei termeni ai sumei reprezintă puterea fluctuantă de pe fazele respec- 
tive. | 


Seriind relatia (8.39) in functie de componentele simetrice si facind cal- 
culele se obţine 


— pentru faza 1 

D D + Usla + UL, + DN + L) + Ud, + Mr DO + La); 

— pentru faza 2 | 

UI, = Ul, + al, + AU, + U, (a°l, + al) + AU, (I, + al,) + 
+ a U; (I, + a*l) ; 

— pentru faza 3 

Usl; = Ul, + aU I, + aU, + U, (al, tal) + aUa (2 + a°l,) + 
kaft, (I, +a). 

Adunind aceste expresii membru cu membru se obţine 
P, = D + De + Dal = SUL, + OD A, + SU la 


ceilalţi termeni dispar ii i 
f meni dispärind ca fiind factori comuni pe lingă suma 


lapa = x 
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8.4.4, CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE TRIFAZATE DEZECHILIBRATE 


8.4.4.1. Problema generală. Fie un sistem energetic trifazat, pe care il 
presupunem reprezentat printr-un circuit echivalent trifazat (fig. 8.32) for- 
mat dintr-un generator avind forţele electromotoare pe faze H, Da, Ba si impe- 
dantele proprii, exprimate în coordonate simetrice, Z,, Za, Zo, Și dintr-un recep- 
tor avînd impedantele pe fază Bu: Zro, Zg Și tensiunile la borne, de asemenea 
pe fază, Vi, Vo, Vs; linia de legătură are impedantele pe fază Zu, Zr Zr 
iar conductorul neutru impedanta Zy. 

Se presupune că între diversele faze nu există impedante mutuale, acesta, 
fiind cazul cel mai răspîndit în 
practică“. 

Pie, 13, I, curenţii care 
circulă prin diversele faze. 

Problema de rezolvat con- 
stă în determinarea curenților 
din reţea şi a tensiunilor la 
bornele receptorului. 

Rezolvarea acestei proble- 
me se face foarte comod cu aju- 
torul coordonatelor simetrice. 
Pentru aceasta este necesar să se 
găsească o serie de relaţii de legă- 


Zn 
tură între diversele mărimi. Fig. 8.32. Circuitul echivalent al unui sistem energetic 


i , trifazat. 
i Fie I,, Ia, I, componentele rifaza 
simetrice ale curenților si 


V;, Va, V, componentele simetrice ale tensiunilor la bornele recep- 
torului. 
Dacă înglobăm impedanta liniei în impedanta receptorului seriind 
Z = Zr F Zr 

aplicind legea lui Omm fiecărui circuit in parte, se obţine : 
Va = Bila = ZI, + Za + Eh 
Va = Zola = SO + ala + al), (S.40) 
Va = Suche SO + à Ia + ad). 


_Calceulind componentele simetrice ale tensiunii pe fază Şi tinind seama de 
relaţiile (8.40) se obţine: 


ES SEE 12. ER À S 
Dasz + Va + Vs) = — (ZU + Ly +L) + Zita) +R tal 


AT a 1 = 7 “my ar 7 r 
-+ a'I, )l = Co (Zi + Z + Sal, -+ (Z, + a®Zy+ad,)l, + (4, + AZ, La Zs) fl 


gagement, 


* În cazul cind impedantele mutuale nu pot fi neglijate fată de impendantele proprii ale 


diverselor y 3 » OI re ` H Lër i] ` DH gy H A 
eres TETE pentru calculul circuitelor trifazate se utilizează relațiile (8.85) stabilite în para- 
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| 

D 
E 
H 
E 
H 


(yt Lg tI) + 0Z an Haat al ra Za( Ia kalat 
ah | = = > 


1 
Va Ss +a Va +o Vo) 


5 t (Z, + aZ + aZa)l] 
1 i 27 >, = VA -j Z, -|- Z3)la -(Z, | d 2 în 
+ n°1] = e ((Z, + 02.4 Za) + (ZT 4a s (8.41) 


F | £ [,a?1 Lali,) + SE? (I + 
M = SIS + a, + Va) = El, Lt Ada Sal Ha’ Hak) - 


+ 9'Z,)Ll,- 7, + Z SA, 
vara )]= IZ, + a’Z + aZy)L,, SEH + aZ2 + à Z3)La+ (Z,+ Ze + 43 


Dacă se notează 


Pr (Va ar Za E Za), 

= 3 

%, — (Z; + aZ; + a?Z:), (3.42) 
À Se 


a, = (hs + a?Z, + aZs), 


atunci relatiile (8.41) devin * 
Do Dr I, + %; La + SJ 
Vi = Ba lin ap D, La t Zili, (8.43) 
V: = Se I, + a leck %, Lie 
Relaţiile (8.42) se numesc impedantele de calcul ale sistemului trifazat 
Rem I,, La si 1, sträbätind şi bobinajele generatorului, vor produce 


cäderi de tensiune in acestea ; componentele simetrice ale tensiunilor la bornele 
generatorului vor fi 


U,=2,-4 1); 
Ua mag Hi Era 4, Ia ’ (8.44) 
U, we H, = VAR I, ) 


* Aceste ecuaţii se puteau obține direct din ecuaţiile (8.35) în care se face, conform ipotezei 
adoptate, d = Hd = (y = 0, 

** Ele sint identice cu impedanţele En Ea și E, stabilite în paragratul 8.4.2, Li s-a dat acest 
nume, deoarece ele nu corespund nicl unel realități fizice, Într-adevăr un vector impedantà nu poate 
fi reprezentat decit in semiplanul pozitiv (cadranele I el IV); sistemele de impedante de calcul însă, 


din cauza operatorului a care întră în structura lor, pot ocupa orice poziţie in plan, Această descom- 
punere este deci numai formală, foarte co modă pentru calcule. 
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3) 


EN 


pz% 


cest 
pate 
ns% 
on 


si E, fiind componentele simetrice ale forțelor electromotoare ale gene- 


orului. | Le 
a Sistemele de tensiuni S(U) de la bornele generatorului și S(V) de la bor- 


nele receptorului formează două sisteme de fazori care au aceleași virfuri şi 
origini diferite. Se poate scrie deci 


B, E 


By oe US 
He Vi) (8.45) 
U; E y, ; 


` 


unde Vy este căderea de tensiune în conductorul neutru gi care se poate scrie 
Vy = Zy Iy = Zy (l + la + Ls) = 3 Ze . (3.46) 


Tinind seama de relaţiile (8.43), (8.44), (8.46) si ordonind în raport cu 
componentele simetrice ale curenților din circuit, relaţiile (8.45) pot fi scrise 


E, = (Sy + Zo H3 Zr) In + & La + a le 
BE, = 2,1, + (& + Z.) I, + 2 L; (8.47) 


E; = SEI + ala + (2, + Za) Li. 

Sistemul de ecuatii (8.47) este sistemul de ecuatii cel mai general ce se 
poate serie între componentele simetrice ale unei reţele electrice trifazate serie. 
El corespunde unui generator de puiere finita* . 

Sistemul de ecuatii (8.47) permite gasirea componentelor simetrice ale 
curenților din reţea si apoi, cu ajutorul relaţiilor (8.43), se pot găsi componen- 
tele simetrice ale tensiunilor la bornele receptorului. 

Folosind relaţiile (8.10) se vor găsi, în sfirsit, valorile reale ale curenti- 
lor care circulă în reţea şi în consecinţă, ale tensiunilor in orice punct al 
reţelei. pasi 
~ OBSERVATIE: Relaţiile (8.43) se pot serie fără nici o dificultate folo- 
sind regula produsului simbolic, între două sisteme trifazate simetrice** . 

«8.4.4.2, Cazuri particulare. Particularizind ecuatiile (8.47) se poate rezolva 
orice problemă ce apare în practică, după cum urmează : 

1, Retea electrică trifazată, cu conductor neutru, alimentată de o sursă 
de putere infinită. În acest caz 


Zo ER Z, EH Z, = 0 
și ecuațiile (8.47) devin | 
E, = (% + 3 Zy) Is + La + Sul = Va + Vus 
F; Les, Zu 1, ab 2, Ia + © I, am Va 


PR TH, Së ar —- 
H, = %, In + Bala + B Toe E, 


la * S-a dat această denumire deoarece curenţii ce străbat bobinajele sale influențează tensiuna 

borne, spre deosebire de generatorul de putere infinită, cind această influenţă este nulă. În practică 

eu caz corespunde situației cînd puterea generatorului este de același ordin de mărime cu puterea 

| ‘pes EA Bee caz, cind puterea generatorului este foarte mare faţă de aceea a receptorului. 
ezi 8,3,5,3 | 


tă, fără conductor neutru, cu sursă de putere 


o. Reţea electrică trifaza 
infinită. În acest caz 


Na Vel yi | 


Heuatiile (8.47) devin i 
H, = Di Las Zu dy = GI 
B, = Žr la t Ži I, = Va (8.48) 

E; = 24 la + 2,1; = Vs 


Din acest sistem de ecuaţii, ultimele două servesc pentru determinarea 
celor două componente simetrice ale curentului, iar prima, pentru determina- 
rea componentei homopolare a tensiunii, în ipoteza că nu se cunoaşte compo- 
nenta homopolarä a forţei electromotoare a generatorului. 

3. Reţea electrică trifazată, fără conductor neutru, cu sursă de putere 


finită. În acest caz 
B ons, 0 


şi ultimele două ecuaţii ale sistemului (8.48) se vor serie 


E, =(%, t Z) La + & I, = Va (8.49) 
E, = 2, Ia + (2, + Za; Sr y 


4. Dacă generatorul care alimentează rețeaua este simetric si echilibrat, 
asa cum este în gen ral cazul în practiċă, atunci ; : 


E, =H,=0 şi E, =. 


e ` 

5, Dacä la un sistem trifazat, fara LOL ` 
EEEE ET U Ta à at, fără conductor neutru, se cunosce numai 
i Ur utilizi Us, Uz Us la receptor şi deci şi componentele lor simetrice 
U4 și Uj, utilizînd relaţiile (8.15) si (8.16) se găseşte | 


și deci, pentru rezolvarea pr i di e 
f rezolvarea problemei, pot fi utilizate eouatiile (4.48) 


8,4,4,3, Exemp icati 
44,3, Exemplu de aplicaţie a i 
Sp piney OU metodei, P A in ad Name : 
mai sus, să studiem următoarea problemă : Pentru ilustrarea metodei de 


Un cuptor electric tri 

Hu Dor electric trifazat este ali 

6 té | stritazat este alimentat de un transt | 

2200/200 V, 50 Hz, cu Re, NA GR de un transformator de 
A Os 2 1 | | Pas 4 

po joasa tensiune, La un moment d | 

cuite cu trei rezistențe legi 


Sch 3500 EN A, 
SE d d înaltă tensiune şi în triunghi 
at, caracteristicile cuptorului i ti pa 
yte în ste ? ptorului pot fi inlo- 
în stea, de 0,010 Q, 0,010 Q si 0,001 d respectiv 
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fazele R, S si T. Dacă reactanta transformatorului este de 30%, care este 
intensitatea curentului în cei trei electrozi, neglijindu-se rezistentele transfor- 
matorului şi impedantele conductoarelor? Care este supraincărearea transfor- 


matorului ? 
Reactanta transformatorului fiind dată in procente, valoarea ei se cal- 


culează cu ajutorul relatiei* 


D 2 
DEE 120 


100 S 100 3500-10? 


Circuitul electric echivalent al problemei devine cel din figura 8.33. 
Calculind impedantele de 
caleul corespunzätoare rezistente- Ip 
lor utilizării, se găseşte : fi E 


[343-707 N 10-107 N 


oy — 0 10580 ; EE 
D e | j343-0°0 10-10? A 
S, = (1,5 + j 2,6)10 7° Q; S 


3, = (1,5 — j2,6)10 20. Se 


I | j3,48-10 


Pentru găsirea componente- T 
lor S simetrice ale curentului se Fiig. 8.33. Circuitul echivalent al grupului transfor- 
aplică ecuaţiile (8.49) tinind seama mator-cuptor. 
că pentru transformator 


RS ty Xe =P EE 


Sistemul tensiunilor de alimentare fiind simetric si echilibrat, rezulta 


. Us . 200 


= ji fs Valia 
astfel, încît cu datele particulare ale problemei, sistemul de ecuații (8.49) devine 
j 115,5 = (7 + j 3,43) 103 I, + (5 AO IES d i 
| O5 02,6) 107% FT, + (7 +4 3,43) 109 pe 
care rezolvat dä 
I, = 8,94 + j 12,50 kA; I, = 5,42 — j 5,07 KA. 
Curentii căutaţi în cele trei faze vor fi 
Ip =I t l, = 14,86 + j 9,43 KA, 


I, =a, +a I, = 6,80 —j 7,76 KA, 
I,=a 1, +a’, = — 20,66 — j 1,67 KA, 


eee 


* Vezi 6.3,4. 


at $e calculează cu 


Puterea absorbită de cuptor în momentul consider 


relatia 
P= ha Zp |? + Ks gs? + Rp Lol? = 4390 kW, 


ceea ce corespunde unei supraincăreări de 


4390 — 3500. + 100 = 25,43%. 
3500 


8.4.5. CALCULUL CURENȚILOR DE SCURTCIRCUIT ÎN REȚELELE 
ELECTRICE TRIFAZATE 


3.4.5.1. Generalităţi. Cînd două elemente ale unui circuit electric, care 
în mod normal sînt izolate din punct de vedere electric, capătă, dintr-o cauză 
oarecare, o legătură galvanică directă sau prin intermediul unei impedante, 
se spune că s-a produs un scurtcircuit. | “ed 

Cele două elemente ale circuitului prezentau, înainte de scurtcircuit, O 
impedantà infinită una față de cealaltă si deci, deşi ele se găseau la potentiale 
diferite, nu exista nici 0 circulație de curent; in momentul scurtcircuitulul 
această impedantä. devine finită sau chiar se anulează; va rezulta astfel o 
circulație de curent a cărui intensitate poate fi, teoretic, oricît de mare. Prac- 
tic ea este limitată la anumite valori de către constantele circuitului. 

Intensitatea acestui curent, care se numește curentul de scurtcircuit, este 
în general mai mare decit cea a curentului, normal care exista în circuit înainte 
de defect şi a cărui mărime depinde de sarcina reţelei în acel moment. 


Curentul de scurtcircuit se suprapune peste curentul normal. 

Rezultă dar, că în timpul defectului, surplusul de curent cerut de defect 
va fi furnizat tot de sursele de energie care alimentează circuitul şi care vor fi 
astfel suprasolicitate. În acelaşi timp poate apărea gi o schimbare à circulației 
curenților în diversele laturi ale circuitului considerat, care rezultă din supra- 
punerea celor doi curenți. 

Determinarea acestor curenți apare deci, ca o problemă de primă im- 
portanță, deoarece pe baza cunoaşterii mărimii si circulației curenților de scurt- 
circuit se va putea vedea solicitarea suplimentară la care sînt supuse maşinile 
perce gi se va putea stabili planul de limitare si localizare à defectelor. Din 
er e ep Set se vor putea dimensiona atît sursele de producere 
ec de EET, T es a e aparatele de separare a elementelor defecte, 
LEA te mine E a ntreruptoarele electrice. De asemenea, se vor 
ere ete erg uindu-se măsurile de siguranță necesare unei 
ah i E GH sue o7 ` E mecanice datorite for- 

EEN ae ee í pary, din cauza curenților de scurtcireuit. 

ul curenților de scurtcircuit nu este o ratie si à si ri 
destul de laborios, atunci cînd configuraţia, Rene Gen GE sn my 

ÎN courte nan Ka AL ARE THI E Ste Mal compiicată. 
impedanţă Z, este dat de sala ție pie: elect. pe drumul; de sourtoirouit ide 


rev 
d Sa Z ? (8.50) 
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cu 


in care Z este suma impedantelor circuitului intre generator gi locul defectului. 


< Z Se Zi generator + Z transformator BO Zeie ap Zac Pes 


"în realitate, problema nu se prezintă atît de simplu. Într-adevăr, rețelele 
moderne comportă sisteme de centrale electrice interconectate, cu tensiuni și 
puteri diferite, linii electrice de transmitere a energiei electrice de construcţii 
diferite, transformatoare cu diverse conectări etc. 

Oricare ar fi configurația reţelei, principiul de calcul al curenților de scurt- 
circuit constă în a reduce reţeaua, prin transformări în circuite echivalente, la 
o rețea simplă căreia să i se poată aplica relaţia de calcul (8.50). 

Un defect într-o reţea trifazată simetrică face ca aceasta să devină în 
general dezechilibrată. O problemă de scurtcircuit conduce deci, la studiul 
unei reţele dezechilibrate, care se poate face cu ajutorul coordonatelor simetrice. 
Rezultă astfel o metodă de studiu a problemelor de scurtcircuit, cu ajutorul 
coordonatelor simetrice. 

În rezolvarea problemelor de scurtcircuit, se urmărește găsirea curenți- 
lor de scurtcircuit, independent de curenţii normali din reţea. Situaţia de func- 
tionare a reţelei în timpul scurtcircuitului se obţine, suprapunind cele două 
stări de funcţionare a reţelei. : 

„După. natura. impedanţelor maşinilor electrice din reţea introduse in 
calcul, se va obţine valoarea curenților de scurtcircuit iniţiali sau permanenţi. 


. 8.4.5.2. Principiul metodei de calcul a curenților de scurtcircuit eu ajuto- 
rul coordonatelor simetrice. Metoda de calcul a curentilor de scurtcircuit eu 
ajutorul coordonatelor simetrice se bazează pe descompunerea reţelei reale, 
în trei reţele elementare fictive, fiecare din acestea fiind străbătută de curenți 
simetrici si echilibrati,. corespunzind componentelor simetrice ale sistemului - 
de curenţi dezechilibrat, dat. Aceste rețele vor avea fiecare o anumită impe- 
dantä de fază, care depinde de succesiunea de fază a sistemului echilibrat con- 
siderat. 

_ Pentru construirea acestor reţele, se utilizează aceleaşi premise stabilite 
pentru impedantele unei reţele trifazate*. 

Se vor obtine astfel, in cazul sistemelor trifazate, trei retele fictive, cores- 
punzätoare celor trei secvente : 

„ Reţeaua directă sau de secvență 1, care este în toate privintele identică cu 
rețeaua reală considerată; valorile rezistentelor şi ale reactantelor sînt acelea 
care ge obţin prin regulile obişnuite de calcul sau prin determinări experimen- 
tale. Orice mașină sincronă trebuie să fie considerată ca o sursă de fortà electro- 
motoare care variază în mărime gi fază în functie de repartiţia puterilor active 
i reactive, corespunzătoare momentului imediat înainte de apariţia defectului. 
La locul defectului, va apărea o diferență de potential a componentei directe, 
a cărei mărime depinde de natura defectului, Valoarea exactă a acestei dife- 
rente de potential poate fi calculată gi va fi determinată în cele ce urmează. 

Rejeaua inversă saw de secventd 2 este în general identică cu reţeaua de 
secvență directă, numărul elementelor fiind întotdeauna acelaşi, Impedantele 
constitutive ale acestei reţele sînt; identice cu acelea ale reţelei directe pentru 
elementele statice gi diferite pentru maşinile rotative din reţea. Valorile lor se 
determing prin caleul sau experimental, Deoarece, generatoarele sincrone sime- 
trice nu produc decit componenta directă a fortei electromotoare, această 


ee 


ee e e = 


* Vezi paragraful 8,4,2, 


t a 


în care Z este suma impedantelor cirouitului între generator gi locul defectului. 
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` În realitate, problema nu se prezintă atit; de simplu. Într-adevăr, rețelele 

moderne comportă sisteme de centrale electrice interconectate, cu tensiuni gi 

uteri diterite, linii electrice de transmitere a energiei electrice de construcții 
A ferite, transformatoare cu diverse conectäri etc. 

Oricare ar fi configurația reţelei, principiul de calcul al curenților de scurt- 
cirenit constă în a reduce reţeaua, prin transformări în circuite echivalente, la 
o reţea simplă căreia să i se poată aplica relaţia de calcul (8.50). 

Un defect într-o reţea trifazată simetrică face ca aceasta să devină in 
general dezechilibrată. O problemă de scurtcircuit conduce deci, la studiul 
unei rețele dezechilibrate, care se poate face cu ajutorul coordonatelor simetrice. 
Rezultă astfel o metodă de studiu a problemelor de scurtcircuit, cu ajutorul 
coordonatelor simetrice. | | 

In rezolvarea problemelor de scurtcircuit, se urmäreste gäsirea curenti- 
lor de seurtcircuit, independent de curenţii normali din reţea. Situaţia de func- 
tionare a reţelei în timpul scurtcircuitului se obţine, suprapunind cele două 
stări de funcţionare a reţelei. | 

„După. natura. impedantelor maşinilor electrice din reţea introduse in 
calcul, se va obţine valoarea curenților de scurtcircuit inițiali sau permanenți. 


_ 8.4.5.2. Principiul metodei de calcul a curenților de scurtcircuit eu ajuto- 
rul eoordonatelor simetrice. Metoda de calcul a curenților de scurtcircuit eu 
ajutorul coordonatelor simetrice se bazează pe descompunerea reţelei reale, 
în trei rețele elementare fictive, fiecare din acestea fiind străbătută de curenţi 
simetriei si echilibraţi,. corespunzind componentelor simetrice ale sistemului : 
de curenţi dezechilibrat, dat. Aceste reţele vor avea fiecare o anumită impe- 
danta de fază, care depinde de succesiunea de fază a sistemului echilibrat con- 
siderat. 

Pentru construirea acestor retele, se utilizeazä aceleasi premise stabilite 
pentru impedantele unei reţele trifazate*. 

Se vor obtine astfel, in cazul sistemelor trifazate, trei retele fictive, cores- 
punzätoare celor trei secvenţe : 

Reteaua directă sau de secvență 1, care este în toate privintele identică cu 
rețeaua reală considerată; valorile rezistentelor si ale reactantelor sînt acelea 
care se obțin prin regulile obişnuite de calcul sau prin determinări experimen- 
tale, Orice mașină sincronă trebuie să fie considerată ca o sursă de fortà electro- 
motoare care variază în mărime si fază în funcție de repartiţia puterilor active 
gi reactive, corespunzătoare momentului imediat înainte de apariţia defectului. 
La locul defectului, va apărea o diferență de potential a componentei directe, 
a cărei mărime depinde de natura defectului, Valoarea exactă a acestei dife- 
rente de potential poate fi calculată şi va fi determinată în cele ce urmează. 

Rețeaua inversă sau de secvență 2 este în general identică cu reţeaua de 
secvență directă, numărul elementelor fiind întotdeauna acelaşi, Impedanţele 
constitutive ale acestei reţele sînt identice cu acelea ale reţelei directe pentru 
elementele statice gi diferite pentru maşinile rotative din reţea. Valorile lor se 
determină prin calcul sau experimental, Deoarece, generatoarele sincrone sime- 
trice nu produe decit componenta directă a forţei electromotoare, această 


e EE 


* Vezi paragraful 8,4,2, 


sursă de forță electromotoare, cu excepția a 


VA Ci ine : 
O A sa te electromotoare reale de secventà invers 


la locul defectului. For ( i 
in această rețea, în cazul cînd în reţeaua 1 


componentelor inverse de tensiune. Deeg de torts 
ultind din diferenţa de poten- 
sint fundamental 
fie prin calcul, cu 


Reteaua homopolară sau de OTU que 
ee nt citi? Tmpodanjele acestei refle 
jal ce apare la locul detectulul. peli 
(terte de acelea, din reţelele RS se IE CU 

j d j abilite ; 
ajutorul unor formule bine s ; m, l 

` Prin această descompunere, 0 reta EN poe cae neta 
şi reţelele simetrice şi echilibrate, considerindu-s 
real sau fictiv. : 


AY, Ar Y 
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Fig. 8.34. Rețea electrica trifazata complexă. 


La fiecare din aceste rețele, diversele impedante constituie unul din con- 
ductoarele circuitului — faza — conductorul de întoarcere fiind un conductor 
fictiv — conductorul neutru — de impedanta nulă. 

Pentru ilustrarea celor de mai sus si pentru a vedea modul cum se aplică 
această metodă într-un caz real, fie o rețea complexă alcătuită din două linii 
de transmisie de energie electrică, functionind în paralel, dintr-o serie de alter- 
natoare, diverse transformatoare şi la una din extremități, din receptoare 
(fig. 8.34). 

Se presupune că alternatoarele A si B nu au neutrul legat la pămînt, 
în schimb, unul din transformatoare (ambele cu conexiunea triunghi-stea) 
are neutrul pus la pămînt. La sosire (extremitatea II) alternatoarele respec- 
tive au de asemenea neutrul izolat, în schimb transformatoarele (cu conexiunea 


stea-stea) au ambele neutrul pus la pămînt, pe partea de înaltă tensiune si 
numai la unul și pe partea de joasă tensiune. 


La extremitatea (II) există si i } însă 
o serie de receptoare legate în stea, însă cu 
neutrul nelegat la pămînt. $ GA S ý 
Se presupune că în punctul D pe linie se produce un defect oarecare. 


Cele trei rețele fictive cor xd Ba ais 
corespunzatoare uneia din faze vor fi reprezentate 
după cum se arată in figura 8,35, | prozenta 


: Reţeaua de secventä directă, (a) 
ef, 2 H : i 
reye ey vrecum și forțele electromotoare ale alternatoarelor. 
„sc Ata RK 4 ss ESCH, (b) cuprinde aceleaşi impedante, ca şi pre- 
Mita, Pe | ransformatoare si imnedantela nanas RI 
Reţeaua homopolară (e) va euvrind © electromotoare. 

fre i t »olară (c) va cuprinde numai i : 
liniilor gi DE ct Peel NM So ZE EEN corespunzätoare 
va cuprinde forte electromotoare. pus la pămînt; de asemenea nu 

Teat 1 toate aceste reţele fictive, sensul de cir 
Hl este sensul curenților din reţeaua, de secvenţă 


cuprinde toate impedantele existente ale 


culaţie al curenților este acelaşi 
directă, de la surse către defect. 
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Fig. 8,35, Cele trei retele fictive ale rețelei electrice date. 


Circuitele echivalente ale diverselor tipuri de elemente care intrà in com- 
ponenta unei reţele pot fi reprezentate, în general, prin scheme simple (fie. 
| _Lmpedantete serie, legate pe diversele faze, dacă sînt simetrice şi dacă 
există un conductor neutru, au aceeași valoare atît pentru reţeaua directă, cit 
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gi pentrn re(elole inversă gi homo 
y 
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| 36, o), 
intro impedunță simplă (fig. 8.36, | 
Dacă nu există conductor neutru, Gate) 
mai departe egale; în sohimb impedanţa homopolat 


Circuitul ZE 
Schema echivalent ech) 
Felul În pentru mpedanfei Er 
impedonfer iniforat refeaua NPC Ee ; refed. a : 
homapolară omopolara 


Transformator 
triunghi- 
triunghi 
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in serve Cu 

conductor 
neufru 


(a) 


Transtormator 


/mpedanfe stea - stea 
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Jranstormator 


stea - stea 
/mpedonte ‘cu neufrele 
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cu neutrul pamin 
lego? 


(c) 


Trans forma to fr 
Slea-triunghi 


cu neutrul 
legat 
/mpedanfe gat 
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cu neutrul li ) 
izolaj 
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136, Circultele echivalenta ale diverselor Impedante în sistemul homopol 
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i ` e "dă "CAE D A 
polară, Jotonun homopolară este reprezentată 


directă si inversă rămîn 
este infinită. Reprezenta- 
-o impodanţă, care nu este conectată la reţea (fig. 


S SE EE 
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Impedanjele derivație, legate pe diversele faze, dacă sint simetrice gi au 
neutrul legat la pämint, sau la un conductor de întoarcere, au — ca gi in 
cazul precedent — aceeași valoare pentru cele trei rețele, directă, inversă și 
homopolară (fig. 8.86, el, În cazul că neutrul nu este legat la pămînt, sau 
sistemul este în triunghi, atunci impedanta reţelei homopolare este infinită gi 
este reprezentată printr-o impedantä deconectatä (fig, 8.36, d). 

„Dacă însă neutrul este legat la pămînt printr-o impedant% Z în schema 
echivalentă, ea se ia de trei ori mai mare (fig. 8.36, e). 

Transformatoarele cu 2: înfășurări pot fi reprezentate prin cuadripoli 
in T, in care cele două impedante în serie reprezintă impedantele de dispersii 
ale transformatorului, iar derivatia reprezintă admitanta de excitare a acestuia. 
În problemele de scurtcircuit, aceasta din urmă poate fi neglijată si circuitul 
echivalent este reprezentat numai prin impedantele in serie (un dipol). 
figurile 8.36, f — k, sînt arătate circuitele echivalente ale transformatoarelor 
cu două înfăşurări, corespunzind diverselor situaţii ce se prezintă in practică. 
Aceste circuite sînt date pentru sistemul homopolar, el fiind singurul care pre- 
zintă situaţii diferite. Pentru sistemele direct şi invers, impedantele respective 
sînt egale si există întotdeauna, oricare ar fi conectarea transformatorului. 

În ceea ce priveşte reactantele diverselor elemente care intră în consti- 
tutia unei reţele, valoarea acestora depinde de o serie de parametri constructivi 
(tipul de construcţie, frecvenţa etc.). Dam cîteva valori pentru cele mai impor- 
tante elemente de rețea : 


— generatoare sincrone 


Felul generatorului sincron | xs Q za Q | To Q | 

| j 

turbogenerator 0,95—1,45 0,07—0,17 0,01—0,14 | 

generator cu poli aparenti 0,60—1,45 0,13—0,35 0,02—0,20 | 

hidrogenerator | 0,60—1,45 0,30—0,70 0,04—0,22 | 
— transformatoare 


Felul transformatorului 


de distributie Ep} 3— 5 
de retea 5— 7 
pinä la 60 KV 5— 7 0,35—0,50 
de 110 kV 6— 9 
de 220 ky i | j 10—14 


" OBSERVAȚII : În ceea ce priveşte reactanta homopolară, aceasta 
depinde de foaite multi factori si, în general, nu poate fi determinată decit 
aproximativ ; în calcule se ia egală cu reactanta directă. 


— linii aeriene 
OS et i D —_————— SS 


Felul liniei ween tg = 4 Q/km | 
EE Ta | | 
linie simplă, fără conductor de protecţie 3,5 | | 
linie dublă, fără conductor de protecție 5,5 | 
linie simplă, cu conductor de protecţie 2 0,4 | 
linie dublă, eu conductor de protecție ‘ | 
EE Si : Ch e ET A š À KA : GA EA ES, 


si pontrn refelele inversă gi homopolark, Rofeaun homopolard este reprezentată 
printr-o inpedan(d simplă (fin. 8.96, a), 


Dacă nu oxistd 
mai departe egale ; în 
rea acesteia se înce printr- 


8.86, d). 


dmpedente 

in serie fore 

conductor 
nevinu 


(6) 


/mpedonfe 

în derivajie 

cu nevirul 
legat 


(c) 


/mpedenfe 

În derivafie 

cu neutru/ 
izolaj 


(7) 


/mpedon/e 
fa derivafie 
cu neutrul 
legat 
pintr- 
impedanță 


conductor neutru, impedantole directă gi inversă rămîn 
sehimb impodanta homopolară este infinită, Reprezenta- 
o impedants, care nu este concotată la reţea (fig. 


Circuitul 
2chiva/ret 
penfru 
releaua 


Ka 


hemope/ara 


laivaghi- 
triunghi 
(F) 


Transfarmator 
Stea - stea 
cu nevirele 
izolate 


(g) 


JPonsformalon 
Stea - stea 
‘cu neutrele 
legate la 
pamint 


(4) 


Traastormator 
Stea -iriunghè 
cu nevirul 
legat 
lo pamint 


(à) 


Transtormator 
stea- triunghi 
cu neutrul 
izolat 


Trans èrmater 
sfea -olea Cu 
cu unul din 
neutre legat la 
påmint 
celălalt izolat 
(4) 


Fig, 8.36, Circultela echivalenta ala diversalor Impedanye în sistemul homopolar, 
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Impedanyele deriva}io, legato pe diversele faze, dacă sint simetrice. si 
neutrul legat la pămint, sau la un conductor de întoarcere, au Sen în 
cazul precedent — aceeași valoare pentru celo trei reţele, directă, inversă gi 
homopolmă (fig, 8.30, el, În cazul că neutrul nu este legat la pämint, sau 
sistemul este in triunghi, atunci impedanţa reţelei homopolare este infinită si 
este reprezentată printr-o impedanţă deconectatä (fig. 8.36, d). 

„Dacă însă noutrul este legat la pământ; printr-o impedant# Zy in schema 
echivalentă, en se ia de trei ori mai mare (fig, 8.36, el, H 

` Transformatloarole cu 2 infdsurdri pot fi reprezentate prin cuadripoli 
in T, în care cele două impedante în serie reprezintă impedantele de dispersii 
ale transformatorului, iar derivatia reprezintă admitanta de excitare a acestuia. 
În problemele de scurtcircuit, aceasta din urmă poate fi neglijată gi circuitul 
echivalent este reprezentat numai prin impedantele în serie (un dipol). În 
figurile 8.36, f — k, sînt arătate circuitele echivalente ale transformatoarelor 
cu două înfăşurări, corespunzind diverselor situaţii ce se prezintă în practică. 
Aceste circuite sînt date pentru sistemul homopolar, el fiind singurul care pre- 
zintă situaţii diferite, Pentru sistemele direct şi invers, impedantele respective 
sînt egale şi există întotdeauna, oricare ar fi conectarea transformatorului. 

În ceea ce priveşte reactantele diverselor elemente care intră în consti- 
tutia unei reţele, valoarea acestora depinde de o serie de parametri constructivi 
(tipul de construcţie, frecvenţa etc.). Dam citeva valori pentru cele mai impor- 
tante elemente de reţea : 


— generatoare sincrone 


Felul generatorului sincron | XQ | Get To Q | 
| 
turbogenerator 0,95— 1,45 0,07—0,17 0,01—0,14 
generator cu poli aparenti 0,60—1,45 0,13—0,35 0,02—0,20 
hidrogenerator 0,60—1,45 0,30—0,70 0,04—0,22 | 
— transformatoare 
Felul transformatorului £% 
| de distribuţie | 3— 5 | 
de reţea Dag FE | 
pind la 60 kV E d 0,35—0,50 | 
de 110 KV 6— 9 | 
de 220 kV 10—14 


OBSDRVATIH: In ceea ce priveşte reactanta homopolarä, aceasta 
depinde de foarte multi factori d in general, nu poate fi determinată decit 
aproximativ ; în calcule se ia egală cu reactan{a directă. 


— linii aeriene 


eme —— i A OE 
= e e ee m 


Uh ES ZS e 
Felul liniei a vg = % Q/km 
( 
Ee S ET Se, | 
linte simplă, fără conductor de protecţie 9, 
linie dublă, fără conductor de protecţie 5,5 a 
linie simplă, cu conductor de protecție > , 


linie dublă, cu conductor de protecție 


8.4.5.3. Metoda generală de calcul a curenților de seurteireuit. Rezulta- 
tul final la care trebuie ajuns într-o problemă de calcul de curenţi de scurtcir- 
cuit este găsirea distribuţiei diverșilor curenţi în reţea, mărimea lor gi sarcina 
ce revine fiecărui alternator în parte. În unele cazuri este necesar să se deter- 
mine şi tensiunea în diverse puncte ale reţelei. 

Determinarea curenților si tensiunilor se face prin componentele lor sime- 
trice. Mărimea acestora se obţine prin gruparea convenabilă a diverselor rețele 
fictive gi aplicind apoi regulile obișnuite de calculare a circuitelor electrice. 
Gruparea rețelelor fictive depinde de natura scurteircuitului apărut în reteaua 


într-o reţea trifazată, scurtcircuitele simple care pot apărea pot fi gru- 
pate în patru categorii distincte şi anume: 

— scurtcircuit al unei faze la pämint ; 

— scurtcircuit între două faze şi la pămînt ; 

— scurtcircuit între două faze izolat de pamint ; 

— scurtcircuit între toate trei fazele. 


Pentru rezolvarea problemelor de scurtcircuit, se presupune că la locul 
defectului din reţeaua dată se ramifică trei 
conductoare fictive de impedantä nulă (fig. 
8.37). Prin aceste conductoare se scurg curenții 
spre defect; fie Z,, 1,, I, aceşti curenţi care se 
derivă respectiv din fazele 1, 2 şi 3 ale rețelei 
date. Trebuie observat că valoarea acestor cu- 
renti este diferită de valoarea curenților Z, 
I, si I, ce circulă prin fazele reţelei. 
De asemenea, fiecare din aceste con- 
ductoare au un anumit potential fata de pa- 
Fig. 8.37. Nodul fictiv al defectului. mint, E, E, E, care poate fi chiar potenţialul 
fiecärei faze a retelei fata de pamint. 
Studiul diverselor scurtcircuite se face stabilind ,,conditiile de functio- 
nare“ ale defectului in acest punct, scriindu-se valorile acestor mărimi şi relațiile 
dintre ele în cazul defectului considerat. 


Aplicînd acestor sisteme teoria, coordonatelor simetrice, se găseşte modul 
de cuplare a diverselor reţele fictive şi deci componentele simetrice corespunză- 
toare. 

f Cunoașterea componentelor simetrice conduce apoi la cunoaşterea mări- 
milor reale ale curenților si tensiunilor ce există la locul defectului. 


Înainte de a se trece la efectuarea calculelor, trebuie observat că forțele 
electromotoare ale diverselor mașini sincrone din reţea sint, în general, dife- 
rite, În aceste condiţii, calculul nu se poate face si pentru rezolvarea problemei, 
se ia o tensiune oarecare arbitrar aleasă, aceeaşi pentru toate elementele rețelei 
numită tensiune de referință, 

„Faţă de această tensiune, diversele impedante ale elementelor constitu- 
tive ale reţelei se recaleuleazä în raport cu noua tensiune, cu ajutorul relaţiei : 


Z = WE 


în care k este raportul dintre tensiunea aleasă ca tensiune de referință şi ten- 
giunea reală a elementului considerat. 
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He 


a 


După efectuarea calculului, curenţii i se 
reală a elementului prin relatia’ fii obținuți se recalculează la tensiunea 


L=kl’. 


8.4.5.4. Studiul particular al diverselor seurteircuite simple di 
Re rl à f ntr-0 r 
trifazatà. de Sourtoircuit al unei faze la pământ cu arc electric (fig. 8.38). Con 
ditiile de funcţionare ale defectului sînt 


E, = Z1,, IS == 0, I, = 0, 
în care Z este impedanta echivalentă a arcului electric. 
Scriind relațiile. (8.11), (8.12) si (8.13) care dau componentele simetrice 


ale sistemului de curenți, se obține : 


EE EE 


ZA 


f 
BEE EE 


1 1 
I; + Bi AF al, ab al,) SS Se 
de unde, rezultà Fig. 8.38. Scurtcircuit al unei faze la pämint 


cu arc electric. 


I = 1, = I. (8.51) 
apoi 
Le 1, +1: +18 =3 L, 


Pe de altă parte, scriind tensiunea Æ, în funcţie de coordonatele sale simetrice, 
se obține 


E,=2H,+2#,+#,=2Z1,=3 SL (8.52) 


Din relația (8.51) rezultă că cei trei curenți care ies prin punctele Da, D; 
si D, (fig. 8.35) sînt egali. În consecință, cele trei rețele vor fi legate în serie, 
legindu-se punctul D, al rețelei directe la punctul D; al conductorului neutru 
al reţelei inverse si punctul D, al acestei reţele, la punctul D; alrefelei homopolare. 

Componentele simetrice ale tensiunilor nu sînt altceva, decit tensiunile 
aplicate la bornele fiecărei reţele fictive în parte şi care produc curentul de 
secvență corespunzătoare reţelei respective. Ele pot îi asemuite cu. forțele elec- 
tromotoare ale unor generatoare fictive care alimenteză rețeaua cu aceste ten- 
siuni chiar în punctul defectului, Pentru a determina valoarea acestor compo- 
nente se porneşte de la punctul corespunzător defectului de pe firul neutru 
(fig, 8. 34) gi, parcurgind rețeaua pe orice drum spre punctul defectului de pe 
fază, se aplică teorema a II-a a lui KIROHHOFF, In aceste condiții, notind cu 
ZAW, căderea de tensiune in impedantele rețelei de secvenţă k, se găseşte 


H be A, as `x A Ea 
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19 — e 229 


de unde 

Ba = E —2 A La 
E fiind forta electromotoare de referință din sistemul dat. 
fn acelaşi mod se găseşte” 
| | up E, = 0 —ZA E, 


pentru rețeaua de secvenţă inversă și 
D,=0— DAL, 


pentru reţeaua de secvenţă homopolara. 
Adunind aceste trei relatii, se obţine 


DAH, 2AP, PAPE, + B+ B32 Le 


de unde, 
H=DAE, + UAE, +2AE, +34 le (8.53) 


Aceastà relatie si deci relatia echivalentä (8.52) este satisfăcută numai 
în cazul cînd punctul D, al reţelei de secvenţă nulă este legat la punctul D, al 
reţelei de secvenţă directă printr-o impedanta egală cu de trei ori impedanta 
arcului electric (fig. 8.39). 

in concluzie, pentru determinarea componentelor simetrice ale curentului 
de scurtcircuit în cazul unui scurtcircuit ale unei faze la pămînt prin arc electric, 
se leagă cele trei reţele fictive în serie şi în serie cu o impedanta egală cu de trei 

| ori impedanta arcului. Schema din figura 8.39 repre- 
zintă, circuitul echivalent al unui asemenea defect. 

Acestui circuit i se aplică apoi regulile obişnuite 
de calcul. Astfel, dacă Za, Z: şi Zn sint impedantele 
echivalente ale celor trei reţele fictive şi E tensiunea 
de referinţă, componentele simetrice ale curentului, la 
locul defectului, sînt date de relaţia 


E 
= — 
Za + Zi + Zu +32 
iar componentele simetrice ale tensiunii la locul defec- 
tului sînt 
Ba Ko E SA Za la 
E, = — Zi Ti; 


—t 


Er SS Z JI, 


Curentii reali la locul detectului vor D 
SE 
Za Ku Zi Sp Zn +5 Z 


Le = În Ob Ia +1, ma, = 


A, 


Fig. 8.39. Schema echivalentă e a: 
a unul scurtcircuit a unei faze Ie = 1, + à La + à L, = (1 + a? + a) În = 0 


la pămînt cu arc electric, = 
L= irta Li atl, = hl kack a?) I, = 0 


PR Es 


* În ipoteza că sursa este simetrică și echilibrată, 
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VV wm, EE emm SECH, kel ZS d AE 


EE 


33) 
mai ! 
A al | 
Ha | 


ului | 
trie, | 
trei | 
pre- 
uite 
tele 
nea 
|, 13 


fer: 


— ege 


jar tonsiunile la locul defootulut ` ` mw Si ae 


D, = B+ By + Bes D — (2,1) + Zala + ZL +32 1,) = PAIR A 
— A Le (Zit Zit, KÉ 37) I, ta 37 Î, 


B, = 3, + n° D, +a e nä — (4,1, +a Z lta ZI +321, = 


Fou NA | 
DNS 2. AA o 
WS aa ae DL Vo 


Bus Bafta, = al — (Z, L,--04, 1,407 [, 4-32 L) = 


=e: Z, — QZ 
= KE + 160° V. à 
| Zy + Zab Zi +32 | + 150" À 


Cunoscînd componentele simetrice la locul defectului, se poate face acura 
distribuţia de curenţi în fiecare reţea fictivă gi cunoaşte deci, in orice punct al 
rețelei, componentele simetrice ale curentului. Astfel, la punctul defectului 
(fig. 8. 35) se va găsi că cele trei componente simetrice ale curentului care vin 
din partea stingă sînt Jun Zma Și Lm Ourentul real, corespunzător, pe cele trei 


faze se obţine cu ajutorul relațiilor (8.10); se va găsi astfel 


Im — La zu Ina =P er 


Lng == (cn BIS a” T + a at 


Lng = Jan =F à JL IF a” I mi? 


De asemenea, diferenta de potential între două puncte oarecare ale reţelei 
se obţine din cunoaşterea componentelor simetrice ale curenților și ale impedan- 
telor respective. Astfel, pentru prima barä colectoare, 
se vor gäsicomponentele simetrice de tensiune Pa, A gi 
B, (fig. 8.35), tensiunile respective pe fazä fiind 

Bi = D, + Bi + Bi, 


B; = B; + Dy + af 


By = B, + a By + a° Di. 


În cazul cînd punerea la pămînt este directă, 
atunci în relațiile stabilite mai sus, se faco Z = 0. In 
acest caz, schema defectului se moditică prin suprimarea 
impedantei echivalente Z (fig. 8.40) iar ecuaţiile deteo- 
tului sînt | 
(= 0, ie, <= 0, Le == 0, 


Restul calculului urmează sh Ke tacă la fel cu in cazul 


precedent, | A 0 
2. Sourtoirowit între doud faze ai la pamint ou ar 


eleotrio (fig, 8,41), Condiţiile de funetionure ale IO 
tului gint: Fig. 8.40, Schema echivalentă 
| GE a unul scurtcircult direct a 


TL ef gi Bum H = 4 (I, + d) unel faze la pämint. 


ww W 
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Z fiind impedanta echivalentă a arcului electric. 
Galeetind er SCENT simetrice ale tensiunilor la locul 


găsește 


defectului, se 


BB +22) 


Ki 


R= LE, CNET ES Z (B, — E,), 


B, = [E, + (a + a?) E,] = (F, — B,). 
Din aceste relaţii, rezultă 
desi (8.54) 
ȘI 
H,—B,=E,=2(1,+1,). (8.55) 
Din expresia (8.11) care da compo- 


nenta homopolarä si tinind seama ca 
I, = 0, rezultă 


Fig. 8.41. Scurtcircuit între două faze si la 
pamint cu arc electric. EE I, —3 I, ? 


astfel că, relaţia (8.55) devine 
E, — E; =3Z1,. > (8.56) 


Tinind seama de relațiile (8.54) si (8. 56), schema de legătură a celor trei 
rețele este dată în figura 8.42, care verifică si ecuația de funcționare 


1, = Ia an la + 1. 


În cazul cînd punerea la pămînt este directă, atunci în relaţiile de mai sus 
și în schema echivalentă se face 


Fig. 8.42, Schema echivalentă a unul scurtcircuit între două faze si la pămînt cu arc electric. 
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sus 


mee wem 


eeuatille de funotionare fiind 
I, = 0, By = p, = 0. 


RULES schemei echivalente se face în acelagi mod gi este redată în 
SUS nr 
ms Sourtciroutt între două faze cu are olootrio, dar izolat faţă de påmint (fig. 
8.44). Condiţiile de functionare ale defectului sint 


I, = 0, I, +1, =9, B, = P, + Z 1, 


og 
etc 


(Za) 


1" 5 


(GA 


Dg D; A 
Fig. 8.43. Schema echivalent& a unui scurtcircuit între două faze și direct la pamint. 


Componentele simetrice ale curenților sînt 


=> +I, + 1) =0, 
1, = Aa + aly +a) = =H L, (8.57) 
L= MI +L val) 


de unde rezultă 
IL +1 =0. 


Deoarece I, = 0, rezultă că si E, trebuie să fie egal cu zero. Într-adevăr, 
by = — Zu = 0. 
Dat fiind că I, =0 si E, =0, rezultă că reţeaua fictivă homopolară 
nu intră în schema echivalentă a defectului. 


__ Celelalte componente simetrice ale ten- 
lunilor sînt 


B,=—(#, — 2, — aZ L) 


Și 


] — H. —a2Z] Fig. 8.44. Scurtcircuit între două faze, cu 
(Be Lë at & în) are electric dar izolat faţă de pămînt 


Me 1 
3 
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şi deci 


Pi La D, j 


diforen{n dintre ele este 


| 1 
Re Mute Atat poll eek 


` t 


Din a doua relaţie (8.57) se vede 
D 


A 
set, A. * 


Fig. 8.45. Circuitul echivalent al unui scurtcircuit intre doua 
f 


aze cu arc electric. 
fect trebuie realizată ca în figura 8.45. 


Dacă scurtcircuitul este direct, far 
ale defectului sint 


I, = 0, I1,+1 


De 0, E,=E, 


a? — A) MAN SUR, / (8.58) 


NI 


CA 


_ 


gi deci relaţia (8.58) se poate 
serie 


F, Se D, ar Z Ia (8.59) 


care arată că între cele două 
reţele fictive se produce o 
cădere de tensiune datorită 
impedanţei corespunzătoare 
defectului. 

Relaţiile (8.57) şi (8.59) 
arată că schema acestui de- 


ă are electric, ecuaţiile de funcționare 


(8.60) 


iar schema echivalentă corespunzătoare este dată în figura 8.46. 


4. Scurtcircuit între toate trei fazele 
de funcţionare ale defectului sînt 


gi 


Fig, 8.46, Circuitul echivalent al unul scurt- 
circuit direct între două faze, 


294 


izolat de pământ (fig. 8.47). Condițiile 


(8.60) 


(8.61) 


Fig. 8.47, Scurtcircuit între toate trei fazele 
şi izolat de pämint. 


ate 


59) 


oud 
e o 
rita 
are 


.59) 
de- 


nare 


Din relaţia (8.11), care dă component ARE 
senma de relatia (8.61), rezultă ponenta homopolară de curent, tinind 


LUE 0 H mio Mt, ) 
Calculind componentele simetrice de tensiune, se gäseste 
Ba = 0 Și E, =0, 
Rezultă dar 
Ha = E — Zola =0 
A = —Z,I,=0 


=") EX} Cd 


si deci J; = 0 şi E = Z,1,, care arată că rețeaua fictivă directă este singura 
care intră în circuitul echivalent şi care are deci aspectul din figura 8. 48. 


Fig. 8.48. Schema echivalentă Fig. 8.49. Scurtcircuit trifazat 
a unui scurtcircuit trifazat şi la pămînt. 
izolat de pămint. 


5. Scurtcircuit între toate fazele si la pământ (fig. 8.49). În acest caz con- 
diţiile de funcţionare ale scurteireuitului sint 


E, EE, — 0. 


Calculind componentele simetrice respective, se găseşte 
E, = Ea E dig = 

Și deci, 

n=O, dp = şi E = Za la: 

Defectul se comportă deci, ca gi în cazul precedent şi are acelaşi cirenit 
echivalent. Scurtcircuitul între toate fazele 1 : 
este un scurtcircuit simetric. 2 

6. Scurtcirewit între toate fazele şi la på- 
mint cu are (fig. 8.50). Conditiile de functio- 3 
nare ale defectului sint in acest caz 


B, =E, = H SU +1, +1) 334 hi; 


Fig, 8.50, Scurtcircuit trifazat şi 
la pămînt cu arc. 


295 


si deci, 


Tinind seama că 
rezultă 


şi deci 
I, Ss şi E, =0. 


in consecinţă si acest caz se reduce la precedentele. Ste 

OBSERVATIE: Metodele generale de calcul a scurtcircuitelor pot fi 
folosite si pentru calculul sistemelor trifazate dezechilibrate. Astfel, de exem- 
plu, un sistem trifazat, avind un receptor de impedantä Z conectat între două 
faze, poate fi asemuit cu un scurtcircuit bifazat izolat de pămînt dar cu arc Și 
în consecinţă calculat ca atare. 


8.4.5.5. Influenta conexiunilor transformatoarelor din reţea asupra compo- 
nentelor simetrice de curent şi de tensiune. Determinarea componentelor simetrice 
de curent şi de tensiune s-a făcut în ipoteza că tensiunea de referinţă este o 
tensiune simplă pe fază, curenţii rezultanti fiind curenţi pe fază. Repartiția 
acestor componente simetrice în diversele elemente ale reţelei se face, de aseme- 
nea, fără să se ţină seama de prezenţa diverselor transformatoare care ar exista 
în reţea. Cele stabilite mai sus sînt valabile însă, numai în cazul transformatoa- 
relor cu conectare stea-stea. În cazul conectării stea-triunghi sau, invers, 
în conectarea triunghi, curenţii de linie au un anumit defazaj faţă de curenții 
de fază. Acest defazaj trebuie introdus în componentele simetrice corespunză- 
toare, în caz contrar determinarea curenților de linie făcîndu-se greșit. 

Fie un transformator cu conexiunea triunghi-stea (fig. 8.51.). Fie 


A,, A>, As, curenţii de linie pe partea primară ; 
A,,A,,A;, componentele lor simetrice ; 

Ai, Aj, Aj, curenţii de fază pe partea primară; 

B,, B,, B}, curenţii din secundarul transformatorului ; 
 B,,B,,B,, componentele lor simetrice. 


Fig, 8.51. Transformator cu conexiunea triunghi-stea. 
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Fie k raportul de transformare al transformatorului, definit prin relaţiile 


1 2 Ba 
rezultă 
o ta k k ERSA 


Pe de alta parte, între curenții de linie si de fază in înfășurarea conectată 
in triunghi, există următoarele relații : 


, pa D 
Se ae EE 
1 k 
Aa = Aa — As we (Bs — Ba), (8.62) 


Calculind componentele simetrice ale curenților A,, A,, A, si tinind seama 
de relatiile (8.62) se obtine ; 


A, =~ (4 + 4, + 4s)= 0 


À, DE a= B,) + a (B, — Bs) + a? (B; — B,)] = 


= Së [(B, + aB, + a2B3) — (B, + aB; + a?B,)] = 


=z (Ba, Sek Bio) r == Ch) B, = k B,|30°. 


na — d2 V3. 
Rèzultä și invers 
B, LA — Ay | <90 i (8.63) 


În acelaşi mod se găsește 


A, = kB, |— 30", 


de unde, 


The | A, |30°. (8.64) 
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ul cînd in r u există decit trans- 
„în cazul cînd în reţea n 


În ceea ce priveşte tensiunile 


' mponen de 4 
formatoare cu guun Se AT nae ap termină aplicind relaţiile căderilor de 


faze, în diversele | o reale se obţin apoi compunind aceste componente. 


ut eer ranstormatoarelor cu conectarea triunghi-stea, sau invers, 


Sc i sus, trebuie 
| etnice ale tensiunilor pe fază, deduse ca mal Ty vn 
Sets in SE ale tensiunilor intro ae DEO ae 
Ax Lis (8.15) si (8.16), sau relaţiile (8.17) care, pe e 
SEH SE EN trebuie inmultite cu acesta. Astfel, k fiind raportul 
an Orria al transformatorului, definit ths relația 


tele simetrice ale tensiunilor intre 


ary 
AUS k, 
U” 


în care U’ si U” sînt respectiv tensiunile între faze la primarul şi scundarul 
transformatorului, relațiile (8.15) si (8.16) se vor scrie 
U; = V 3k Va —90, 
Ba | 5 | (8.65) 
Ui = | 3kV; 190°, 
SN poa 


ar din relaţiile (8.17), rezultă : 
U; =\ 3k Vi 130, 
Ui = Sk Vi’ | —30°. 


8.4.5.6. Exemplu de aplicatie. Seurteireuit la bornele unui alternator. Fie 
un alternator trifazat avînd tensiunea pe fază E, = 100 + j 0 V, si impedan- 
tele sincronă, asincronă şi homopolarä : Z, = 0 + j 1,0 Q, Z, = 0,1 + j 0,3 Q, 
Za = 0 + j 0,1 Q. Se cere să se determine curenţii de scurtcircuit în toate cazu- 
rile posibile. : | 


1. Scurteircuit direct al unei faze la pământ. Schema echivalentă se obţine 
legindu-se în serie cele trei impedante. În acest caz componentele simetrice ale 
curentului sînt egale si date de relaţia 


la = bss 


TEE CO A 
Za + Za + Ze , J ? 


Curentul pe faza 1 (faza în scurtcircuit) este 


L= lrt lt l= = 15,24 — j 213,8 A 
gi pe celelalte faze : 


l= l, tal +al=0; = E t al tat, = 0. 
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{ ke A 


l 


ul 


Fie 
jan- 
3 Q, 
azu- 


ține 


Componentele de tensiune. directă, inversă si homopolară sint: 


Z Z +Z d 
E,=E-ZI,— 1-5 = Lie = ea e 
fy = — Lila - Bagh Zaza | E aan 28,9 — j5,08V; 
ZANA e as) ZaE | Gë | 
Di del ET 1 18:08 V; 
Z,E ` 
Et = 1 0,008 V. 
d = oh 
Tensiunile de faza sint: 
Za +2 , Za SE Zo | Can . 
E, = E e OR EE = (22 + Za + 2o LAN Ee 0 
E 
= 2 = EE ET d = 2 — == 
E, = E, + aE, + ab; EE à) Za + (a 1) Z, 
— 19,88 — j 44,70 V ; 
E 5 e A 
E, = E, Sp ab, ap aE, Se Z, aL Za L ZA (a = 8A) Zn cb (a —1)Z,= ILE +)43,16 V. 


2. Scurtcircuit între două faze si la pămînt. Schema echivalentă se obţine 


legind in paralel cele trei impedante. | 
Calculîndu-se curenţii in reţeaua echivalentă, se găsesc componentele 


simetrice : 


E Wé EE 


(ue ze FD) = 7 ORS AS 
gy Bako 2p hat 22 + Zaks 

Z,+Z, 

Z Z E 4: 
L=- = Fa = 5,58 + j 21,81 A; 
w DE, ONE Ao k 

E = 

e a pi tă 202 — 5,07 + j 71,02 A 
Ki Za + Z Zo Zs + Zs Za + ZaZo 


Din acestea se deduc curenţii de fazà : 


I am Ee y o A 
Ze + Za Za + La Lo 


I, = ——# (at — 1) Z, + (a? a) Zp = — 91,8 + 51013 A; 


E (a —1)Z, + (at — a) Ze = 106,9 + j111,8 A. 
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se obtine legind in paralel impe 
Componentele simetrice de curent sint 


Componentele simetrice ale tensiunilor fiind. egale, 
D, = H, = By, 
rezultă 
Lët 
= pee E > — j 0,507 V. 
B, = — eg e Za Za + Za Žo 7,10 j 9, 


Tensiunile de fază sînt deci: 


Za EE PI V; Do Agen 


Z 


Za + Za Zo 


Zo Zs + 


3. Sourtoireuit între două faze fără punere la pământ. Schema echivalentă 
dantele directă şi inversă ale alternatorului. 


yes eh SE j 760A; ih, =O 


Curentii de fază sint: 


I,=0; = Laa Z = — 132,5 — j 10,2 A. 
— 3 a 


Componentele simetrice ale tensiunilor sint : 


ZA ; 
E, = B; = — Zali = Fae E = 23,54 — j 5,89 V; E, =9, 


astfel, încât tensiunile pe faze vor fi 


B, = E,=(2? + a) B, = Bu a E = — 23,54 + Ì 5,89 V. 


4, Bourtoirouit între toate fazele. În acest caz scurteirenitul este simetrio şi 
curentul pe fază este 
| E 100 + JO 
I == [ SOS SE zm |. 
EE j100 A. 
8,5,5,7. Aplicarea metodei generale la calculul unui seurteireuit într-o reţea 
electrică complexă, Calculul cirouitelor dezechilibrate este una din aplicațiile 
cele mai importante ale coordonatelor simetrice, Acest caloul îşi are în speci 
aplicaţia in probleme de defècte in reţele in vederea dimensionării intreruptoa- 


$00 


tă 


relor rețelei şi a sistemului de protecție selectiv. De asemenea, problemele de 
dimensionare à aparatajului din punct de vedere termic și mecanic, cum și 
problemele de stabilitate a reţelelor se rezolvă tot pe această cale. 

Înainte de a ataca o problemă de această natură, se fac anumite ipoteze 
simplificatoare, fără ca prin aceasta, rezultatele să sufere din punctul de vedere 
al rigurozitätii. Aceste ipoteze sînt : 

a) Forţa electromotoare a fiecărui generator din reţea este identică, în 
mărime și fază. În cazul general, aceasta nu se întîmplă şi atunci tensiunile se 
reduc la o aceeași mărime, numită tensiune de referință. 


20MVA 20MVA a 15 MVA. 75 MVA 
10,5kY GO0kV = GUK 50k 
ñ 75 | m DkY SRY 


x, = 0,42./km 
Xg = 4x, 


20 MVA 20 MVA _ 15MVA: 15 MVA 


Fig. 8.52. Schema sistemului interconectat. 


b) Se neglijeazä toate rezistentele fata de reactantele diverselor circuite. 

c) Se neglijeazä curentii de magnetizare ai transformatoarelor, precum 
St curenţii de încărcare ai cablurilor sau liniilor. 

d) Se neglijează de asemenea, inductantele mutuale între linii. 

Mersul calculului poate fi rezumat în următoarele puncte: 

1. Se determină reţeaua fictivă directă precum şi distribuţia de curenţi 
în diversele laturi, luîndu-se pentru aceasta valoarea 1, pentru curentul care 
iese prin defect. Valorile astfel obţinute se numesc factorii de distribuție at 
curenților. anne | | 

2. Se determină, ca mai sus, reţeaua inversă şi distribuţia de curenţi. 

3. Se procedează la fel, pentru reţeaua homopolară. 

Aceste operaţii sînt aceleaşi pentru orice tip de defect. Restul calculului 
este diferit și depinde de defectul considerat. Totuşi, este necesar ca acest calcul 
să se facă în ordinea următoare. 

4, Se grupează convenabil diversele impedante în raport cu detectul 
considerat; și se determină componentele simetrice ale curentului la locul detec- 
tului, ` | 3 3 | 

5. Se determină componentele simetrice ale curentului în diversele ele- 
mente ale rețelelor fictive, folosindu-se factorii de distribuţie ai curenților. 

6. Se calculează curenţii pe faze cu ajutorul componentelor simetrice ale 
Acestora, | 

7. Se determină componentele simetrice ale tensiunilor în diversele laturi 
ale celor trei rétele fictive, cu ajutorul componentelor simetrice ale curentilor 
Și ale diverselor impedante. | | 

8. Se calculeazä tensiunile pe faze si intre faze cu ajutorul componentelor 
Simetrice, Sa 
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Nofeova de 
Got 
Zi direotd 
/ 


Li 


Refeava de 

o 0 , LE 
Jsa Joo inversă 
joos Job) 


Refeava de 
secvenfa ` 
homapolară , 


Fig. 8.53. Rețelele fictive echivalente ale circuitului dat. 


F’ 
Fig. 8.54. Reducerea impedantelor schemei fictive, [as g 
E 


de secvență 1. 


9. Se calculează tensiunile gi curenţii reali, tinindu-se seama de conec- 
tarea si raportul de transformare al diverselor transformatoare. 

Acestea fiind enunțate, fie rețeaua din figura 8.52 în care a avut loc 
un defect la 15 km de sistemul de alimentare, din stinga. 
Elementele constituitive ale reţelei sint acelea arătate in figură. Negli- 
jind rezistenţa, diversele reactante ale alternatoarelor din reţea şi ale trans- 
formatoarelor, le deducem din tensiunea de scurtcircuit prin relatia* 


f J T1 ‘ mini id ` l. y D D 
in care e este tensiunea de scurtcircuit dată, în procente, U — tensiunea nomi- 
nală a magni, in kV gi H — puterea aparentă a acesteia, în MVA. | 
| Ju aceste elemente pe calculează reactantele respective gi se stabilese 
cele trei retele fictive (fig, 8.53), 
H i 3 ne à Lut  raforint ‘ta: mY d ) inini H 
e Ps a one que de referință, tensiunea de Ou kV a liniei de transmitere 
nergiel electrice, deoarece defectul a. avut loc chiar pe această linie. 
Pentru calculul impedanţei echivalente gi at factorului de distribuţie al 
d H id - ae VO ' mn - ‘1.3 E a 
curenților, he fac toate transformările posibile reţelelor fictive echivalente 


* Vezi 6.4.4 


KIK 


nec- 


Joc 


"205 


(sumări de impedante, transfigurare etc.). Se obţin astfel, pentru rețeaua 
directă, diversele transformări arătate în figura 8.54 și impedanta echivalentă 


Z AN j 23 BD LL. 
` Pentru a găsi factorii de distribuţie ai curenților, pornim de la figura 
854,e spre schema reală, repartizind curenţii în diversele circuite după regulile 
cunoscute şi luînd valoarea 1 pentru curentul care iese prin defect (curentul din 
impedanta echivalentă). 


Fig. 8.55. Distribuţia de curenţi în reţeaua de secvenţă directă. 


Distribuţia de curenţi în reţeaua fictivă directă este dată în figura 8.55. 
Procedind în acelaşi mod pentru reţelele fictive inversă şi homopolara, 
Rosia schemele echivalente şi distribuțiile de curenţi, date în figurile 8.56 şi 
57, | 
Calculul se va face numai pentru cazul unui scurtcircuit al unei faze la 
pămînt, cazul cel mai frecvent; al rețelelor electrice aeriene, 
În acest caz, cele trei reţele fictive — si, deci, impedantele lor echivalente 
— vor fi legate în serie. În consecinţă, componentele simetrice de curent la 


defect sînt egale și sint date de relația 


E 


T ie ji = JE; = me 
aaa r Zn + Zat Zi 


303 .: 


Gruparea impedantelor dă | 
Z,+ Za + Z, = j 77,30 Q. 
are numai parte complexă, se 


care este identică cu tensiunea aplicată, de 
cest caz, curentul rezultant este real. 


Întrucât impedanta circuitului echivalent 
poate lua tensiunea la bornele ei, 
asemenea numai cu parte complexă; în a 
Rezultă 

„ta 000 


1, = Il; = I; = Do sa. 
j (23,85 + 26,45 + 27) 


; F' 
= 
T SZ c) 


j242 d) 


J225 Impedanfe echivalentă 
Zi =J 26,450 J225 ` /mpedanfa echivalentă 
Zi = J 26,450 


ef SD 
1298 0673 À 0327 0202 2202 


Ce) 
2298 029 0673 


Fig. 8.57. Calculul im i echi 
7. C pedantei echivalente si is- 
tributiei de curenti în reteaua de Sec Se 


Fig. 8.56. Calculul im 
. pedantei echival i 
distributiei de curenți în rețeaua de eene SEN 


Cunoscind compon i 
$ | í tele simetri ef 
nentele simet Ponentele simetrice de curent la d ăsi 
bufie ; td, pontru DEE Ke rețelei cu ajutorul tactorilor de distri- 
: al cărei fai SRE | Le 
directe este 0,765, valoarea aceatei Bes Ee ge is ibufie a componentei 


0765 x 448 = 34,3 A. 


Calculind în acelasi 
4 D > l m a 
distribuția LEE E 


u toate cele trei re icti 
e J el 
ajutorul acestora se calculează tele fictive, se găseşte 


SE reprezentată în figura 8.58. Cu 
e AMC cu ajutorul relaţiilor (8.10). 
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f 


6) 


ES 


Fig. 8.58. Repartiția curenților în cela — 
trei rețele fictive. 


eren e 


Calculind, de exemplu, cu- 
rentul în cele trei faze în linia 
defect, pe porţiunea din dreapta 
defectului, se găseşte 


I, = 146,7 + 146,5 + 131 = 
= 424,9A; I,=7,95—j 13,434 ; 
Ts = 7,95 + j13,43 A. 


Procedind în acelaşi mod 
pentru toate laturile, se găsesc 
toţi curenţii din reţea pe toate 
cele trei faze (fig. 8.59). Trebuie 
observât, că aceşti curenţi au 
fost determinaţi în raport cu 
tensiunea de referinţă. Ei vor 
trebui să fie recalculati la situ- 
atia reală, ţinîndu-se seama de 
raportul de transformare şi de 
conectarea transformatoarelor. 

Urmează să se determine 


Jang 


Reteaua de secvență inversă 


4525-7897 4625-7037 
e i e 


10,15, 10,15 | -7,95 795 | 48,45 45,26 
më,  -j1758 +8391 +7837 


+11342 F -f 1343 


45,25 


45,25 
+ 178,37 


at 
+) 78,87 


~j 12,24 


66,75 
+185,61 


FAZA 3 


43,25 


- 195 
pee / + {78,97 


ug */19,49 


10,15 
OCH 


10,18 
111758 


* Vezi 8. 4,5, A, 


20 — oe 229 


“tensiunile in diversele puncte 


ale retelei. Pentru aceasta se vor 
determina componentele sime- 
trice ale tensiunilor pe faza- 
Acestea se obţin caleulind di- 
versele căderi de tensiune cu 
ajutorul impedantelor respective 
si al componentelor simetrice 
de curent care circulă prin aceste 
impedante. Aplicind metoda 
indicată* se găsesc componen- 
tele simetrice de tensiune, la 
barele din stînga; 


H, = j 25 709 V; 

E, = 0 — j 75,6 x 735,5 = 

—j10092 V; 

E, = 0 — j 30,6 x 147,4 = 
= — j 46510 V. 


, 8:59, Repartiția curenților de scurt- 
circult pe cele trei faze. | 
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Procedind in acest mod, se găseşte distribuţia componentelor de tensiune 
in cele trei retele fictive, in diferitele puncte ale reţelei (fig. 8. 60). y 
Cunoscind componentele simetrice de tensiune, se calculează acum cu 
uşurinţă tensiunile fiecărei faze fata de pămînt, aplicind relațiile (8.10), obti- 
nindu-se rezultatele indicate in figura 8.61. 
Astfel, pentru bara din stînga se găseşte : 


B,=j11107 V; B, = — 4 834 + j 33 016 V; 


[ji EE LEE 


Pentru a determina tensiunea între faze, se utilizează relaţia (5.8). Calcu- 
lind, de exemplu, pentru bara din stinga, se găsește : 


U, — 66032 V ; U, — — 4834 —j44193V; U, = 4 834 — 21 909 V. 


12979 ate D f 30256 


9 {25709 125564 ¢ 


Fig. 8.60. Repartitia tensiunilor in 
retelele fictive. 


04510 ` 
-j 12000 


| 7 Secventa homopolara h Ss ET 
í J23788 (FAZA 1). 24826 | 


-5203+ 32798 (FAZA RI - 4702 432971 


Fig. 8.61, Repartiția tensiunilor 


J34600 277277543992  j34600 în reţea. \ 


0-4834 + j33016 
= 21028 +9805) 


5203 +) 52798 (FAZA 1) 4102+) 92971 


ES SZ OD da ` acte ` 434600 
Gel EE 

6% 86862 4702+j 92971 
O—— CD cu QD: d 
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__ Tensiunile între faze pot fi obţinute si prin intermediul componentelor 
simetrice, utilizind relatiile (8.15) si (8.16). Got - 7 
Pentru a termina calculul de scurtcircuit, trebuie să se tind seama de trans- 
formatoarele din reţea, precum şi de faptul că unele transformatoare au conec- 
tarea triunghi-stea, ceea ce are drept efect schimbarea de fază a curenților sau 
a tensiunilor respective, între primar şi secundar. 
à van calculul a fost efectuat luindu-se drept bază, tensiunea de transport 
e 3 
Pentru a calcula curentii reali, in cazul transformatoarelor cu conectarea 
stea-stea, trebuie inmultiti curenţii calculati cu raportul de transformare sime- 
tric. Astfel, pentru generatorul din O se găseşte : 


, __. 60 000 UE KZ SEU imti 
D 181 = 1810 A; I, = (42,25 — j 48,37) = 
= 422,5 —j183,7A; I,= Za (42,25 + j 78,37) = 422,5 + j 783,7 A. 


Pentru caleulul curentilor in cazul transformatoarelor cu conectarea tri- 
unghi-stea, trebuie să se ţină seama de defazajul care are loc din cauza acestei 
conectări, utilizînd relaţiile (8.63) şi, (8.64). ` 

Se găsesc astiel, de exemplu, curenţii debitati de alternatorul À : 


MI, — 660,8 + JS81,6 As în Ly. = 163,0 A0 131-6608 P38LA. 
În acelaşi mod trebuie ţinut seama si de transformatoare pentru a calcula 
tensiunile la bornele maşinilor electrice. 


8.4.6. UTILIZAREA CALCULULUI MATRICEAL LA STUDIUL 
REȚELELOR ELECTRICE TRIFAZATE DEZECHILIBRATE 


8.4.6.1. Generalitati. Formule de calcul. Regulile de calcul matriceal 
aplicate la studiul reţelelor electrice de curent; continuu sau de curent alterna- 
tiv monofazat* se aplică întocmai şi în cazul rețelelor trifazate. Introducerea 
coordonatelor simetrice modifică putin formulele de transformare, fara ca 
metoda generală de calcul să se modifice. 

Fie un sistem trifazat oarecare, la care presupunem că cele trei faze sînt 
fiecare alimentate de o forţă electromotoare e, Si sînt străbătute fiecare de 
curenții i* (k = a, b, c) ; de asemenea se presupune că sistemul are atit impedante 
proprii pe fază, cit si impedante mutuale între faze, Pentru acest sistem se pot 
scrie matricele corespunzătoare 

a b 0 


a 2, oO d Zaa Za Za 
[e] e Hal, Dis Hä: =o Zra | ën | By 


Oe 


6 


. U p y 
0 ON C 4. Za Le 


* Vezi 2.4 si 6.2.4, 
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Utilizind coordonatele simetrice, curenţii și tensiunile date se pot scrie E : 
sub forma*. i | 
[i] = LOA] si [e] = [0,1 [e,] e 


h D | hile, | 
[è] = d àt U Le, | = d C4 i 


—— 


sînt matricele componentelor simetrice ale curenților a ale tensiunilor iar 
In Gh © 


alaala] 
EA | ee 8.66 
[C] = b]|1la?|a (549) 


ella lat) 


este Hate de conexiune à sistemului (8. 10) care dă legătura dintre mărimile 
pe îază şi componentele simetrice respective ; întrucît operatorul a este o mărime 
complexă, matricea [C,] este o matrice complexă. 

Tinind seama de proprietățile operatorului de rotație a, se găseşte uşor 


abe 


aaa 

: maple 8.67 
TOUR = CANNES AIR 
seats ja! a2| a 


Y 


În cazul coordonatelor EE SE puterii trebuie scrisă sub 
forma** 


Le], Li] = 3[e.], II: 


a Vezi relatiile (8.10), 
Vezi paragraful 8.4.3. Aceasta se poate arăta si direct. Intr-adevar, daca in relatia 


[S] = Lele Ui 


punem | 
rezultă le] = [C4] [es] și [il = [C,) lish 
Gg [S] = (esl; (Cale [Col Holz, 
rezultă [Cel = IO si [Gale = 8 [G] 
si deci CARCAUENCRENCAEUER 


[S] = 3 el [ls 


#08 


rezultă formulele de transformare ale tensiunilor si impedantelor 


[e] = — [0,J?Le] = [0,1] fe), (8.68) 
[Z,] = IO [Z] [0,] = [0,1 [Z] [0]. (8.69) 


Aplicind aceste relaţii sistemului trifazat dat se găseşte 


h | etete | + ir 
[e] = —- d [e+ ae + ate], [i] = 


Zë + af? +a | 


i |e, + are, + ae, | 4° + a2 + af 
T D; 
şi 
h | Goo „Eco | Hor Hoi | Hoz | 
1 
[Z,] = E d Ho Zu rad Has | 
S Lan | H21 imag S22 | 


in eare s-a notat: 
Zog = Zoo + Zro + Za 


En = Za + Za + Za 
bos = Za + Zn + Za 
Yor = Za + aäëu + AZ) Yio = Za + aZ, + a*Z.o, 
Hoz = Za + aZp + AZ) B2 = Zao + 22250 + aZe, 
me = Za + Zor + Ma or = Za +aZ,, + Za» 
Zoo = Za + Za + Zao 
= Zaa + Zao + Aa 


Le 27 
Z a ke Z aa Sp AZ ap +a Zoe 


> NEE so el e Eet OUT NA ER oO LACS 
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| 
| 
| 
| 
| 


fn cazul particular cînd inductantele mutuale ale celor trei infäsuräri 


sînt nule, matricea de impedanţă este 


a 
[ZI = b Z, 
| o 


ătoare in coor simetrice va fi 
şi matricea corespunzătoare in coordonate s 


GC (94 
h Pp, ER a 
— (os GC 
[Z,]= @ | &, S |. S 
> z = 
KR >, Ba | 2 


unde ®,, Š; şi ®, sînt impedantele de calcul*. Se observă uşor regula de 
formare a matricei [Z,] in acest caz, ea urmind regula indicilor**. 


8.4.6.2. Metoda generală de calcul a rețelelor electrice trifazate nesime- 
triee. La studiul retelelor electrice trifazate, folosind coordonatele simetrice, 
se dau de obicei fortele electromotoare din circuit si diversele impedante. Necu- 
noscute sînt curenţii din rețea şi tensiunile la bornele sarcinii. Se considera 


date ale problemei : 
— forțele electromotoare din reţea E, E,, E}; 
— impedantele generatorului Z,, Za; Ze; 
— impedantele pe fază ale reţelei Z,, Z}, Z3; 
— eventual impedantele mutuale Zis = Za, Zoo = Za, Zo, = Zis; 
— impedantele la pămînt Z, si ale arcului electric Z,. 
Necunoscute sînt: 


, curenţii care circulă. în reţea şi componentele lor simetrice : dep din 
I, si I,, is Sine 


_— tensiunile la bornele sarcinii 
Ri erer Vi, 


In total sint deci 12 necunoscute. 
Între aceste mărimi se pot scrie următoarele relaţii matriceale : 


și componentele lor simetrice V,, Vo, 


[1] = [0,] (2,1, (8.70) 
[Vi = (0 i]; (8.71) 
LE] = (PI + [ZI [J,], (8.72) 


in fare indicele arată că avem de-a face cu mărimi în coordonate simetrice, 
iar [0,] este matricea de conexiune definită prin relația (8.66). Rezultă că nu 
avem decit 9 ecuații între cele 12 necunoscute, sistemul fiind astfel nedeter- 
* Vezi relaţiile (8,42), 

** Vezi 8,3,5,3, 
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minat, Celelalte trei ecuaţii necesare rezolvării problemei sînt date de condi- 
tiile particulare de funcţionare ale reţelei. 

În cazul utilizării coordonatelor simetrice în studiul rețelelor electrice 
trifazate nesimetrice cu ajutorul calculului matriceal apar patru reţele diferite, 
cu ajutorul cărora se studiază rețeaua respectivă, Acestea sînt (fig. 8.62) : 

I. Reţeaua primitivă a reţelei date, conținînd K elemente si K bucle, 
repartizate în grupe, fiecare grupă conținînd cite trei laturi (sau numai una). 

II. Reţeaua dată, conținînd B bucle. 

HI. Reţeaua primitivă a rețelei echivalente în coordonate simetrice, 
confinind — la fel ca reţeaua primitivă (I) — K laturi si K bucle grupate ca 
mai înainte, numărul acestor grupe fiind identic cu precedentul. 

IV. Reţeaua echivalentă în coordonate simetrice, avînd acelaşi număr 
de laturi si de bucle ca şi reţeaua dată (II) însă, in general, un număr diferit 
de subrefele. Această reţea este, de obicei, necunoscută la începutul studiului 
si găsirea structurii ei constituie, în general, obiectul studiului. a 

-La aceste patru reţele anumite elemente sînt cunoscute, altele urmează 
a fi determinate. Astfel, pot fi cunoscute impedantele circuitelor fie din reteaua 
primitivă a reţelei date (I), fie din reţeaua primitivă (III) a reţelei dată in coor- 
donate simetrice, fie unele dintr-o reţea, altele din altă reţea. 

Ca elemente de aflat, sînt în general curenţii și tensiunile din reţeaua 
data (IT), fie din reţeaua echivalentă în coordonate simetrice (IV), fie din ambele. 

Pentru rezolvarea problemei trebuie găsită matricea de conexiune care să 
transforme rețeaua (III) în reţeaua (IV) cînd matricea de conexiune care trans- 
formă reţeaua (I) în rețeaua (II) este cunoscută, legătura dintre reţele (IT) si 
(III) facindu-se prin matricea de conexiune a coordonatelor simetrice (8.66). 

În practică studiul unei probleme poate fi simplificat, renuntindu-se la 
unele rețele, în special la rețeaua (I). | Hi e = 


8.4.6.3. Exemplu de aplicaţie. Fie să studiem prin metoda dată o reţea 
care funcționează în scurtcircuit bifazat şi la pămînt cu arc electric (fig. 8.62). 
Ecuațiile de funcţionare ale defectului sint* | 
=D In PAZA (UE ae LG) 


Get: d 


care dau cele trei ecuaţii suplimentare necesare rezolvării problemei. 


Fig. 8,62, Schema unui scurt- 
Circuit între două faze și 
la pămînt cu arc electric, 


Da 


* Vezi 8,4,5,4, punctul 2, 
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Reţeaua dată poate fi considerată ca formată din trei reţele interconec- 


tate si anume: | 
= — Reţeaua 1 constituită din generatorul care o alimentează (sau în gene- 
ral generatorul echivalent al surselor care alimentează defectul) pentru care 


sînt date impedantele echivalente 
h da h 
hi | Zo 
er [Z ils Ges d, Z e , 


i Za 


unde Z,, Z, si Z, sînt respectiv impedantele de nul, sincronă gi asincronă a 
generatorului*, și forţele electromotoare 


hy RE 
Le = d E , 
i 
generatorul fiind presupus simetric**. | 


| — Reteaua 2 constituita din elementele retelei date si care se pres 
echilibratä ; impedantele retelei sint f FAN Sp upone 


1'i z | 
[Z] = 2° + Z Ha 
SC erg ët 
jar fortele electromotoare 
- 1’ pi 
[e] = 2° BS 
3! 


—_—— 


H 


— Reţeaua 3 constituită din impedanta arcului electric avînd matricele 


e egi 
EA Rl [es] =g E 


[Z] = g 


-_ 


1 cme en 


* Vezi 8.3.9, 
Sg 
Indicele s la matrice arată că aceasta este exprimată în coordonate simetrice 
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Ei? 
Ki 
+. 
| 


le ~ 
e 


Prima operafie ce trebuie făcută este transformarea matricelor de impe- 
dantä [Za] şi [Za] în sistemul de coordonate simetrice cu ajutorul formulei de 
transformare (8.69), Se găseşte 


ha da Ve 
DA le 
[Za], de Z 
GE ZA 
Si 
hs 


intrucit matricea de conexiune a impedantei de arc este 
hs 
[Cs], = 9/3 |, 
care rezulta din relatia 


[= NI J2 4 Ts — 3 J' 


Calculul scurtcircuitului se face interconectind aceste trei reţele. Vom 
avea 


hı Zo al Ed GC hı He 

dy a Ge Pr Me EE Arr d, EX 

i Za dus 
AE" Duerf Zeg Elle el 4 

Dt SN AE EL de |_— 

i, Z i, | 

e | Pe | 


Ecuația de funcționare a scurtcircuitului, Z” = 0, dă ecuaţia de legătură 
à componentelor simetrice ale curentului 


I" + [4 4 I! = 0, 


care aratä că două din aceste componente sint independente; in consecinţă, 
poate fi eliminată una din axele de referință., Trecind la noul sistem de axe, 
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se scriu vechii curenţi în funcţie de noii curenţi 


e ENG h —1 ER 
NER er E 
D` an de unde rezultă te 1 
m = —J*— Ji matricea de conexiune [0%] = h, [= t-t 
d, titi) 
EE IN 
| 


matricea* [03] făcînd trecerea de la re 
teaua primitivă (III) Im coordonate sime- 
trice la reţeaua echivalentă (IV) în coordo- 
nate simetrice. Matricele acestei rețele se 
determină acum uşor şi sînt 


d RS 
[e], = [Ci lel = Jk 
LEP 
Fig. 8.63. Schema echivalentă a scurtcir- și 
cuitului în coordonate simetrice. 
d £ : 
GL, (op — | Zot A+ 244344 | +2434, 


3 Cu ajutorul acestor două matrice se construieşte circuitul echivalent 
un considerat in coordonate simetrice (fig. 8.63) si care este schema 
Zen . Pornind de la „această schema, determinarea curenților de 
curtcircuit se poate face fie direct***, fie cu ajutorul calculului matriceal, în 
care caz se va aplica relația (2.141). 
[1], = [4']>* [#),. 

Calculind matricea inversă [Z’]z! se găseşte 


d b 


dj 7 PRE 27 S | 
Lt? ET Le | Zo + la ap 23 sie 32 , TR Zo cn Z ker 3Z , 


8 — 


D: 
LÉI 

| 
| 


unde i ES aaa 
= Zo (2,42) +2,2, +22 (Za 442037 (2,42) +32 (2482, 


* S-a notat [Cm] ' 
l on | Pentru a arăta că aceas ce tranefor A 
** Vezi 8.4.5.4 punctul 2. stă matrice transformă rețeaua m in rețeaua n. 


*** Vezi 8,4,5,6 punctul 2, 


4 —~ 4-34, | Z +Z, +97 +82, 


814 


Rezultă 
dj za 
SE 


KEE 
— Za — Z — 37, 


—_ 
— 


`a 


t 


Găsirea curenților reali de scurtcircuit se face aplicind relația (8.73) care 
operează transformarea rețelei date (II) în circuitul echivalent în coordonate 
simetrice (IV). Această matrice se stabileşte ușor. Într-adevăr, fie [1] curenții 
de scurtcircuit din reţeaua dată (II), [Z’] curenţii de scurtcircuit din rețeaua 
primitivă în coordonate simetrice (III) si [1] curenţii din rețeaua echivalentă 
în coordonate simetrice (IV). Avem imediat 


A [7] = COLI] şi = TO) 
rezultă 
[7] = [03] [CZ] [1]. si deci ` [03] = [03] [03]. (8.73) 


Matricea de trecere de la reţeaua dată (II) la rețeaua primitivă in coor- 
donate simetrice (IIT) este 


a|l|a a2 

Fea 2 Li ER E 
sel alt AE E 
ol | Pila real 


AIRNESS 


[0] = 1 
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Curentii căutaţi vor fi | 
| 
1 0 
2 (1 — a°)Z, + (a — a) Zo + (a — 2a?) Z + 3 (a — a°) Z4 


3G — a) 2, + (at — a) Zo + (at — 20)Z + Sieh —a)f4 | gp 


eee es eT a ary ae ee 
2 (1 — a?) Za + (a — a?) Za + (a — 2a?) Z +3 (a — 22) Zu 

Mle ae) Com E e 
'3'| (1 — a) Za + (a? — a) Zy + (a? — 2a) Z + 3 (a? —a)Z, 
g 3 (Za + 2) 


j i scurtcircuit di torului 
articular al unui scurtcircuit direct la bornele alterna l 
si lə No en de scurtcircuit corespunzători se obţin făcînd în relația 
de mai sus Z = Z, = 0 şi se obţine 


i A = Zo(Z, + Za) + ZZ; 


be, K š 
Bere CLIN de 23 


rez ultà : | t e e 
— componentele simetrice ale curenților 
ar] d\Z+2 B 
To EC | A+ 4) +22, ” 
— curenții reali 
ale 1 0 
2 | I? 2 |A —a%) Z, + (@ — at) Zy 
3 [T] 3 | (1 — a) Za — (a — 2%) Zo 
oP- =a III 
20e 9'| (1 — a?) Z, + (a — a?)Zo 
apn a 3| (1 —a) Z, — (a — a?) Zo 
g P] We. Ee 


regäsindu-se astfel rezultatul obţinut direct pe altă cale*. Se verifică uşor ca 
Po I+ I 


8.4.7, REGIMUL TRANZITORIU IN SISTEME TRIFAZATE 


Folosirea mărimilor complexe la studiul regimurilor tranzitorii** da 


posibilitatea examinärii regimurilor tranzito 


vii în sisteme trifazate, în cazul 


cind schimbarea regimului de funcționare produce o dezechilibrare. 


* Vezi 8.4.5.6, punctul 2, 
24 Vezi 7,4, 
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SA ES POS OS 


ap tas SN DUB SE e I LVA PET 
9 Shee cle TE er EE SE 
EE 


ao 


Fie o reţea trifazatä, supusă unui regim tranzitoriu oarecare. Coren! 
gi tensiunile în cele trei faze pot fi exprimati prin nişte sume de mărimi com- 
plexe de forma | 


Se definesc sumele P,, Pa, Pi prin relaţiile 


P, = iP, ap P, SE Ps), 
P; = = C2 +'aP, + aP), (8.74) 


1 
P, = ne + a2P, + aP,) 


a fiind operatorul de rotație 1| 120° . 
Din relaţiile (8.74) se deduce 


dë dép ae Garde 
P, = P, Fa E +aP,;, : (8.75) 
P, = P,+aP, + a P,;. 


În consecință, teoria coordonatoarelor simetrice se poate aplica şi mări- 
milor tranzitorii. 

Din relaţiile (8.74) rezultă că starea electrică, atît pentru curenţi cit şi 
pentru tensiuni, provine din suprapunerea în fiecare latură a sistemului : 

— a unei sume P, de termeni avînd fiecare același amortisment şi aceeaşi 
fază relativă în fiecare latură ; acesta este sistemul homopolar amortizat ; 

— a unei sume P, de termeni, avînd fiecare același armortisment în cele: 


H D DÉI HI s Ki 2 d x 
trei laturi, însă o fază relativă d pe faza 1, Ya — SC pe faza 2$1da + Se pe 
3 


faza 3; acesta este sistemul direct amortizat ; 

— a unei sume P, de termeni, 
avind fiecare același amortisment în 
cele trei laturi, însă o fază relativă d, 


pe faza 1, à, + —* pe faza 2 a 


d — Ir pe faza 3; acesta este 
sistemul invers amortizat. 

Să considerăm, pentru fixarea 
ideilor, 0 rețea trifazată oarecare 
imetrică gi echilibrată (fig, 8.64). 
Privită dintr-un punct M oarecare 
al ei, această rețea prezintă : 


&) pente un alatom homopolar amortizat de pulsatie generalizată SE d 


| . = 
(d, rile | Pr, © LU, es jă, 2 
o impedan(i | E 
Za = Ty + pi 1 | 
al o admitan(i 4 


Vn = Gy Pn Ons 
b) pentru un alatom direol amorlizat de pulsatie generalizată 
Q= — j pa = Oa — joa, 


© împodanță 
Za = hy + Pa Li 


i şi o admitanţă 
K EA = Ga + Pa Oa; 
De e el pontru un sistem invers amortizat de pulsatie generalizată 
O AE Q=—ip= 2, — 58 
~ … o impedantit 
K- Z, = R + p L 
i 4 4 F gio admitanta 
y= Y= G, + p0. 


Teoremele lui KIRCHHOFF aplicate celor trei sisteme dau relațiile 
Vi, + Z, (du + VX) = 0, 

Va + Za (dak Vata) = 0, 

V, + Zi (L + PE) =: 


Înlocuind pe Z gi Y cu valorile lor corespunzătoare se obține : 


Vipio, Ta Sp Pr (0, li, ap EEN ap (1 + G,h,)] + LA (Ra + Pula) aen 0, 


Valpă0ala + Pa (al + Gala)] + (À + Ro] + La (Ra + Pala) = 0, 


VIOL, rn (GR, + GAL) + (1 + RD] + LL (R + pl) = 0 


care reprezintă regimul liber al sistemului, 
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Starea, electrică a reţelei în punctul M mai dă alte trei ecuații între com- 
ponentele simetrice ale curenților, care reprezintă regimul forțat. 
Suprapunerea acestor două regimuri constituie regimul tranzitoriu în sis- 


temul trifazat. 


Pentru găsirea stărilor reale pe faze în sistem, se compun componentele 
simetrice conform regulilor cunoscute. ~ 


Dacă se urmăreşte cunoașterea ecuaţiei diferențiale de funcţionare a sis- 
temului, aceasta se obține imediat; înlocuind pe D și p’ prin simbolurile respec- 
tive. Astfel, spre exemplu pentru componenta, simetrică directă, se găseşte : 


aa 
Cala aa H (Co Ra + Ga La) PE + (1+ CHE Riu EL LL = 0 


Metoda poate fi aplicata, in acelasi mod, la orice sistem polifazat. 


8.4.8. CIMPUL MAGNETIC INVIRTITOR ELIPTIC 


În practică, se pot ivi situaţii anormale in funcţionarea mașinilor electrice, 
fie din cauză că bobinajul maşinii nu este simetric (datorit unei reparaţii defec- 
tuoase), fie că curenţii de alimentare a mașinii nu sînt simetrici. În aceste con- 
dif, cîmpul magnetic invirtitor, produs de armătura trifazată a maşinii elec- 
trice, nu mai este circular şi devine eliptic. 

„Cazul cel mai frecvent este acel al unei maşini cu bobinaj polifazat sime- 
tric alimentat cu un sistem polifazat de curenţi nesimetric şi dezechilibrat. 

Dacă curentul este dezechilibrat, îl descompunem în componente sime- 
trice şi vom obţine — pentru aceeași armäturä — două cimpuri invirtitoare 
(fig. 8.65), unul care se va roti în sens direct, corespunzînd componentei directe 
a curentului 


Ba = Bua COS [p0 — (at — ọ,)] 


și unul care se va roti in sens invers (m # m’) torespunzind componentei 
inverse à curentului 


B; = By; cos [p0 + (at — p;)]. 


Componentele acestor cimpuri pe axele spatiale ale armăturii sînt 


Ba = By COS (wt — Pa) 
Ya = — Bya Bin (wt — 9a); 
% = By, cos (wt — qi) 
Y = By, Sin (ot — y). 


Extremitatea cimpului rezultant 


Fig. 8.65. Diagrama fazorială a cimpului de 
inducție magnetică, 


Bu = Bua + Bui 
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va avea coordonatele 


AVE + à = ( B ua COS Pa + B m; COS pi) cos wt + (Bua si Pa + 


+ Bui sin pi) Sin wl = P cos (wt Ge Du (8.76) 
PV UE (Bua COS Pa — B y; COS 9%) sin wt + (Bua Sin Pa — 
— By, 8in qi) cos wt = Q cos (wt — Bal 
în care P, Q, fu, Ba se obțin prin identificare 
Site 
1 = V Bira + Bi + 2Bma Bui COS (pa — Pi) 
Q = V Bara + Bii — 2 Ba Br COS (Pa — Pi) 


Bua sin ga t Pussi g: 


Buya cos Ga — Bai COS Qi 
US ne 


Dud Sin Qa — By: Sin qi 


Ecuatiile (8.76) sint ecuatiile parametrice ale unei elipse. Intr-adevar 
avem | 


= COS (wt — Bu 


— COS (ot — 


de unde, eliminind pe t între aceste două ecuaţii se obtine* 
Ke y? IO? e A 
AS = Dea Cr 62) — sin? (Bu — Be) = 9, (8.78) 


care este ecuatia unei elipse cu centrul in originea axelor de coordonate. 
Studiul acestei elipse se face in mod obişnuit. Se găseşte astfel : 
— axa mare: 2a = 2 (By, + By); 
— axa mică: 2b = 2 (Bua — Bi); 


— înclinarea axei mari: E, = 12%, 
2 


* Dezvoltind cosinusul din relaţiile (8.77) si înmulţind prima din aceste relaţii cu cos By şi 


pe a doua cu cos fi, apoi pe prima cu sin By si pe a doua cusin By sis d respecti À 
L ` căzin res tiv una din 
alla, se obtine à I 1 Ÿ 


Vv 


ay COS Ba — T cos B, = sin wt sin (B, — Ba) 


r 


X } 
a sin Ba — "e sin 6, = — cos dl sin (B, — By). 


Ridicind la pătrat fiecare din aceste relaţii și adunindu-le se obține relația (8.78). 
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mo! 


vec 
cal 


rot 


de 


3.76) 


levar 


8.78) 


Studiul acestui cimp se face mai comod cu ajutorul cantităților complexe, 
Ecuația cimpului este în acest caz 


Bu => Bud —& la Belt. (8,79) 


în care & = ot este unghiul pe care îl parcurg vectorii respectivi cu viteza w 
si care este o elipsă“. 

Luind ca origine de fază axa w, si presupunind că la t= 0 argumentele 
celor doi fazori sînt e şi ër, ecuaţia cimpului (8.79) se serie 


Bu = Bua ei SB ae dz le; SETZ 


Cele două semiaxe sînt vectori cu originea in centrul elipsei gi avind 
modulele respectiv 
a = | Bual + |Buil 
ŞI 
b = |B ara | == IB mil- 
Argumentul E, al axei mari corespunde unghiului & pentru care cei doi 


vectori sint; în fază iar argumentul č, al axei mici corespunde unghiului E pentru 
care cei doi vectori sînt în opoziţie, cele două argumente fiind legate prin relația 


=, || ET (8.80) 


IN 


Argumentul E, al axei mari se determină observind că, cei doi vectori 
rotindu-se în sens contrar, ei vor fi în fază cînd argumentele lor sînt egale 


Pa — Eu = Pi + Eu 
de unde rezultă 


ae Rd mora Pie 
E, = HU 


Ecuația semiaxei mari este deci 


D BR Us D Pa — Yı B D d + Qi 
Bua = Bua |94 — Fa + Baa] pat = = (Bua t Bu) e : 


„Este ugor de văzut că direcția axei mari coincide cu bisectoarea unghiului 
dintre cei doi vectori, Bua Si By, consideraţi la timpul ¿è = 0; într-adevăr, 
dacă o > o, atunci | 


Pat Pi _ Pi = Pa A 
SEH CR, oe gp Pa 3 
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21 — oe 229 


dacă pa > ei, atunci 
Dă atzi Pi EES + Pie 
2 


Ecuatia semiaxei mici se obtine tinind seama de relaţia (8.80) ; se găsește 


à == Pa — Pi d 5 
da = Pde Piper Ta à PL = 
Bua — B ma gi rz 2 T 2 Bui in t 2 2 


Pa + Pi EG 
2 De 


= (Bua Say B yri) 


Fig. 8.66. Cimp magnetic invirtitor eliptic. 


Cu aceste elemente elipsa reprezentind hodograful virfului vectorului 


cimp invirtitor se construieste ușor (fig. 8.66); un asemenea cîmp invirtitor 
se numește eliptic. | 


Seite 


orului | 
ar tito! | 


Capitolul IX 


CURENTUL ALTERNATIV MONOFAZAT NESINUSOIDAL 
REGIMUL DEFORMANT 


9.1. GENERALITATI 


Studiul fenomenelor electrice in curent alternativ, studiul maginilor 
electrice de curent alternativ sau al reţelelor electrice functionind in curent 
alternativ se face admitindu-se că unda sau curba de tensiune sau de curent 


Fig. 9.1. Undă de tensiune sau 
de curent sinusoidală. 


este perfect sinusoidală (fig. 9.1). În realitate, atit unda de tensiune cit şi unda 
de curent sînt în general departe de a fi sinusoidale si, deși periodice, ele au o 
formă oarecare (fig. 9.2). Se zice că undele respective sînt deformate. i 

Regimul sinusoidal poate îi considerat un caz particular, un caz către 
care se tinde a se ajunge în 
praetica, dar care nu este 
realizat in general. Regimul Baza de 
sinusoidal conduce la soluţii timp 
mai simple ale tuturor pro- 
blemelor de curent alternativ 
si pentru acest motiv el este 
adoptat in expunerile teo- 
retice. 

Regimul deformant este 
acela care se intilneste mai 
mult in practică. Else dato- 
rează funcţionării în reţelele 
de curent alternativ a apara- 
telor deformante si care sint 
constituite in general de ele- 


mentele neliniare din rețea. Ro 
Funcționarea unei reţele elec- 

trice, oricare ar fi caracterul ei, 
trebuie să satisfacă neapărat 


Fig, 9.2, Unde de tensiunea și de curent nasinusoidale. 


teorema à doua a lui KIRCHHOFF, care poate fi scrisă in general sub forma 


| ai ig) i 
ze = BR LE HEN ids + (9.1) 


în suma SAU!) au fost cuprinse atit forțele electromotoare de inducţie 
ALES | 
proprie, cit si acelea de inducţie mutuală. Rezultă dar, că pentru à exista regim 
deformant, este necesar ca cel puţin unul din parametrii reţelei să nu fie liniar*, 


sau ca un semnal aplicat reţelei să fie nesinusoidal**. 
După studiile academicianului prof. CONSTANTIN BUDEANU, aparatele 


deformante pot fi împărţite în două categorii: aparate deformante de prima 
categorie, care sînt cauza iniţială — si singura dealtfel — a producerii regimului 
deformant şi aparate deformante de categoria a doua, care nu dau naştere regimu- 
lui deformant dar care, fiind alimentate cu curenţi deformanti, amplifică această, 
deformatie. În prima categorie se clasează aparatele care, fiind alimentate cu 
tensiuni sau curenţi riguros sinusoidali, produc fenomene deformante. Printre 
acestea sînt mutatoarele de orice categorie (supape mecanice, cu vapori de mercur 
ete.), reactantele cu miez de fier (transformatoare, bobine de soc etc.), liniile 
aeriene de înaltă tensiune etc. 

Într-adevăr, să considerăm un circuit neliniar, care satisface ecuaţia 
(9.1) şi a cărei soluţie este de forma 


i = f(u) (9.2) 
u fiind tensiunea perfect sinusoidal’ aplicată circuitului. Pentru a găsi forma 


curentului i, să dezvoltăm în serie relația (9.2) folosind dezvoltarea în serie 
TAYLOR ; se obține 


i= itha] (u — w) += KS (u — Up)? +... + 


EI du? 
1 Joe e | 
+ SE (u — Uo) t- (9.3) 


în care RE derivate ale lui à sînt luate pentru ù = Up; dintre acestea, 
coeficientul EI al termenului de gradul I are dimensiunile unei admitante. 


Pi ate ý dent că, pentru u = Up, avem î = ĉo; dacă up este pozitiv, cum 
i deci considerat este receptor, atunci puterea wi, trebuie să fie pozitivă 
și de fo trebuie să fie gi el pozitiv. 
presupunem acum că tensiunea de alimentar | i 
j Í re à ) } è un 
sinusoidalä, de forma € are a elementului este perfect 


u = U V2 cosut 


2EVezi2,5.1. 
** Vezi 9.3.8.1, 
eH > - à ü 
Academicianul Const, BUDEANU (1886—1959) a fost profesor de Electrotehnică, Măsuri 


electrice și Tractiuni electrice Ja politehnică si | 
a Institutul sures ste î 
ietoru] școlii românești de electrotehnică, orivind regimul Cp atat e PEN eee 
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Introduoînd această valoare în relația (9.3) rezultă 


des fa + EIS iy) ee aiae V2 cos wt — um)? +... 


(9.4) 


COS? at =— (cos 2wt + 1) 


1 
cOsswt = oa (cos 3ot + 3coswt) 


înlocuind aceste valori in relația (9.4) se obţine 


ÿ = I, LI, V2 cos wt + 7, V2 cos 2ot + I, 2 cos 30t + ... 


in care: 


. di d?i = 
le Uy = fal op Sec) | Tu V2)? | = 


În consecinţă, dacă un element neliniar sau un circuit care conţine ele- 
mente neliniare este alimentat cu o tensiune perfect sinusoidală, curentul care 
rezultă în circuit este nesinusoidal. 
| Un raţionament analog, pornind însă de la dezvoltarea lui « în funcție 
de i, conduce la rezultatul că tensiunea la bornele unui element neliniar alimen- 
tat cu un curent perfect ginusoidal, este nesinusoidalà. 

Tot în această categorie trebuie să se pună și alternatoarele industriale 
à căror curbă de tensiune nu este sinusoidal, 
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în a doua categorie sint clasate aparatele care produc fenomene detormante 
numai dacă sînt alimentate cu curenţi alternativi nesinusoidali ca, spre exemplu, 
orice reactanță capacitivă sau capacitate constantă, cum ar fi liniile de transmitere 
a energiei electrice, aeriene sau subterane etc. ie 

Rețelele electrice moderne comportă în constituţia lor un ar destul 
de mare de aparate deformante de prima sau de a doua categorie. ntr-adevăr, 
nu se poate concepe 0 reţea modernă fără transformatoare, al căror fier este 
adesea saturat ; de asemenea, alimentarea tramvaielor și căilor ferate electrice, 
funetionind cu curent continuu, se face azi, din ce în ce mai mult, cu ajutorul 
mutatoarelor ; în sfirsit retelele, care in majoritatea cazurilor sînt constituite 
din cabluri subterane, formează de asemenea un aparat; deformant. 

Rezultă dar că, în aceste reţele vor apărea întotdeauna fenomene 
deformante. | 

Un regim deformant este caracterizat prin prezenţa armonicelor in instala- 
tile electrice. El poate fi caracterizat ca atare şi prin fenomenele deformante 
particulare ce apar în acest caz şi în special prin efectele pe care le produce. 
Fenomenele deformante pot produce efecte de rezonanţă în reţelele și maşinile 
electrice ; ele măresc puterea aparentă, provocind astfel o micsorare a factoru- 
lui de putere ; micșorează în general capacitatea de receptivitate a aparatelor 
receptoare, micgorindu-le astfel randamentul ; tot din cauza fenomenelor defor- 
mante, liniile de telecomunicații suferă anumite influențe supärätoare din cauza 
existenței acestor fenomene în liniile industriale vecine ; în sfirsit, fenomenele 
deformante introduc erori suplimentare în aparatele de măsură*. 


Regimul deformant se defineşte astfel: Regimul energetic ale cărui unde 


de tensiune si curent sînt periodice si cel putin una din ele nu este sinusoidala 
este un regim deformant. 


9.2. STUDIUL UNDELOR COMPLEXE 


9.2.1. UNDE ARMONICI 


a Se Definiții. Două sau mai multe funcţii periodice sinusoidale se 
ae e i SI SEN, între ele, dacă raportul perioadelor lor este un număr 
eg oarecare. Funcţia de bază, faţă de care se face raportul perioadelor, se 


numește unda, sinusoida ) 1 
da, sau armonica fundamentală, celel n 
sau armonici superioare. Teo naa e o e 


Fie, spre exemplu, funcțiile 


Yı = A,sinwt Și Ya = A,sin2et. 


Prima funcție are perioada T, 


ERAT ors i on 
Tire E doua perioada T, = — = 
Raportul perioadelor este 20 


e |A 


SE 


@ 
= 2 
T 


ne a o M 


* Vezi 9,544, 


827 


l, | Prima funofie este armonica fundamentală, iar a doua funcţie este armo- 
"nica de ordinul 2. 
în general, perioada armonicii de ordinul n este à n-a parte din perioada 
ul armonicii fundamentale. | 
d Reprezentarea lor grafică este arătată în figura 9.3. 
e Armonicile pot fi tot aga de bine în cosinus ca gi in sinus, avind astfel 
à, toate proprietăţile funcţiei respective. De asemenea, ele pot fi defazate cu un 
il hi oarecare faţă de origine. Astfel, expresia generală a unei armonici de 
ie ordinul n este 
6 Yn = A, sin (nwt — Gel, (9.5) 
~ Se observă că, în această expresie, defazajul față de origine nu este 
te unghiul w,, Ci unghiul 2”, Într-adevăr, pentru a vedea cind această funcţie 
(AR n 
le trece prin zero, trebuie rezol- | 
u- | vata ecuaţia 
or 
a sin(not — p,) = 0 
de care este satisfăcută pentru 
AT AD 
de n 
la irs 
| Astfel, pentru a Sasi defa- Fig. 9.3. Unde armonici. 
zajul fata de origine al unei ar- 
monici oarecare, se scrie expresia sa (9.5) sub forma 
y, = A, Sin n (ut = A 
n 
se si defazajul cäutat este unghiul 
ar | 
ge en 
de ul n 
În ceea ce priveşte defazajele, transformarea undei etc., se aplică pentru 
armonici aceleași reguli ca şi pentru unda fundamentală, cu condiţia de a se 
| ține seama de perioada proprie a armonicii superioare respective*. 
| , Fie, de exemplu, armonica de ordinul n, pusă sub forma 
A y, = A Bin n(o! — n) 
in care 
3 1 os GC 
Pn > a" = 
* Vezi 4.1.2.5. 


ọ, un număr 


seäzind din defazajul 
sub forma 


T 


Se va determina unghiul qu < “4 


intreg de perioade ale armonicii n, adică punind pe Qn 


2 r 

eiss k— + fy j ; 

n À 

se va obtine astfel 
Yn = A, sin (ot EOE. 


în cazul cînd armonica este pusă sub forma 


Yn = A, sin (not — On) 


iar e, > 180°, atunci se procedeaza ca si in cazul undei fundamentale punind 


op = 2 hr + Va 
în care Y< 180° şi rezulta 
Yn = A, sin (not F Yn)- 


Exemplu numeric: Fie 
Ye = 100 sin 6(wt — 95°) 


în care 


' o 1 à 
pe = 95 >- fh et ; 


Pe de alta parte, 


pe = 95° = 2 x SE — 25° 
de unde 
pg! = — 25° 
gi deci 


Ya = 100 sin 6 (wt + 25°). 


OBSERVATII: 1. În cazul cînd 


nu este un număr întreg d 
£ ? : © rade ] ut ` s ee 
superioare pusă sub e, ade, este mai comod a se opera asupra armonicil 


Yn = A, Sin (nwt — p,) . 
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nic? 


Spre exemplu 


y, = 5 sin 7 (wt — 78°). 


TE v i 
nu este un număr întreg de grade. Se consideră 


În acest caz, = IR 
atunei functia 
Y, = D sin (Tat — 546°). 
Punind 
| Pa = k 360° + Ya = 2 x 360° — 174° 
se obtine 
Y, = D Sin (Tot + 174). 
2. De asemenea, atunci cind amplitudinea armonicii superioare este 
negativa sau functia este o cosinusoida, inainte de a face transformarea defazaju- 


lui, se face in prealabil transformarea funcţiei într-o sinusoidă cu amplitudine 
2 . v . ee ww pr . 
pozitivă cu ajutorul operațiilor elementare, aşa cum s-a arătat mai înainte. 


9.2.1.2. Deiazajul între două armoniei superioare. Definirea defazajului 
între două armonici superioare este o chestiune pur convenţională şi ea nu se 
poate face decît în anumite condiţii. 

a) Defazajul între armonici de același ordin. Noţiunea defazaj între două 
armonici de acelaşi ordin are aceeaşi semnificaţie ca și în cazul undelor fundamen- 
tale, făcîndu-se aceleaşi interpretări. 

Trebuie observat că, dacă cele două armonici sînt date sub forma generală 


Y, =A, Sin (not — Pr) 


y} = À, Sin (not — Pr) 


defazajul respectiv este 


Ping bse simi 
n n 
si nu 
t 
Pn — Pne 


in consecinta, pentru a nu se greşi în calcule, se pun expresiile armonicilor 
de acelasi ordin sub forma 


P 
Op ak, on dÉ SS 


și numai după aceea se calculează defazajul respectiv. 

À b) Defazajul între armonici de ordine diferite. Se înţelege prin detazaj 
între două armonice de ordine diferite, cea mai mică valoare a intervalului 
dintre timpurile cînd cele două armonici trec prin zero cu valori crescătoare 
de același sens si se determină în raport cu defazajul fată de originea de faza. 
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Această noţiune se aplică mai ales pentru defazajul dintre o armonică superioară 


şi unda fundamentală. Ges 
Defazajul dintre armonicile 


y, = A, sin (pot — P») 


Si 
Va = Aa sin (got — Pa) 


in care A, si A, Sint pozitivi, este 


EE? 
în particular, armonicile 
y, =A, sin p V 
şi 
Yo = A, sin q X 


in care À, si A, sint pozitivi, sint in fazà, iar armonicile 


Y, = A, sin p & 
Şi 
4 | Yo = A, sin d Lë T) 


A, si À, indeplinind aceleasi conditii ca mai sus, sint in opozitie. 


9.2.1.3. Reprezentarea polară a funcțiilor periodice. În afară de reprezen- 
tarea cartezianä, o funcţie periodică, reprezentind o undă periodică, poate 
fi reprezentată și într-un sistem de coordonate polare. Această reprezentare 
este de multe ori utilă în aplicaţiile electrotehnicii. 


a Fie o rază vectoare OA, care se roteşte cu viteza uniformă « în sensul 
E si à cărei lungime în fiecare moment este egală cu valoarea instan- 
anee 2 funcţiei în ucel moment (fig. 9.4). O rotaţie completă a razei vectoare 


Fig. 9,4. Reprezentarea polară a funcţiilor periodice. 


330 


corespunde unui ciclu al funcfiei periodice, astfel că diferitele unghiuri pe care 
le face raza vectoare cu originea de fază sint egale cu wt. | 

Construcţia diagramei polare a unei funcţii periodice se face astfel: pentru 
diferitele unghiuri, corespunzătoare diverselor timpuri t, se construieşte raza 
vectoare a cărei mărime este egală cu valoarea instantanee a funcției la timpul 
considerat. Locul geometric al virfurilor acestor raze vectoare, pentru un ciclu 
complet, reprezintă curba polară a funcţiei periodice dată. Trebuie observat 
că, atunci cînd valoarea amplitudinii este negativă, ea se așază în sens invers 
pe raza vectoare respectivă. Astfel, în cazul figurii 9.4, pe raza vectoare OB, 
mărimea amplitudinii s-a pus în sens contrar OB’. 


Fig. 9.5. Reprezentarea polara a unei functii periodice alternative sinusoidale. 


Diagrama polară a unei funcţii periodice sinusoidale este un cere avind dia- 
metrul egal cu amplitudinea maximă (fig. 9.5,a). Într-adevăr, fie funcţia 
periodică sinusoidală 


y = Y sin ol 


OB = Y fiind un diametru, rezulta ca 
OA = OB eos (> — d — Ysin ot =y. 


Este uşor de observat că cercul reprezintă atît alternanța pozitivă, cât şi 
cea negativă, a funcţiei periodice sinusoidale. 

Dacă funcţia periodică sinusoidală are un anumit defazaj o, pozitiv sau 
negativ, atunci, pentru a construi diagrama polară a functiei respective, este 
suficient a inclina diametrul principal al cercului în sensul orar pentru defazaje 
pozitive şi în sensul antiorar sau trigonometric pentru defazaje negative*. 
Astfel figura 9.5,b reprezinta functia 


y = Y sin (at + ®) 
ceea, ce se poate demonstra ugor observind că 


X 0B =< EOR 


* S-ar părea că există o contradicție între cele ce preced şi convenția făcută pentru reprezen- 
tarea unghiurilor, pentru care s-a adoptat sensul trigonometric normal. De fapt, tinind seama că o 
funcție periodică sinusoidală este reprezentată de relația (4.7), înclinarea axei în sensul orar corespunde 
a o înclinare cu un unghi negativ gi deci în expresia (1.7) apare defazajul pozitiv. 
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iar figura 9.5,0 reprezinta funcția 


y = Y sin (ot — 9)- 


n acelasi mod pot fi reprezentate şi funcțiile a 
SE À de ipoteza ce s-a facut i 
tire a acesteia cu 360 ce : 
în cazul armonicilor superioare, 0 supra- 


caz trebuie să se ţină seama 
se roteşte cu viteza w ȘI că O TO | 
undei fundamentale. Se va obtine deci, 


ea 


Fig. 9.6. Reprezentarea polarä a unei unde de 
+ armonicä trei 


Fig. 9.7. Reprezentarea polară a undelor unui 
sistem trifazat 


principal se așază în raport cu verticala : 
lui respectiv, 


întocmai ca în cazul sisteme 


rmonici superioare. În acest 
, şi anume că raza vectoare 
corespunde unui ciclu al 


fată formată din mai multe curbe 
închise, numărul acestora fiind egal 
cu acela al alternantelor armonicu 
superioare într-o semiperioadă. 

Pentru exemplificare fie armo- 
nica de ordinul 3 în fază cu armonica 
fundamentală reprezentată prin 
funcţia 


Va = Vo sin dwt 


a cărei construcţie este simplă (fig. 
9.6). Raza vectoare este maxima pen- 
tru unghiul wt egal cu 30°, 90° (cind 
ea este negativă), 150°, 210° (cînd ea 
se suprapune peste prima raza, fiind 
negativă), 270° şi 330° (cînd ea se 
suprapune peste raza vectoare cores- 
punzatoare unghiului de 150°, fiind 
negativa). Defazajul armonicii superi- 
oare nu face altceva decît să roteasea 
axele principale de simetrie înainte 
sau înapoi, cu unghiul corespunzător, 
ca şi în cazul armonicii fundamentale. 

Diagrama polară poate fi folo- 
sită şi pentru reprezentarea sisteme- 
lor trifazate (şi în general polifazate) 
conectate în stea. Tensiunea diverselor 
faze poate fi reprezentată prin cercuri, 
trecînd toate prin aceeaşi origine si 
avînd diametrele principale decalate 
cu 120°. Pentru faza I, diametrul 
cu înclinarea corespunzătoare defazaju- 


lor periodice sinusoidale simple (fig. 9.7). 


Diagrama, dă posibilitatea, să, se determine și tensiunea între faze în orice 


moment t. Pentru aceasta se 
originea de fază cu unghiul ow 
între fazele I și TI, 


lar segmentul CA reprezintă tensiunea, 


duce prin origine dreapta ABO, înclinată fata de 


t. In acest caz, segmentul AB reprezintă i 
inta unea 
segmentul BO reprezintă, H tensiu 


tensiunea intre fazele II şi III, 
între fazele III si I. 


Într-adevăr, fie de determinat tensiunea între fazele III Şi I. Din figura 


9.7 rezultă că, 


OA = H gin wt 


gi 


00 = H sin (wt — 60°) 
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după cum se poate stabili ușor pe figură. Adunind cele două segmente se obţine 


OA + 00 = Efsin wt + sin (wt — 60°)] = H V3 sin (wt — 30%). 
Pe de altă parte 


e = Bsinlot gi em = Hsin (wt + 120°) 
de unde 


gem ps ër — Em = E [sin wt — sin (wt + 120°)] = F V3 sin (wt — 30°) 


adică aceeaşi expresie ca mai sus. 


9.2.2. COMPUNEREA ARMONICILOR 


9.2.2.1. Generalitati. Undele complexe care se întîlnesc în electrotehnică 
sînt formate dintr-un număr oarecare de armonici, constituind o rezultantă a 
lor care, în general, nu mai este o sinusoidă. Forma undei rezultante depinde 
de natura armonicilor componente si de defazajul lor relativ. Aceleaşi armonici, 
defazate însă diferit, pot da unde rezultante diferite. În unele cazuri particulare, 
compunerea armonicilor conduce la anumite condiţii de simetrie ale undei 
rezultante nesinusoidale, cu ajutorul cărora se pot face anumite simplificari în 
operaţia inversă de descompunere în armonici a unei unde nesinusoidale. 

Se deosebesc astfel trei cazuri principale : 

— compunerea de armonici de aceeaşi perioadă ; 

— compunerea de armonici de perioadă diferita ; 

— compunerea de armonici oarecare cu un termen constant. 


9.2.2.2. Compunerea armonicilor oarecare de aceeaşi perioadă. Fie 
armonicile 


y, = À, sin (not — n) 


Yn = À; Sin (nwt — pn) 


Compunind aceste două armonici este uşor de văzut că se va obţine tot o sinu- 
s0idă de acelaşi ordin 


Yn = A Sin (not — Gq) 


al cărei parametri, amplitudinea À, Și defazajul o. se obţine prin identificarea 
coeficienţilor lui sinot gi coswt din ambii membri ai relaţiei 


1 r 
Yn = Yn + Yn 


aja cum s-a procedat; gi în cazul regimului sinusoidal*. 
SE 
> Vezi 4181, a 
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A e + 6 A Î 
Un caz particular, care se intilneste foarte des in analiza armonică, îl 
constituie suma funcţiilor în cuadratură 


y, = Asin not si yn = B,cos not. 


i ica ‘di j m 
Rezultanta este o funcţie armonică de ordinul n si de forma 


Yn = Casin (not — Pn) 


în care 
0, = | A+ Bh 


ȘI (9.6) 


tg DA Geck 


=) 
Ca o consecinţă, rezultă că o armonică oarecare de ordinul » 
y, = A, Sin (not — Pr); 


avînd un defazaj (o,/n) față de originea O, poate fi descompusă în două ar- 
monici 


Ya = A, Sin not, 
Yn = B, cos not, 


coeficientii A, si B, deducindu-se cu ajutorul relatiilor 4.7 
Este uşor de văzut că o asemenea armonică se poate descompune într-o 


infinitate de moduri în două armonici, una în sinus şi cealaltă în cosinus, fie- 
care din aceste descompuneri fiind diferită. 


Într-adevăr, luînd o altă origine 0,, va rezulta un alt defazaj al armonicil 
respective si deci alte componente pentru armonici. 


„Originea O, fiind aleasă oriunde, rezultă că descompunerea depinde de 
poziţia acestei origini. 


9.2.2.3. Compunerea armonicilor oarecare de perioade diferite. În com- 
punerea armonicilor oarecare de perioade diferite pot apărea următoarele cazuri : 
a) compunerea armonicilor oarecare, constituind cazul general ; 
Hr b ) compunerea armonicilor oarecare, pare şi impare, in fază sau în opo- 
? 
c) compunerea armonicilor oar 
unele față de celelalte ; 
d) compunerea armonicilor oarecare impare; 
€) compunerea armonicilor oarecare pare, 
a) Compunerea armonicilor oar 
à unei sume de armonici oarecare, 


ecare, pare și impare, aşezate simetric 


ecare, Fie de găsit forma undei rezultante 
de amplitudini si perioade diferite 


— U a | ENEE i) ` D , r ` 
y = Csin (wt P1) + Casin 2 (wt — Pa) +... + CO sinn (wt—o,). (9.7) 
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Procedind grafic, prin sumarea algebrică a diferitelor amplitudini se 
va obţine o undă periodică oarecare de perioadă 2x, dar care nu va mai îi o 
sinusoidă (fig. 9.8). Perioada curbei rezultante este în adevăr 27, căci cea mai 
mică valoare a variabilei wt = # pentru care fiecare din sinusoidele compo- 
nente reia aceeaşi valoare, este 2m. 

Este uşor de văzut dealtfel că, intrucit pentru fiecare din sinusoide există 


relaţia 
flot) = fo t + 27), 


unda rezultantä va satisface de asemenea aceleasi relatii. 


= Gradul de deformare al 
undei depinde de următorii 
trei factori : 

a) Natura armonicilor 
în ceea ce priveşte gradul lor 
de paritate sau imparitate. 

8) Valoarea defazajelor, 
adică de poziţia relativă a 
diverselor armonici. 

y) Raportul amplitudi- 
nilor diverselor armonici. 


O asemenea undă re- 
zultantă nu are nici un fel de 
simetrie şi nu se bucură 
decât; de proprietatea că perioada sa este egală cu 27, adică aceeași cu à undei 
fundamentale. 

Pentru o asemenea undă, aria închisă cu axa absciselor pentru o peri- 
oadă este nulă. Într-adevăr, 


Fig. 9.8. Undă periodică nesinusoidală 


SES | y dt — 5 CN sin n (ot — ,) dt = 0. 
0 Li 0 
OBSERVATIE: Functia 
y= 5 C, sin n (%t— Pn) 
1 
poate fi descompusă în două sume de termeni in sinus și in cosinus 


n n 
y = 3, A, sinnwt + yi B, cosn ot. 
1 1 
Rezultă că sumarea unor armonici pare si impare în sinus Si în cosinus dă 
o undă periodică deformată de perioadă 27, fără nici un fel de simetrie. 
Corolar : Fiind. dată o undă periodică oarecare, de perioadă 27, pentru 
care aria închisă intre curbă și axa absciselor este nulă pentru o perioadă, această 
undă poate fi degcompusă într-o serie de armonici pare și impare de forma 
UA sin Mot — 9) sau într-o serie de armonici pare și impare de torma 


A, sin nat + B, cos not 


față de originea dată. 
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b) Compunerea armonicilor oarecare, P 
citie). Functia corespunzătoare (0.7) se sel 


y= C, sin (ot — qu) + 0, sin 2 


ctiv în opoziție). 
RE icind IEN de origine in punctul Oj de abscisä 


00, = % = Pi» 


egală cu defazajul comun al à 


adică unda rezultantă pr 


aceasta deoarece fiecare din s 
prietate. 
Aşadar, unda rezultantă se compune 


Fig. 9.10, Compunerea armonicilor în fază şi In cuadratură 
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are gi impare, in fază (sau in opo- 
io in acest caz 


(ot +. + C, sin n (wt — Pi), 


pozitive sau negative (armonici in fază, 


rmonicilor, relaţia de mai sus devine 


y = Csin of + 0, sin 2 wt+ ..: + O, sinn wt, 


ovine din sumarea unor 


armonici in sinus pare şi impare. 


Faţă de noua origine, unda rezultantă y = f(wt) se bucură de proprietatea 


f(t) = — i(2r — w t); 


A 
Fig. 9.9. Und’ periodică nesinusoidală cu simetria 
flot) = — f(27 — ot). 


inusoidele componente se pucură de aceeași pro- 


din două semiperioade simetrice 


faţă de o axă verticală yy’, dusă 
la æ = m, şi răsturnată fata de 
axa absciselor (fig. 9.9). Unda 
se anulează pentru v = 0 şi x = 
— 9r. În aceste puncte toate 
armonicile trec prin zero. 

Corolar : În cazul cînd © 
undă experimentală periodică, 
de perioadă 2x este constituită 
din două jumătăţi identice dar 
răsturnate faţă de axa absei- 
selor şi au o axă de simetrie 
pentru t = x, adică are propri- 
etatea 


ilot) = — iar — at), 


această curbă poate îi descom- 
pusă față de originea ei intro 
serie de armonici în sinus, pare 
si impare, în fază sau în opoziţie. 

o) Compunerea armonicilo» 
oarecare, pare si impare, aşezate 
simetrio unele fată de celalalte. 
Acesta este cazul cînd armo- 
nicile superioare impare sint in 
fază cu unda fundamentală, 
iar armonicile superioare pare 
sint în cuadratură cu această 
armonică (fig, 9.10). 


—y 


-. 


= 


FR e ëm 


În acest caz, funcţia (9.7 ) se serie 


y=flot) = E Oms: sin (2n + 1) (ot ai + E Ca sin 2n [ot ao SC (9.8) 
n 


Este ușor de văzut, că toate armonicile sint simetrie aşezate faţă de axa 
verticală yy’ dusă în punctul 0,, de abscisä 00, = o + =. 
2 


Dacă se schimbă originea în acest punct, toate armonicile devin armonici 
in cosinus. Într-adevăr, vin 


Cani sin (20 + 1) (ot — P1) = Cons1 sin (2n +1) Cr F Dose x gd SS 
= Oana sin (20 dl GEES = Con+1 008 (2 n +1) wt 
Si 
Cu sin 2n (ot — on == | = Con Sin | 2n ot —2n m—+)= 


4n 


= Con sin DE + oy + Za Dy =l = Can sin [2not + (2n — 1) ~ | = 
2 L 


N |a 


= — Om COS N Teos 2 not. 
În consecinţă, relaţia (9.8) se va serie 
y = XC, cos n ot. | (9.9) 


Dat fiind că fiecare din armonicile sumei (9.9) se bucură de proprietatea 
f(wt) = f(27 — wt), 


și unda rezultantă se va bucura de aceeași proprietate. În consecinţă, unda 
rezultantă se va compune din două semiperioade identice şi simetrie aşezate fata 
de o axă verticală yy’ dusă 
prin punctul de abscisä wt = 
= x (fig. 9.11). 

Corolar: Orice undă 
periodică nesinusoidală, de 
perioadă 27, formată din două 
jumatati identice, simetrice 
fată de o axă verticală dusă 
prin punctul de absciss ot = 
= x BL care are proprietatea 


f(o 1) = f(2 r — wt), 
Ai 
8e poate descompune într-o 


sumă de armonici pare Și im- Fig. 9.11, Unda periodică nesinusoidalä cu simetria 
pare in cosinus, f(cot) = fQr — ot). 
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22 — 0. 229 


+ + D - A 
d) Compunerea armonicilor impare. Aie 


y = E Oma sin (22 + 1) (o t — panti): (9.10) 


Dat fiind că fiecare armonică 80 bucură de proprietatea ch 
flat) = — {wt + 7), 


À tă se va bucura de aceeași proprietate. 
7 Re of en va fi formată din două jumătăţi identice, à doua jumătate 


i in prit ind simetrica acesteia faţă de axa absciselor gi dindu-i-se 
obtinindu-se din prima, luînd si o translație de o jumătate de pe- 


rioadă spre dreapta (fig. 9.12). 

Descompunind armonicile 
din expresia (9.10) în compo- 
nente în sinus şi în cosinus, se 
obţine 


y = È [An Sin (2n + 1)ot + 
+ Bana COS (2n + 1) o t), 


- Fig. 942. Unda periodică nesinusoidală cu simetria adică acest caz echivalează cu 
f(@t) = — f(wt + 7). Curba electrotehnică. sumarea de armonici impare 
in sinus şi în cosinus. 
Corolar : O undă periodică nesinusoidală, de perioadă 27, care se bucură 
de proprietatea 


flot) = — Dot + 7), 
poate fi descompusă într-o serie de armonici impare de forma 
Con +1 Sin (2n + 1) (ot — ent) 
sau într-o serie de armonici impare in sinus și in cosinus de forma 
Aon a Bin (2n + 1) at + Banti COS (2% +1) wt. 
Ee doute de peu unie ah 


alternatoarelor obișnuite, la care un pol nord urmează unui pol sud, ele repre- 


zentind în același timp și curb +t 
beste de | ele curentilor pe car RARES EE 
in eirauitele clectrice. tilor pe care aceste tensiuni îi produc 


Un caz particular inter 
Lp ar in BEE E SRE 
sint in fază H teresant este acela in care diversele armonici impare 


H = X Cons Bin (2n + 1) (@t — oul 
sau, luind originea in punctul unde unda trece prin zero, 


Yo = A Oss. sin (Qn +1) wt, 
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Se vede uşor că fiecare din armonicile componente se bucură de proprie- 
taten 


f(wt) = f(x — wt) = — Ha + wt) = — f(27 — ot) (9.11) 


proprietatea pe care 0 va avea gi unda rezultantä. Unda rezultantä va fi deci 
formată din două jumătăţi identice, fiecare jumătate avind o axă de simetrie 
verticală la un sfert de perioadă, unda fiind formată din patru sferturi de peri- 
oadă egală (fig. 9.13). 


Dacă se ia ca origine de fază punctul de pe abscisă pentru care armonica 


fundamentală este maximă, adică punctul de abscisä 00 = £ = 9, + = : 
2 


undele de sumat devin ar- 


Were AI A D 
monici impare în cosinus 
Ay hy 
y = E Dann cos (Zn + 1) ot. | 
Rezultă deci că, sumarea 
armonicilor impare in sinus este | 37/2 2K 


identica cu sumarea armonici- 
lor impare in cosinus. Armoni- 
cile in cosinus se bucurä de 
proprietatea 


f(wt) = — f(x — ot) = UP yz 


=—{i(z+ot)=f(2z—at). (9.12) Fig. 9.13. Unda periodică nesinusoidala. 


Corolar : Undele periodice nesinusoidale de perioadă 2x, care se bucură 
de una din proprietăţile (9.11) sau (9.12) sînt unde bisimetrice ; ele pot fi des- 
compuse într-o serie de aromonici impare în sinus sau în cosinus; după cum este 
satisfăcută relaţia (9.11) sau (9.12). 


e) Compunerea armonicilor oarecare pare. Fie 
y = Z Us sin 2n (at — pan). 
Este ușor de văzut că, pentru fiecare armonică există relația 
f(wt) = f(wt + T), 

ceea ce înseamnă că perioada fiecărei unde este m. Deci şi perioada undei rezul- 
tante va fi tot x. 

Situatia este ca gi cum ar fi de sumat pe o jumătate de perioadă o undă 
fundamentalä desenată pe acest interval cu toate armonicile sale pare si impare. 


Tot ce s-a spus pentru cazurile precedente se aplică în cazul de fata pentru 
armonicile sumate pe o jumătate de perioadă, 


9,2,2,4, Compunerea armonicilor oarecare cu un termen constant. Fie de 
construit unda 


y = Co + à 0, sin Miel — Pn) (9.13) 
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care este obţinută prin adăugarea unui termen constant Cola o funcție periodică 
nesinusoidală oarecare. Rezultanta acestei unde va fi unda nesinusoidala repre- 


zentată prin ecuaţia 


ZO, sin n (at — pnr), 


căreia i s-a dat o translație verticală de lungime 00, = Co (fig. 9.14), ceea ce 
este tot una cu a deplasa axa absciselor în sens contrar cu aceeași lungime 
Bre ES Chae Së oe i 

ga Se observă că, in acest caz, suprafața închisă între undă si axa absciselor 
nu mai este nulă, ci este egală cu aceea a dreptunghiului 704. Într-adevăr, 


T 
Be | var = ( Co dt + z| C, sin let —lo,)dt = Co T 
dn 0 0 


căci integralele de sub semnul Z sînt nule. 
Corolar : Dacă suprafaţa de-a lungul unei perioade a unei unde nesinuso- 
idale nu este nulă, acea undă poate fi descompusă într-o sumă de termeni din 
care unul este constant, ceilalți fiind 
armonici oarecare, pare sau impare. 
Mărimea termenului constant se de- 
duce din calculul ariei suprafeţei si 
este egală cu valoarea medie a curbei 


Fig. 9.14. Unda periodică nesinusoidala generală. in care A reprezintă aria suprafeţei 
închisă de undă si axa absciselor. 


| Expresia -(9.13) reprezintă expresia cea mai generală a unei unde peri- 
odice nesinusoidale. 


_ 9.2.2.5. Interferenţa armonicilor. Un caz particular de compunere a ar- 
monicilor il constituie compunerea a două armonici impare sau pare de ordin 
succesiv. Prin compunerea acestui fel de armonici se produce fenomenul denu- 
mit bătaie: amplitudinea undei rezultante a acestor armonici este o funcţie 


periodică de timp, avînd frecvenţa egală cu aceea a undei fundamentale. 
Fie unda nesinusoidală 


y = Y,sin wt + Fäi Sin [(2n + Let + a] + Y,,:, sin [(2n + 3) wt + B] 
Și, pentru simplificarea expunerii, se presupune că 
Foi = Yont = Y. 
Rezultanta celor două armonici este 


Yn = Y {sin [(2n + 1)ot + x] + sin [(2n + 3)ot + e} = 


= 22 cos (ai — Sf) x sin | 2n + 1) où CH (9.14) 
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Se vede uşor că amplitudinea acestei unde este o funcţie periodică de 
timp, avind aceeaşi frecvență ca şi unda fundamentală; ordinul armonicii 
rezultante este egal cu media aritmetică a ordinelor armonicilor componente. 
Maximul amplitudinii armonicii rezultante este 2Y si are loc la timpul 


cînd se produc bătăile de interferenţă. 

Două cazuri particulare interesante pot apărea în raport cu valorile unghiu- 
rilor œ si B: 

a) Pentru « = 0° şi B = 180° se obţine 


yn = 2Y cos (wt + 90°) xsin [2(n +1) wt + 90°] = 2Ysin wt x cos An +1) ol. 


In acest caz bataia are loc in acelasi timp cu maximul undei fundamentale 
b), Pentru « = B = 0° se obţine 


s4 


Yn = 2Y cos ot X sin 2(n + 1) ot 


+ © ` A T one . A 
Și bătaia are loc, in acest caz, pentru t = 0 sau t = —, adică atunci cînd armo- 
CO 


nica fundamentală trece prin zero (fig. 9.15, b). 

În cazul general, cînd amplitudinile celor două unde care interferează 
nu sînt egale, interferența se produce între întreaga undă cu amplitudinea 
mică și o parte din unda cu amplitudinea mare, în modul arătat mai sus, rămi- 
nind astfel o armonică reziduală cu amplitudine constantă. 

Astfel, pentru exemplificare, 
undele | 

Yiz => Ei Sin dat wt Si Yig = 
= Y, sin 19 wt 
in care 
Vy, > Vig 
vor da unda rezultanta 
y: == Hie == 19) sin 17wt ++ 
+ 2Y,,c0s wt x sin 18 ot, 


interferența, fiind in acest caz nesi- 
nusoidală, 

Un alt caz interesant de inter- 
ferentà este atunci cind ordinul ar- 
Monicilor diferă cu patru. În acest 
caz, armonica rezultantă este de 
aceeaşi paritate cu armonicile com- Fig. 9.15. Interferenţa armonicilor. 
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4 
à 
À 


PSS LE er 


ponente iar amplitudinea sa este o funcţie periodică de timp de frecventă dublă 


celeia a armonicii fundamentale. ` ; A i 
ee Fie, pentru ilustrare, armonicile de ordinul n Și n+4, avînd, pentru 
? 


simplificare, aceeași amplitudine. Se obţine 
Y, sin not + Y,sin (n + 4)ot = 2Y, cos 2ul sin (n + 2)ol 


de unde rezultă cele arătate mai sus. — BE, | 
Undele rezultante, date de relația (9.14), se numese şi unde modulate, 
Fenomenul de modulatie este folosit foarte mult în tehnica frecvenţelor 
înalte, în special în transmisiunea, sunetelor. 


SZ 


cb 


A 


Fig. 9.16. Aparitia bătăilor la sincronizarea alternatoarelor. 


Fenomenul bătăilor apare la punerea în paralel a alternatoarelor sincorne, 


în perioada de sincronizare, in special în cazul cînd această operație se face prin 
metoda autosincronizării* (fig. 9.16). 


9.2.3. ANALIZA ARMONICĂ A UNDELOR PERIODICE NESINUSOIDALE 
CĂRORA LI SE POATE SCRIE ECUAȚIA ANALITICĂ 


9.2.3.1. Metoda integrării. Undele periodice nesinusoidale fiind reprezen- 
tate prin funcții periodice nesinusoidale, ecuația cea mai generală care exprimă 
o asemenea funcție periodică nesinusoidală este 


7 SC tier SEET (9.15) 
k=1 


Rezultă dar, că avind dată o anumită functie periodică nesinusoidală, ea poate 


E n aplicatiile practice se restringe numärul termenilor seriei la un numar 
init n oricit de mare voim noi. Practic s-a constatat că pentru n > 25, ter- 
menii seriei FOURIER devin neglijabili. 


Dezvoltind sinusul, ecuaţia (9.15) se poate serie: 


VO + A. 4, sin kot + A By, cos kot. (9.16) 
kel kel 


ae lay sie S 
Coeficientii A, si B, poartă numele de coe icientit lui FOURIER 


A. 


-— ——— 


* Vezi [215] 
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fi descompusă într-o serie FOURIER. 


D 
n 


yt 


EAR 
jer 


46) 


Descompunerea in serie armonică a unei funcţii periodice nesinusoidale 
constă în a găsi valoarea coeficienţilor lui FOURIER. 


Aceasta se poate obţine prin metoda cunoscută a cuadraturii* şi rezultă 


D 
4, = el y sin notdt, 
T 0 


T 
D= = y cos nwtdt, (9.17) 


"0 
1 1 Ga 
ONE d = — 
0 Re A \ y di. 
Dacă se ia w =, perioada acestei funcții fiind 27, coeficienţii lui FOURIER 
iau forma 


27 
B, = = ycos nzdz, (9.18) 
T Jo 


Calculul coeficienţilor lui FOURIER cu ajutorul relaţiilor (9.17) sau (9.18) 
nu se poate face, decit dacă se cunoaște expresia analitică a undei. 

Calculul expresiilor coeficienţilor lui FOURIER poate fi simplificat într-o 
oarecare măsură dacă undele periodice au o anumită simetrie. 

Astfel, pentru undele formate din armonici impare — undele din electro- 
tehnică — pentru care avem simetria, 


f(wt) = —f(w t+ T), 


coeficientii lui FOURIER se pot calcula numai pentru o semiperioada. Se obţine : 


G T 
Aon+1 = = | ysin (2n+1)otdt, 
0 
i (9.19) 
RT 


Bai = = | cos (2n + 1)widt. 
0 


Este evident că în acest caz Co = 0. 
Pentru undele formate din armonici impare numai în sinus sau numai în 
cosinus — undele bisimetrice — coeficienții lui FOURIER respectivi se pot cal- 


* Vezi [10] pag. 198 
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AE 
ZE 
a 
Si 
R d? 
S 


cula efectuind integrarea numai pe un sfert de perioadă. Se găsește astfel 


i 
Aan = A ysin(2n + Dot dt, (9.20) M 
0 i 
pentru curbele în sinus si 
g 
e (9.21) 


eS FN ycos(2n + 1)otdt, 


pentru curbele in cosinus. | i e 
OBSERVAȚII : 1. Dacă din expresiile (9.17) se calculeazä coeficien- 


tul B, al termenului de ordinul 0, se gaseste 
si deci 


expresie adesea intilnitä pentru termenul constant. | 

2. Curba undei reprezentată prin funcţia periodică nesinusoidala y poate fi 

— fie formată, între 0 si 7, de un singur arc de curbă; 

Pentru calculul coeficienţilor lui FOURIER se aplică relaţiile (9.17) sau 
(9.18) în expresia acestor coeficienţi, efectuîndu-se cuadratura respectivă. 

— fie formată, între 0 si T, de un număr oarecare de arce de curbă diferite. 

Pentru calculul coeficienţilor lui FOURIER integrarea trebuie făcută 
pentru intervalele corespunzătoare fiecărei funcţii componente în parte, 
conform regulilor cunoscute. 


Astfel, de exemplu, pentru calculul lui A, se obţine 


T 


0 


2) [cast ; 
ER f (ot) sin n ot dé +... +| i, (ot) sin n ot at). 


d 


În ceea ce privește funcţiile componente î, (wt), ecuaţia lor trebuie să fie 
raportată la aceeași origine O ca şi întreaga funcţie f(wt). 


Pentru ilustrarea metodei, fie de calculat coeficienții seriei FOURIER cores- 
punzätori curbei numită „dinţi de ferăstrău“ (fig. 9.17) şi reprezentată prin- 
tr-un segment de dreaptă AB între 0 şi 2x, de ecuaţie: 


25 
y = ——® + 100. 
H 
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ec > 


Aplicind relatiile (9.18) se gäseste : 


rar = 
LAS zu) o 100 pin na de =, 


D? TN 


Dac pă = 
B, == | (= x + 100) cos ng Ar = 0; 


T 


g Ce g Ar Xi Xg ZJE 
Fig. 9.17. Curba „dinți de ferastrau’’. Fig. 9.18. Unda periodică nesinusoidala 
poligonala. 


Dezvoltarea în serie armonică a acestei funcţii este deci 


1 2 v 3 Kerg n 


sin x sin 2x sin 3x sin nx 4 | 


T 


9.2.3.2. Metoda discontinuitätilor sau a incidentelor geometrice. Metoda 
discontinuitatilor geometrice a fost enunțată pentru prima oară de profesorul 
TRAIAN LALESCU* în cursul de ,,Serii trigonometrice‘ pe care îl preda în 1919 
la Universitatea din Bucuresti**. LALESCU à stabilit metoda pentru funcțiile 
periodice poligonale, intelegind prin asemenea funcţii o undă care, între 0 si 
2m, are ca diagramă o linie poligonală OABCDEFGHJKLM (fig. 9.18). 

Această funcție este determinată prin salturile verticale sau prin salturi 
de ordonată. 


co = +AB; % = — CD}---5% = t FG; 
o = —JK;...; Cr = — LM 
Și prin salturile unghiulare sau salturile de tangentă 
| To = ko — 0 = + kbo; Ta = hy — ho... 5... 
re 
* Dr. TRAIAN LALEscu (1882—1929) a fost profesor de matematici la Universitatea din 


Bucuresti si la politehnicile din Timisoara si Bucuresti. 
** Vezi si [163] 
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ae ee D D e lor AB CD, a 
_sint coeficienţii unghiulari al dreptelc B, 4 
Aceste elemente constituie incidentele geometrice ale diagramei. Atit re 
SE cit si salturile de tangentă se obţin făcînd diferenţa dintre valoarea 


în care ko Ehe abba: 


unză i i j respunzätoare la 
i unctului considerat şi aceea co 
ARGA ua Di voit IER o asemenea funcție, care este 


iaşi . Dezvoltind în serie FOUR 
REECH Eer periodice nesinusoidale poligonale elementare, Se 
obtine pentru grupul termenilor generali in sinus ȘI COSINUS 


A, sin nz + B, cos na 
o expresie de forma 


1 : roy se: z. COS N(T — L; 9.22 


în care à si k primesc toate valorile lui # din intervalul 0 si 2x pentru care dia- 
grama prezinta salturi de ordonata sau de tangenta. e pl 

Din relatia (9.22) reiese o corespondenta simpla intre incidentele geome- 
_ trice ale diagramei funcţiei f(x) şi structura seriei FOURIER care 0 reprezintă. 
Rezultă că aceste incidente geometrice pot fi folosite pentru a dezvolta în 
serie FOURIER o funcţie periodică nesinusoidală poligonală. 

urma sugestiilor lui TRAIAN LALESCU, ERNEST ABASOHN* a generalizat 

problema, studiind expresia grupului termenilor generali ai dezvoltării în serie 
FOURIER pentru funcţii periodice nesinusoidale polinomiale, adică pentru 
funcţii avînd diagrama formată din arce de parabolă de un ordin oarecare m, 
cu ecuații de forma i 


Y = Ad F aor +... Lama F Ge? 


ERNEST ABASOHN dă formulele generale pentru termenii seriei FOURIER. 

__ Pentru à aplica formulele generale, in cazul functiilor periodice polino- 
miale, în afară de saltul de ordonată sau saltul de ordinul 0 şi saltul de tangentă 
sau saltul de ordinul 1, se mai defineşte si saltul de pantă de ordinul p, care este 


diferenţa deri “di GE S : à A 
comsiderat, ages o de ordinul p ale funcţiei la dreapta şi la stînga punctului 


JO = FO) (x) — fP (x), 


in care Fin) este valo 

la stînga acestuia. 

e Cu aceste elemente termenii generali ai des 
unei functii periodice nesinusoidale sint 


area functiei la dreapta punctului considerat Şi Î(æ,) aceea 


compunerii în serie Fourier 


1 
T Go (0) 1 d 
À, = + — dS! COSNT,— — ESPsin ap, — 


=n X Sf cos no, + JS one 1 
n3 eo BD NG ee EEN 


— 


A * ERNEST ABASOHN (1897 
din Bucureşti, (1897—1942) a fost profesor de matematici și subdirector al politehnicii 
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at 


km — Oe — 


at LN Cr 


A 


er 


mr, EEN 


1 : 1 | 
rb, = — re di Si) sin na, — — XS cos na, + 


ER _ > SF) sin na, = 253 S® cos na,—... (9.24) 
n n 


On Oy =u(— a SP + af 8 — À af SP +.) (9.25) 


in care termenul general 


(p) SIN 
nt: 
Zë cos i 


trebuie înţeles în sensul că pentru toate punctele de abscisă +, in care funcţia 
prezintă salturi de ordinul p ale derivatelor de ordinul (p), se va face produ- 
sul SP sin na, (sau SP cos nx,) şi se vor aduna rezultatele. 

Pentru originea undei de analizat 7, = 0, ca şi pentru extremitatea ei, 
adică pentru 7, = 27, se consideră că valoarea funcţiei din stînga originii, 
precum și valoarea funcţiei din dreapta punctului de abscisă v; = 2r, 


` sînt nule. 


OBSERVATII: 1. Dacă se notează 


n 


1 1 (0 1 (2 1 4 
Ae) Sar (sh ) SET) ae oi ee 


LS KS 1 ou L og 1 o 
Leg Ee Si Se n° Si SE 


atunci dezvoltarea in serie FOURIER a unei funcţii periodice nesinusoidale oare- 
care f(x) este dată de relația 


NA Bo H 2 D e, (= jen ma, + Qn Kai cos na | COS na + 


n=1 a 


[e e] 
+ Și È S P, 5 Joos Ne; + dE Sin na; | | sin ng. 
; n n 

2. Metoda discontinuitatilor sau a incidentelor geometrice prezintă oare- 
care avantaje asupra metodei integrării, în special atunci cînd unda de anali- 
Zab este poligonală, ceea ce în general însă nu prea este cazul. 

„Dacă unda periodică nesinusoidală intră în cazul general, dificultatea for- 
mării termenilor armonicilor constă în imposibilitatea simţurilor noastre de 
4 aprecia derivatele de ordin superior lui 2, deci si salturile lor. 

Ori de cîte ori diagrama obţinută experimental permite înscrierea unui 
contur poligonal, aplicarea metodei de mai sus este simplă; în cazul arcelor 
de parabolă de ordinul 2, problema se complică imediat deoarece, în afară de 

eterminarea ordonatelor si a coeficientilor unghiulari, va trebui sä se deter- 
Mine și razele de curbură. 
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Pentru exemplificare, fie de descompus in serie armonică unda a pena | 
EN RÉ US E coed ee E e Ce si de tangente a 

‘imii doi i ia neavin ' ( ji € ) i 
à E de la extremitätile perioadei, adica de abscise 
H 


æ = Osia = 27. Pentru coeficientul A, calculul se aranjează dupa cum urmează : 


Salturi de ordonate gO = Fox) — £( 2) 


in punctul A! de abscisa. Me 100 
v= 0 
Su cos na, = 100 cos n.0 = 100 


în punctul B’ de abscisa so = 0 — 50 = —50 


æ = 2T 
SO cos na. = —50 cos n 2m = — 50 
De ee e OI III III IE 
1 100—59 5 
1 $9 cos na, = == 
n n n 
Salturi de tangentă SY = FY (x) — E” (x). 


Se observă că aceste salturi se multiplică cu sin ng, care este nul pentru - 
cele două extremități ale intervalului, astfel că aceste salturi nu dau valori în 
calculul coeficientului respectiv. Rezultă dar 


Tn 


Pentru coeficientul B, se obtine zero pentru primul termen al relatiei 
(9.24), deoarece sinusul este nul pentru cele două abscise ; al doilea termen este 
format din salturile de tangentă; se găseşte : 


În punctul A’ de abscisä SU = (Se | Li oil, 3902 anes 


yv = 0 


(1 25 
r T 


T 


În punctul B’ de abseisă ` om — 0 — ( tri 225 ) _ 25 


DIT 
e (1) 25 o 
Siz COS Non = — COS nQn = — 
TẸ 
AA SOE ER Tg ain su I 0) 
E ow cos na, = — 25 25 
n? ; SEL SEN 


nè 


d deci B = 0, 
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re 


ER NN 
+ ee e 
en EE m e e = 


| 


Termenul constant C, se determină calculind primii doi termeni ai rela- 
Hei (9.25). Contribuţia punctului de abscisă +, = 0 este nulă, astfel încât rimine 


1 , 
270, = — 27 SY + — (25) SE 


Tinind seama de valorile gäsite mai sus, rezultà 


si deci 


S-au obţinut astfel aceleaşi valori ca şi în cazul integrării. 


9.2.3.3. Formule generale pentru caleulul simultan al coelicientilor lui 
FOURIER. Pentru determinarea coeficientilor lui FOURIER ai seriei reprezentind 
o undă periodică nesinusoidală se procedează calculindu-se aceşti coeficienti 
pentru termenii in sinus si cosinus, utilizindu-se relaţiile (9.17) sau (9.18) si 
apoi, folosind relaţiile (9.6), se calculează coeficientul termenului general şi 
defazajul său. 

Prof. ALEXANDRU TH. POPESCU* a dat o relaţie cu ajutorul căreia se cal- 
culează simultan acești doi parametri. 

Fie unda periodică nesinusoidală oarecare f(x) care urmează a fi descom- 
pusă într-o serie armonică. Coeficientii lui FOURIER sînt dati de relaţiile (9.18) 


Da 


1 27 E s 1 Se 
A, = = f(æ)smnzdz si B, = | f(æ)cosnx da ; 
0 


0 dE 


acești coeficienţi, fiind valorile unor integrale definite, sînt nişte factori nume- 
rici care se exprimă numai în funcţie de n şi de =. Valoarea lor nu se schimbă 
dacă variabila independentă z este înlocuită cu un alt simbol Y) ©, Ba GER. 
Se va putea scrie deci 


EC sin ny dy 


Ba : ( ae cosnydy 


ik 0 


cu condiţia ca f(y) să fie exact aceeaşi funcţie in y ca si f(x) functia în a. 
Expresia armonicii de ordinul » este 


C, sin (ng — 9,) = À, Sinne + B,cosnx = 


MÄ A 


ae 
ik Le LE? 


ne sinnz | f (y)sin ny dy + L cos na \ f (y) cosnydy. 
us 0 


T 0 é 
SS ee 


a * Profesor emerit ALEx. Tu. Popescu a fost şeful Catedrei de aparate şi măsuri electrice la 
Nstitutul politehnic din Bucureşti. 
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æ sint independenţi de varia- 
se efectuează cele două integrale ; el pot fi trecuți 


Efectuind aceasta trecere, dind factor comun pe 


oe H L S 
f(y)dy si restringind suma produselor de funcții trigonometrice ce rezultă, se 
Y)UY 


obţine : 


în această expresie factorii sinna gi COSN 
bila y, in raport cu care 
sub semnul integralei. 


Da (es = yikes (9.27) 
C sin (NX — Pn) ==) f(y)cosn(w — y)dy 


În cazul metodei discontinuitätilor, formula generală se obține intr odu- 
cînd în expresia armonicii de ordinul ” 


Csin (ng — Pn) = A, sin ng + B, COS nt 


valorile coeficientilor A, si B, sint date de relatiile (9.23) gi (9.24). Observind, 


S : E FRE 
ca şi în cazul precedent, că factorii constanti care multiplică Surele >! sin na; 
si > SP cosna, pot fi introdusi sub semnul suma, se obtine relatia 


| 1 D 1 (1) Bta d gas 
x O Sin (ng — Pr) = Es E S sin ai — x) — Sc ESP cos mi — x) 


1 1 ; 
a4, x sin n(æ — x) + Sg cos n(æ — xi) + ec? XSi") sin n(æ — gel 
n Í 


(9.28) 


care este analoagă cu relațiile (9.23) şi (9.24) care dau coeficienții A, și B,. 


Exemplu de aplicatie : Pentru exemplificare se vor aplica formulele gene- 
rale (9.27) si (9.28) undei din figura 9.17. 


Prin metoda integrării: Se introduce în relația (9.27) 


| DE 
fl > 100 
care este ecuaţia undei date, în care s-a luat y ca variabilă independentă. Se 
găseşte : 
| 2 1 2T 25 
C,sin(nx — 9,) = =l ( — — y+ 100 cos n(x — y) dy = 5O sin ng 
T Jo T Tn 


integrarea facindu-se prin parti. 
_ Prin metoda discontinuitätilor : Din rel 
doi termeni, funcţia dată neavînd derivate 


g Salturile de ordonată 
Son = — 50; rezultă, 


atia (9.28) se retin numai primii 
de ordin superior. 
au fost găsite, la a = 0, S$” = 100 si la « = 2r, 


— 


a ZS? sin mo — a) = [100 sinang — 50 si Er 
z Sab — 008m (ng — 27)] = —— sin NL. 
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Salturile de pantă au fost găsite, la æ = 0, SP = — Ze E 


Su = E ; rezultă 
H? 


5 ae df 3 25 
sem cos. n(x — 2) = —| — 3 cos ng + —cos (ng — 27x)] = 0 
n n? T T 


si deci 


a 50 
C, sin (ng — o,) = — sin ng. 
nt 


9.2.4. ANALIZA ARMONICĂ A UNDELOR PERIODICE 
NESINUSOIDALE EXPERIMENTALE 


9.2.4.1. Generalități. În studiul fenomenelor electrice, curbele periodice 
care se obțin cu ajutorul aparatelor inregistratoare (oscilografe, reografe etc.) 
si care reprezintă unde periodice nesinusoidale, sînt curbe periodice oarecare, 
a căror ecuaţie analitică nu se cunoaşte. 

De asemenea, este practic imposibil ca în aceste curbe să se poată înscrie 
un contur poligonal oarecare, numărul de laturi corespunzător trebuind să fie 
foarte mare. În consecinţă, metodele de analiză armonică indicate în para- 
orafele precedente nu se mai pot aplica. 

Există numeroase metode pentru determinarea armonicilor unei unde 
periodice nesinusoidale experimentale, aproape toate aceste metode bazin- 
du-se pe calculul coeficienţilor lui FOURIER. 

Fie o undă periodică nesinusoidală, reprezentată printr-o curbă perio- 
dică nesinusoidală, obţinută pe o cale experimentală (fig. 9.19). Descompune- 
rea în serie FOURIER a acestei curbe necesită calculul coeficienţilor lui FOURIER 
dati de relaţiile (9.18). Pentru a-i putea calcula este necesar a transforma expre- 
siile lor în sume finite ; aceasta înseamnă a înlocui aria închisă de curba respec- 
tivă şi axa absciselor printr-o sumă de arii de dreptunghiuri elementare înscrise 
în această arie. 


Fig. 9.19. Curbă periodică nesinusoidală 


_ Pentru aceasta se împarte perioada într-un număr par de parti egale 2p*. 
Fiecare din aceste diviziuni este deci egală cu 


27 mt 


Lt SR 


2p P 


+ a D : 
NE Împărțirea perioadei se poate face intr-un număr oarecare de părți egale, par sau impar. 
gerea unui număr par prezintă oarecare avantaje in sistematizarea si simplificarea calculelor, 
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diviziuni şi se numero- 
0; ultima ordonată va avea indi- 


Se duo ordonatele la curba corespunzătoare acesto! 


tează, atribuindu-se primei ordonate cifra 
cele 2p. Este evident că 
Yo = Yor 


i ial din i alà îi baza dreptunghiuri- 
| i diferential din integt ala îi va col espunde | 
lor past E ate a poet Ge Ge curba, adică tocmai mărimea « æ 


diviziunilor efectuate. Rezultă deci © 


T 
du — &« en 
p 


Elementului y de din integrală îi corespunde aria dreptunghiului elemen- 


tar de ordonată YF, şi baza 


a aia 
d dx — oS > 

P 

abscisa corespunzătoare ordonatei Y, fiind 


T 
H 


integrala care dă coeficientul lui FOURIER se transformă în o serie de 2p ter- 
meni de forma | 


TT D T SC TC f T 
SEN sin nk —, respectiv Y, — cos DE 
p p P 


astfel, încît coeficienţii lui FOURIER vor fi dati de relaţiile 


St "e : T A TE T 
A,=— Y, sin nk — şi B,= Şi Y,cos nk — (9.29) 
PEET P P x=1 P 


Valoarea, termenului constant se deduce in acelaşi mod, gäsindu-se 
125 T 1 
e A Pos ar hy 249 (9.30) 


Aceste formule sint suficient 


in serie FOURIER, Înainte însă de pentru a calcula coeficientii dezvoltării 


Set a veden modul | S 
expresii in mod Hen PER reg dul cum se pot calcula aceste 
datorită valul Een că metoda GE eene 
numai armonicile de opli de Lun număr finit Sat ai 

Hal armonicile de ordin 1 pind la D RACE init de armonici şi anume 


CH B,, KR Be 


Într-adevăr 

Aür-adevär, metoda fiind baze 

Y f d PA EK Jind bu: } Al Ae + 
care dau coeficienţii seriei POURTE vată pe transformarea integralelor (9.18) 


R în sume finite, comportă de la început, 0 
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n 


O~ 
li- 


eroate, datorită àcestei aproximatii De asemenea, prin faptul că in calculul 
coeficienţilor prin această metodă nu s-a ţinut; seama decit de cele 2p ordo- 
nate, S-a comis o nouă eroare prin neglijarea celorlalte puncte ale curbei : este 
oa si cum curba n-ar confine decit punctele corespunzătoare acestor ordonate. 
De aici, rezultă că toate undele periodice nesinusoidale reprezentate prin curbe 
care treo prin aceste puncte vor avea aceeaşi descompunere în armonici. În 
aceste condiţii, unda 


bk: SN an x (A, sin kæ + B, cos ka) 


k=l 


care s-a obţinut prin descompunerea undei date cu ajutorul acestei metode 


nu va reprezenta în general unda reală 


de SI y (a, sin ka + b, cos kx) 
k=1 


in care a, Si b, sint coeficienții lui FOURIER. . 

Metoda comportă deci o eroare sistematică, care se calculează exprimin- 
du-se valoarea coeficienţilor determinaţi cu relaţia (9.29) în funcţie de coefi- 
cientii reali ai seriei FOURIER*. 

Calculul coeficienţilor dezvoltării în serie a unei curbe reprezentative a 
undei nesinusoidale respective, obţinută pe cale experimentală, utilizînd relaţiile 
(9.29) si (9.30) este destul de laborios. Pentru simplificarea calculului s-au pre- 
conizat numeroase metode analitice sau grafice. Dintre primele cităm metoda 
ordonatelor echidistante à lui THOMPSON-RUNGE**, care conduce la o mecani- 
zare destul de interesantă. 

Metodele grafice si în special calculatoarele electronice dau însă tehnicianu- 
lui metode mult mai expeditive pentru obţinerea analizei armonice, a unei 
unde nesinusoidale. De aceea, îndrumăm cititorul care doreşte să cunoască şi 
să aplice metodele analitice la literatura de specialitate, — în cele ce urmează 
se va indica numai o metodă grafică şi două metode experimentale simple. 


_ 9.2.4.2, Metoda grafică RoTH. Metoda grafic’ ROTH dă posibilitatea cal- 
cul4rii pe cale grafică a coeficientilor dati de relaţiile (9.29) si (9.30). 
nmulțind expresia lui A, cu j si adunind-o cu expresia lui B,, se obţine 


2p 2p 
d geg P # 1 y TC * TE 1 ze. 
Ly A Y Y,| cos nk — + j cos nk | => E F jn kE. 
RESA p p p A D 


(9.31) 


Din această relaţie rezultă că se poate determina armonica de ordinul n, 

se face suma geometrică a diverselor ordonate, luate fiecare eu argumentul 

we 7.4 
p 


dacă, 


aţă de originea de fază gi împărțind rezultanta prin p (2p fiind numărul 


de gä Alf o A fari | 
€ Parti in care s-a divizat perioada), 
ae J rocedeul este următorul; se împarte perioada într-un număr 2p părţi 
Bale; prin fiecare diviziune se due verticale determinindu-se ordonatele res- 
„> Vezi [229] 
Vezi [10] pag, 216 
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j. Se duc apoi 2p raze făcînd între ele unghiuri 


À y = ee 2p—1 S 
di u : T pe fiecare din aceste raze agezindu-se ordonatele coresp 
j | valoare negativă, E 
toare fi d una din aceste ordonate are 0 a 
se SR RER Sen invers æ Gr Re Ga Ge pă rer 
0 +, polară a unei funcţii periodice oarece - u à ! ts 
Shes sa de ordinul », se construiegte un poligon funicular forma 


j a hiuri'egale cu k — » 
diversele ordonate aşezate pe raze, fäcind între ele unghiur,eg > 


Fig. 9.20. Calculul coeficienţilor armonicilor prin metoda Fig. 9.21. Determinarea unghiului 
grafică ROTH (armonica de ordinul 7). de fază al armonicii. 


începînd de la raza orizontală, care se ia ca origine de fază și pe care este ase- 
zată ordonata Y,; astfel ordonatele Y,, Y,,...,Y.,_. se aşază pe razele făcînd 


D 2 T T T lu e 
unghiurile Dear 2 e ..,(2p—1)n — . Suma geometrică à acestor vectori, 
p 


împărțită cu p, dă — la scara corespunzătoare — amplitudinea armonicii de 
ordinul n căutată. | 

Defazajul corespunzător acestei armonici, unghiul q,, este egal cu unghiul 
pe care îl face rezultanta obţinută cu o axă dusă prin origine şi perpendiculară 
pe originea de fază. Într-adevăr, se poate considera armonica respectivă repre- 
zentată într-un sistem de referință care se roteşte cu viteza kw si atunci raza 


eee va pence m cerc avînd diametrul principal egal cu valoarea ampli- 
tudinii ime a acestei armonici gi înclinat cu unghi ă à à 
(vezi 9.2.1.3), § ghiul q, fată de ordonată 


Aceasta se poate arăta si direct, fără a r à 
a SE j ie : à recurge la reprezentarea polară 
și E matcă Ron respective. reel o armonică este în faza SE 
cind n cosinus, adic =0, e SS is 
(9.31), aplicată armonicii de ordinul k, dă DRASS, pa 0. Belag 


tg pọ, = Ap : 


Pentru a avea indeplinit ditio < 
plinib& conditia € | flo 0: | 
fază unghiul complementar, SM mar Sus (fig, 9.21) trebuie luat drept 
lig (90° — Op) = otg D, = Ar 
| B, 


* Vezi 9.2.1.3, 
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de unde 


By 


tg Pa RTE 


9.2.4.3. Metode experimentale pentru determinarea armonicilor unei 
funcţii periodice nesinusoidale. În afară de metodele grafice, electricienii 
au căutat şi metode experimentale cu ajutorul cărora să „poată determina 
eit mai repede şi, mai ales, cit mai precis diversele armonici ale unei funcții 
eriodice nesinusoidale. In acest caz analiza armonică se face chiar in momen- 
tul studierii fenomenului. 

Există o serie întreagă de asemenea metode ; în cele ce urmează se vor 
examina pe scurt numai două din ele și anume: 

a) Metoda prin rezonanţă electrică. 

b) Metoda cu electrodinamometrul. 3 

S-au läsat de o parte metodele folosind calculatoarele electronice, aces- 
tea iesind din cadrul acestei lucrari. 


Fig. 9.22. Montaj pentru efec- 
tuarea analizei armonice prin 
metoda rezonantei electrice. 


a) Metoda prin rezonanţă electrică. Oscilograful permite să se separe direct 
armonicile unei curbe de tensiune prin folosirea rezonantei electrice. 

Fie de analizat o tensiune w nesinusoidală. Se realizează un circuit 
format dintr-o bobină fără fier, reglabilă în mod continuu şi un condensator, 
de asemenea, reglabil, însă în mod discontinuu ; acest circuit se leagă în serie 
Cu una din buclele de tensiune ale unui oscilograf şi la bornele sale se aplică 
tensiunea, u (fig. 9.22); o a doua buclă a oscilografului este legată direct, 
prin intermediul unei rezistenţe, la tensiunea wu. Acest al doilea circuit ser- 
veste de martor pentru toate determinările ulterioare. 

După cum se va vedea mai tîrziu *, curentul în circuitul analizat (circui- 
tul legat la bucla B,) este dat de relaţia 


EI - 
dess 2, EE jae ga ne > = a Sin (kot ic Or du) (9.32) 


in Care 


1 
Luk. À. 
Pi tă ae Cho 
B Py = 


eee - 


* Vezi 9.3.3.1. 


Într-un asemenea circuit, curentul dat de armonica U, este cu atit 
mai mare, cu cît armonica este mai importantă și numitorul expresiei (9.32) 
este mai mic. Numitorul acestei expresii este minim pentru 


LC kto? = 1, 


adică atunci cînd este realizată rezonanța armonicii de ordinul k; în aceste 
condiții, curentul dat de această armonică este maxim și egal cu raportul 
dintre forța electromotoare U, a armonicii corespunzătoare prin rezistența, 
ohmică a circuitului; dacă aceasta este mică, valoarea acestui curent poate 
deveni foarte mare. 

Variind inductanta se poate face să intre în rezonanță diversele armonici, 
de la cea fundamentală pînă la aceea de ordinul cel mai înalt şi, cum în 
acest caz pentru o armonică oarecare curentul este egal cu raportul U,/E si 
este în fază cu tensiunea corespunzătoare (tg 9, = 0), va fi suficient să se 
măsoare pe ecranul oscilografului amplitudinea armonicii si să se înmulțească 
această valoare cu rezistența circuitului pentru a avea valoarea tensiunii 
căutate U,; defazajul respectiv se va determina tot pe acest ecran în raport 
cu curba de analizat — curba martoră — înregistrată pe ecran de a doua 
buclă a oscilografului. Etalonarea oscilografului se poate face şi cu ajutorul 
unei unde perfect sinusoidale de amplitudine cunoscută. 


În practică, însă, lucrurile nu se petrec in acest mod. Într-adevăr, curen- 
tul obţinut nu este tocmai pur si este în general influenţat fie de armonica 
fundamentală, fie de armonicile vecine. Armonica fundamentală fiind intot- 
deauna mai mare decît celelalte, va persista, mereu ; ea se va manifesta prin 
ondulatii cu maxime şi minime ale armonicii în rezonanţă. Aceasta nu împie- 
dică însă la determinarea elementelor armonicilor respective. 


În cazul cînd există două armonici vecine, destul de importante, nu se 
poate obține niciodată rezonanţa perfectă a uneia din cele două armonici, una 
fiind influențată de cealaltă. 

Pentru a se obţine rezultate cit mai precise, trebuie folosite condensa- 
toare de calitate foarte bună, avînd o capacitate suficientă Si pierderi în dielec- 
trie foarte mici, precum și inductante astfel constituite, încît să nu apară 
pierderi prin curenți FOUCAULT. 

_ b) Metoda cu electrodinamometrul. Metoda, constă în a folosi un electro- 
dinamometru la care unul din circuite este legat la tensiunea (sau străbătut 
de curentul) de analizat ; al doilea, circuit este străbătut de un curent perfect 
sinusoidal cu frecvenţă variabilă, 


Be cunoaște ecuaţia de functionare a unui aparat electrodinamic 


Oa) i 03, Ae 
EEN (9.88) 
0 


in care În Bi à, gint curenții care străbat cele două bobine. 
Fie deci 


h = To + y Vă I, sin (at — By) 
kel 
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curentul nesinusoidal care urmează a fi analizat gi 


ty = V2 I sin (not — oi 


curentul auxiliar, care a fost luat cu frecvenfä corespunzätoare armonicii n, 
a cărui amplitudine este căutată. 


Introducînd aceste valori în expresia (9.33), se obţine 
SOY ENEE 3 
&i—= À A Ss? Sin (kot — By) sin (nwt — p)dé 
ki T Jo 
în care s-a notat 


Transformind produsul de sinusuri de sub semnul integralei într-o dife- 
renfà de cosinusuri, se obţine 


e EE LU) {cos [(k—n)ot — (Be — el — cos [(k+n)ot —(B,+ 0) dt. 
k=1 0 


În această expresie toate integralele din membrul al doilea sînt nule 
afară de aceea pentru care 


k— n — 0. 


Se obtine astfel, 


x— KI I, Cos (Ba — 9). (9.34) 


Pentru a determina defazajul armonicii căutate, se variază defazajul o 

al undei analizatoare pina cind deviatia electrodinamometrului este maxima. 

acest caz din relatia (9.34) se va deduce valoarea electivă a armonici 
corespunzătoare 


œ 
Er? 


lar defazajul dat undei analizatoare determină defazajul armonici respective 
fă de originea de fază aleasă, 


9,2,5, DEZVOLTAREA IN SERIE FOURIER A FUNCTIILOR NEPERIODICE 


9.2.5.1, Generalităţi, În unele aplicaţii din electrotehnică, fortele elec- 
tromotoare aplicate circuitelor nu sînt periodice; de asemenea ele pot sa 
u fie continue și să aibă orice formă, Rezolvarea problemelor respective 
Poate fi făcută mai uşor dacă circuitul corespunzător ar putea îi studiat, ca 
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țiunen unei forte electromotoare periodice oarecare. Se pune 
ii în serio trigonometrică a unei funcții f(a) definită 
numai în intervalul * LO, 27]. În acest caz nu se mal poate vorbi de periodi- 
citaten lui f(æ), ceea ce însă nu poate impiedica efectuarea dezvoltării în serie 
Foure a funcției respective, intrucit relaţiile (9.18) se aplică numai la inter- 
valul [0, 2x]. Pe de altă parte, dacă se prelungește funcția f(a), in mod 
periodic în dreapta gi în stînga intervalului [0, 27], pe întreaga axa æ absei- 
selor, se obține o funcţie periodică ce coincide cu funcția data in intervalul 
corespunzätor gi care are aceeasi dezvoltare in serie FOURIER ca fi functia f(x) 
dată ; în consecinţă este acelaşi lucru să se vorbească de seria FOURIER à lui 
f(x), definită în intervalul [0, 27] sau de seria FOURIER a funcţiei obținută 


din Hai prin prelungirea ei periodică pe axa Ow. 


functionind sub ac 
deci problema dezvoltăr 


Fig. 9.23. Funcţii neperiodice. 


în levătură y , ER ; ; 
ee etui cu aceasta prelungire periodicä a lui f(x) trebuie observat 

Dacă f(0) = î(27), efectuarea prelungirii periodi ără nici ifi 
cultate (fig. 9.23, a); Ha) fiind SE face fără nici o difi- 
ei va fi continuă, su LC) SE tas epee ATO: 2T], GE 


Dacă £ E 
cît ee EE prelungirea periodicä nu se poate realiza intru- 
intimplä e Ge SE să coincidă cu f(2x), ceea ce nu se 
moina. g. 9.23, b). Se poate evita această dificultate în două 
a) ser ; i e 
astfel A Ze valorile lui f(x) în punctele e = 0 şi v = 2m, formînd 
| are nu este definită pentru aceste valori şi prelungind perio- 


ge D ef D . SUE nrel yir Ii à i 
MO EL +0 ji ini această prelungire în punctele æ de forma 2kx (k = 


b) pe schi în moc 
mbă în mod convenabil, dacă 
{(27 vi And in mod convenabil, dacă o posibil, valorile lui £(0) si 
| Fes schimban ea originii astfel, încît ele să tie egale. E) QUE 
Te We obser 01 d KE Ava: ne 8 x ; a" 3 
E, ee yalo ea "WEE seriei FOURIER rămîne aceeaşi 
144071, Aceasta deoarece schimbarea, lori SAT EER RR: 
imbarea valorilor unei funotii într 
ntr-un 


număr finit de 

À > puncte, sau chiar i | 

influent: l y RB iar inexistența ei î PRE | 

enja asupri ii Wi ya ol in aceste puncte, oate 

{ pra valorii unei integrale definite aves PURO: nu poate 
te a ei şi in particular asupra 


A CG ] Ou D IO Cl V e V | = P Tt 
+ e } fá lu j D | A A ti | X | -- 
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valorii integralelor (9,18) care dau coeficienții seriei Fourrmr*. În conse- 
cintà, fie că se modifică sau nu funcţia f(v) in modul arătat mai sus, seria 
FOURIER corespunzătoare rămine neschimbată, 

Trebuie observat de asemenea că dacă f(0) 4 f(27) gi dacă f(x) este 
continuă în intervalul [0, 27], prelungirea periodică a lui f(x) pe întreaga 
axă Ow va avea discontinuități în punctele de abscisä 2hkn (k = 0, +1, +2, ...). 

Cele arătate mai sus sînt aplicabile oricărei funcții f(x) definită într-un 
interval [a, a + 2x], a fiind oarecare. 


9.2.5.2. Limitele la dreapta si la stînga ale unei funcții, într-un punct. 
Puncte de discontinuitate de prima speţă. Notind 


lim Hal = f(v — 0) (2 < 29) 
si 
lim foi = f(a + 0) (2 > 0) 


dacă aceste limite există și sînt finite, prima dintre aceste limite se numeşte 
limita la stînga a lui f(x) în punctul a, iar a doua — limita la dreapta a lui 
f(x) în punctul vy. 

În caz de continuitate 


f(x — 0) = f(x) = f(x + 0). 


În cazul cînd punctul x, este un punct de discontinuitate, dacă cele două 
limite există, punctul +, se numește un punct de discontinuitate de prima speță 
al funcției f(x) ; în cazul cînd cel puțin una din limite nu există, punctul respec- 
tiv se numește punct de discontinuitate de a doua speţă. 


Pentru un punct de discontinuitate de primă speţă, mărimea 
ò = f(a, + 0) — f(a, — 0) 
se numește saltul funcţiei f(x) în punctul e. 


_ 9.2.5.3. Funcții netede si funcții netede pe porţiuni. O funcţie f(x) se 
Zice că este netedă in intervalul [a, b] dacă în acest interval ea admite o 
derivată, continuă; aceasta înseamnă că, în acest interval parcurgind curba, 
coeficientul unghiular al tangentei geometrice la curbă variază continuu fără 
salturi (fig, 9.24, a). 

O funcţie f(x) se zice că este netedă pe porțiuni în intervalul la, AT dacă 
acest interval poate fi descompus într-un număr finit de intervale parţiale 
astfel ca în fiecare din ele f(x) să fie o functie netedă (fie. 9.24, b). Funcţiile 
netede pot fi astfel considerate ca un caz particular al acestora, 

O funcţie to) discontinuă, poate fi considerată netedă pe porţiuni în 
intervalul [a, b] dacă: 

— are un număr finit de discontinuități de prima speţă în inter- 
valul considerat ; 

Du 


* Vezi [279] pag. 23. 
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— funetin este continuă în fiecare din intervalele parțiale Ri d] in care 
unotele de discontinuitate impart intervalul [4 d KR Äsbentk-20ëeet: 
` Orice functie netedă pe porţiuni este mărginită gi are o E de, 
nit’ în întreg intervalul, cu excepţia punctelor unghiulare și a ceto EE 
tinuitate — unde funcția nu există; funcția corespunzătoare n 


discontinuități de prima speţă. 


_ Fig. 9.24. Funcţii netede (a) şi funcții netede pe porțiuni (b). 


9.2.5.4. Un criteriu de convergență pentru seriile FOURIER*. Fără a 
da demonstrația corespunzătoare, se enunță în cele ce urmează un criteriu 
de convergență pentru seriile FOURIER ale unei funcții f(x) oarecare. 


Seria FOURIER a unei funcţii f(x), de perioadă 27, netedă pe porțiuni 
(continuă sau discontinuă), este convergentă pentru toate valorile lui æ şi 
suma ei este egalä cu f(x) în orice punct de continuitate si cu 


f(x + 0) + f(x — 0) 
2 


în fiecare punct de discontinuitate. Dacă f(x) este continuă peste tot, atunci 
seria este absolut și uniform convergentă. 


9,2,6, SERIILE FOURIER CU TERMENI COMPLECSI 


9,2,6,1, Transformarea seriilor Founten obişnuite în serii eu termeni 
CĂ 7] y [i H. L H A 2x 
complecși, Fie o funcţie periodică oarecare Î(æ), de perioadă T = —, a 
AM Kë y Q 
cărei dezvoltare in serie Fourrer este de forma (9.16) 


f(t) = 0, + à (A, Sin kot + B, cos kot). (9.35) 


* Vezi [279] pag, 26 
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LE MII e gi a i! 


Aplicind identitățile lui EULER 


8 1 $ 1 
sin kot = aye —_ kot) gi cos bot = -o (col + gikt) 


termenul general al seriei FOURIER se poate serie 
À} sin kot ER B, cos kot = 0, gikol + C, g— ikot 
în care s-a notat 


0, =—(B,—jA,) si Or =—(B, + iA) = CF (9.36) 


numerele C, si C_, = Ož fiind complex conjugate. 
Cu aceste elemente seria FOURIER (9.35) se poate scrie 


f(t) = Co AF >» Aë GIE CM Ent) = A O; EKo (9.37) 
Sit co 


k= — 


Expresia (9.37) reprezintă dezvoltarea în serie FOURIER cu termeni com- 
plecşi a funcției periodice oarecare f(t). 


9.2.6.2. Caleulul coeficienţilor seriei FOURIER cu termeni complecși. 
Determinarea, coeficienţilor C, ai seriei (9.37) se face procedind ca şi în cazul 
determinării coeficienţilor seriei FOURIER cu termeni reali, aplicind metoda 
integrării. * 
Fie de determinat coeficientul ©, al termenului drei al seriei respective. 
ulfind ambii membri ai relaţiei (9.27) cu chat, unde n este un număr 
întreg oarecare pozitiv, negativ sau nul, și luînd valoarea medie pe un interval 
de timp cuprins între timpurile T, si T, + T, unde 7 este perioada funcţiei 
i(t), se obţine : 


1 To+T 1 To+T Ka 
r) | 


f (t) soi dt = — 


To k = — © 


C, gio (k+n) è dt. 


To 


Schimbind ordinea de sumare in membrul al doilea al relaţiei de mai sus si 
efectuind integrala respectivă, se obţine 


1 (Tot? Se : Che (k-n) To 
AN 0, gi (kn) t di = TAS [ei (Rota) ` D: (9.38) 
0 


ip Pentru k + n = N e 0, exponentiala din paranteza dreaptă se poate 


CONT — NN = cos 2n N + j sin 27 N = 1 
^ integrala (9,38) este nulă; 
De. RE 


1 Vezi 0,2,8,1, 
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yrosiel (9,38) este de a#emencA 


(x cu es N es 0, paranteza ox „cate | 
nulă văile parola natal ie oale sul astlel că integrals (9,38) capat4 
a j : 


or An aplicarea regulii 
forma nedeterminat +- Ridioind nconstă nedeterminare prin ap 
mi L'Horrrar, so obține 


elef ein — 1) = il 


M -—— 


An Jm 
şi deci, din relația (9.38), rezultă 


1 Tot? — theo | 9.39 
= — f(t) echt dt (9.39) 
D ee 


expresie cu ajutorul căreia se poate calcula valoarea coeficienţilor seriei FOURIER 
cu Dent Geer această relaţie este analoagă cu relaţiile (9.17) cu care 
se determină coeficienții seriei FOURIER cu termeni reali. Dealtfel aceștia pot 
fi dedusi din relaţia (9.39). Într-adevăr, tinind seama de relaţiile (9.20) și de 
relația lui EULER 


eet — cos kot — j sin kot 
şi identificînd părţile reale şi cele complexe, se obţin tocmai rela- 
Gäile (9.17). 


9.2.6.3. Valoarea medie a produsului a două serii FOURIER cu termeni 
complecși. Fie f (t) sif,(t) două funcții de forma (9.37); să calculăm valoarea 
medie, în timpul unei perioade, a produsului acestor două funcții 


1 T 1 T 00 (a) 
M = = f, (t) 3 În (è) dt = Sal | D Gar) | y D, oi di. 
0 “0 Lk= —00 k=—o 


_ Efectuind produsul din membrul al doilea al acestei relaţii şi schimbind 
ordinea de sumare, se obţine 


co KN 
M= 3 G Di] ärer at (9.40) 


ka — 0 
TER — OO 


Efectuind integrala, se găseşte 
T 
p= Afen are [arene 1} 
To): jkt Dat sl 
pentru k + l= N # 0 se poate sorie 


j(kah) a? — d in $ 
gd Hho se din = 008 QrN + sin Ar N =: 


A 
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A 


Ei CG 


diverselor armonici. 


i integrala este nulă; pentru k + l= N = 0 paranteza este tot nulă dar, 
Se cata aceasta, şi numitorul expresiei respective e nul, Ridicind nedetermi- 
parea cu ajutorul teoremei lui L'HOPITAL se găseşte 


oe) 
şi deci relația (9.40) devine 
M 5 0, D, oa) % 
SESS 120 


9.2.6.4. Spectre de frecvență. În w 
anumite probleme tehnice, interesează 
numai amplitudinea unora din armo- s 
nicile superioare în vederea elimină- 
rii unora din ele, fie în vederea com- 
baterii lor; de asemenea defazajul 
diverselor armonici nu interesează, deşi 
acesta este foarte important, intrucit ` 
de el depinde forma undei nesinusoi- 


dale respective. 9 
Reprezentind pe un grafic in AE Mae Delos d d IN ta 
abscisä valorile diverselor frecvenţe, | d 


sau ordinul diverselor armonici, si în ” 
dreptul acestora un segment de dreap- # 
tă a cărui lungime este proportio- 
nalä cu amplitudinile armonicilor cores-  % 
punzătoare, se obţine o diagramă care 
se numeşte specirul de frecvențe al 
undei respective (fig. 9.25). 40 
consecinţă, un spectru de 
frecvente poate da imaginea unei 2 
unde nesinusoidale însă, dintr-un spec- 
tru de frecvență nu poate fi recon- g 
stituită unda nesinusoidală respectivă - 
decit numai dacă se cunose defazajele 


Aa ës y Ge y D 


ô) 
Fig. 9.25. Spectre de frecvenţă, 


&r 


9.2.7. INTEGRALA FOURIER 


À 9.2.7.1. Integrala FOURIER în termeni reali. Fie o funcție f(t) definită într-un 
interval oarecare 7. După cum s-a văzut*, această funcţie poate D reprezentată, 
intervalul considerat, printr-o serie FOURIER. Ne propunem să găsim o repre- 
Zntare analoagă pentru o asemenea funotie definită însă pentru toate valorile 
variabilei ¢ în intervalul [ — oo, + ol Acesta este cazul, spre exemplu, 
„unei funcții f(t) diferită de zero în intervalul 7 şi nulă pentru toate valorile 
it în afara acestui interval, O asemenea funofie o putem obţine din seria 
OURIER à funcției f(t) dacă facem ca perioada T corespunzătoare să tindă 
către infinit, 
— RE 


mm 


* Vezi 9.2.5. 
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Pentru a dezvolta in serie een e ue Ee Eeer Lë 
nului e coordonate în mijlocul inte i 
SE fi reprezentată prin seria Fourier data de expresia 


mm = ȘI Ange! + X, Bueosnost (9.42) 


nel n=0 


(9.43) 
în care ou = = 


Coeficientii respectivi sînt dati de relatiile (9.17) 


A, el f (t) sin no, t dt, 
T T 
SS 
T 
Py 
B, = = \ f(t) cos no, t dé, 
T T 
ES 
T 
1 EED 
= — B = f(t) dt 
t= om a 
Tr 


Facind in aceste relaţii nw, = œ si notind 
A= 2 ANG) ait Seo 
PTE ȘI Dr = 7 , 
relația (9.42) devine o funcție de w si se poate scrie 
Hp = = 5 A (w) sin ot + = X= B(w)cosat (0 = 1, 207, ...). (9.44) 


Pentru un anumit timp t, funcţiile 
de sub semnul sumă din relația (9.44) pot 
fi reprezentate în funcţie de œ; astfel, 
în figura 9.26 este reprezentată funcţia 
A(o)sin ot, diferitele dreptunghiuri ha- 
gurate avind înălțimea A(@) sine? pentru 
no, = o Și lăţimea w, 


e 
MMU 


- s “Za SH Rezultă dar că afate surată 

1 2 tvoaznlta dar că suprafața haşurată 
a 3 4 d “ are aria 

Fig. 9.26, Funcţia A(w)sin ot, S =lă 0,4 (o)sin at (a = a, Ze, .--) 
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Fäotmnd po 77 ah crengoi Eed COOH op faco on w, a tindă către zero, 


patata hagurati tinde oltre aprala 


hino deci A cuprlnaă intro curbă sl axa abaciselor, 
Se obtine dec 


lim Ye, Ale) ain oul es | Ac) ain ol don (o = o, Agg eer) 
30 U 


sau tinind soama do (0,13) 


à wei Lë : 
lim = Ae Ale) sin et = z Alw) sin otdo (w = o, 20, ...). 


0 
În acelaşi mod so obține gi 
Ka Flu ERS | 
lim = X B(w) cos ol = ui B (w) cos wt du 
Doo d T Jo 
tinind seama că 
d 
Seet, 
Uu = lim a T(t) di = 
Tro T) p 
SE 
Ou acestea, functia H) poate fi scrisă 
15 (400 d (ia 
D = >| A(o)sin ot do + + È" Blo) cos ot da (9.45) 
T Jo T Jo 
in care 
Kal 
A(«) =| {(t) sin cot dt (9.46) 
Și 
B(w) = | E(t) cos cot di. (9.47) 


A(w) gi B( 6) Be numese funofitle de frecvenfà ale spectrului funotiei Prin. 
Introducind expresiile (9,46) gi (9.47), care sìnt nişte constante si în care, 
Pentru oportunitate am schimbat variabila t în T, Oxpresia (9.45) poate fi sorisă 


‘ a 0O -| 00 
f(t) = éi do | (+) cos w(t — el de (9.48) 
U 


LN m DO 


“ave reprezintă dezvoltaren in integrals Fournir a funotiei f(t), 
Seriind expresia (9.45) sub forma 


T(t) = $ y [A (w) sin ot + B(w) cos at] do 
0 


T 
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infinit de oscilaţii sinu- 


rezultă că f(t) poate fi considerat ca suma unui număr 
soidale de amplitudine 
O(a) = Ao) + Bo) 
gi avind defazajul 
Ale) 
B(«) 


p = arc tg 


se poate scrie deci 
De | Clo) cos (ot — y) do. 
7 A 


e spectrală sau densitatea de amplitudine 
a spectrului sau — prin analogie — 
spectrul funcției f(t). 

Reluind expresiile (9.45) gi (9.46) 
se vede uşor că, în raport cu frecvența, 
funcţia A(w) este o funcţie impară 
pentru care 


: Alo) = — A(— o) 


iar functia B(w) este o functie para, 
pentru care (fig. 9.27) 


Mărimea C(w) se numeşte densitat 


Fig. 9.27. Spectrul unei funcții pare. B(o) = B(— ©). 


9.2.7.2. Integrala FOURIER in termeni compleesi. Să considera i 

- äm expresia 
(9.48) în care s-a schimbat ordinea de sumare şi s-a înlocuit cosinusul red astia 
prin relația lui EULER corespunzătoare ; vom avea 


Dn = ZU do TO O EE 


T 
0 


Pat 1 +o co 
= — | dw | f( T) [etela AL g—lo(t-r) ldr. (9.49) 


* = CEI 0 


Tinind seama că 


TT / 
| E ol =F) dr = e © (lt) d 
0 


° — o 


relatia (9,49) se poate serie 


Nes 1 ee a À 
f(t) = z| do | î(m)elot- ae, (9.50) 


== GO 5 = CO 


Expresia (9,50) repr 3 | 
Bomen à funcţiei wii exintä forma complexă a dezvoltării în integrală 


* Vezi [4] pag. 64, 
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| 
| 
| 


Relaţia (9,50) poate fi pusă A sub o altă formă, utilă în aplicaţiile practice : 


sootind de sub a doua integral 


exponențială dat, întrucît nu depinde de x, 
se obține 


ii) = =| 


rs D 


ei“! du \ 


f(r)e-l07 dr, 


sau notind 


Gjo) = = DH leche dr, (9.51) 
rezultà 
f(t) = 1 G(jo)e do. (9.52) 


Expresiile (9.51) si (9.52) pot fi deduse gi direct, pornind de la expresia 
(9.37) a seriei FOURIER în termeni complecși. Într-adevăr, repetind raționamentul 
facut în paragraful 9.2.7.1. se obține 


DO = lim yy CO, eo, (9.53) 
T0 = e 
în care 
2T 
O1 = EC 
Punind 
pedo îl dd ads 
ko, = © | 
w = On 20o, E Soy ee. 
expresia (9.39) a coeficientului termenului general poate fi scrisă 
Ts 
0, = = H leier dr = + Ojo) = 2 Olja) (o = + a, + 20, A 
i le T 2r i 


A n ` 2x 
Cu aceasta expresia (9.53) devine, finînd seama că ou = ST 


f(t) = lim ŞI SE Oljeo) e (o = +a,, $20, +....). (9.54) 


#0 “gy 


Notind 


; A a eee (RARE 
G(jo) = lim = Oil = lim zr O(ja) = | treads, 
relația (9,54) poate fi scrisà 

f(t) = lim ŞI o G (ju) ait! = | G(jo)e do, 


0),—>0 w) 
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Se de aA 


resia lui G(jo) de mai sus fiind identica cu 


adică tocmai expresia (9.52), exp 


de j Let spectrul funepiei i(t); 
i 3) dată de relația (9.51) se numește pe 
ea pm SE se poate separa in doi termeni sub forma 


on ai = Biel + jI(w) = 160 o) | |? (9.55) 


unde 


e 1 (+2 ] ; 
Ria) = f(x) cos o dr; To) = af i) sing sani GE 


| US 
(Gu all = VR%o) + P(e); tg e = SC | 


Comparind relatiile (9.56) cu relatiile (9.46) si (9.47) rezulta : 
Hat = 2 A(o); B(o) = — Blo). 
27 27 


Între funcţiile definite de relaţiile (9.51) si (9.52) se poate observa o 
oarecare dualitate ; intr-adevar, cunoscind funcția f(t), ecuaţia (9.51) deter mina, 
funcția Giel și invers, cunoscind funcția G(jo), ecuația (9.52) deter mina 
funcţia f(t). 


9.2.7.3. Validitatea integralei FOURIER. Pentru ca o functie neperiodica 

f(t), dată într-un interval oarecare, să poată fi dezvoltată într-o integrală 

FOURIER, este necesar ca funcţia dată să îndeplinească următoarele conditii** : 

a) în intervalul (— œ, + co), funcţia f(t) are un număr finit de extreme; 

_ 6) intervalul dat poate fi descompus într-un număr finit de intervale 

parțiale, în interiorul cărora f(t) trebuie să fie continua şi monotonă, adică 
să scadă sau să crească odată cu t; 


ma) funcţia f(t) trebuie să fie absolut integrabilă în intervalul (— œ, + ©), 
| |£(t)| dt < oo; (9.57) 


d) numărul de discontinuități al funcției f(t) trebuie să fie finit in fiecar 
interval; în punctele de discontinuitate inte I e E 
‘ala lui FOURTER (9.4 9.50 

este egală cu valoarea medie definită la 0.9.5.4 (0:68) a 
e) integrala (9.51) trebuie să fie convergentă ; aceasta revine în a spune 


că i 
Da salle (0.46) ȘI (9.47) sau (9.53) sînt simultan convergente, ceea ce se 


lim f(t) = 0. (9.58) 


"ko 


e 


* I se atribuie și celelalte denumiri d 
; ate expresiei : 
** Vezi [4] pag. 70, [155] pag. 150 si [291] pag, 84 a) 
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În cazul cînd condiţiile (9.57) gi (9.58) nu sînt satisfăcute, integralele 
(9.51) si (9.52) nu mai au sens. 

Prin introducerea unui parametru auxiliar — direct sau prin intermediul 
unei funcții auxiliare — care la sfîrşit este făcut să tindă către zero, se pot 
rezolva si problemele în care condiţiile (9.57) gi (9.58) nu sînt satisfăcute. 

Pentru exemplificare, să considerăm funcţia unitate a lui HEAVISIDE, 
definită după cum urmează“: 


ou Ir 0 pentru t < 0, 
d 
=1 pentru ż > 0. 


Această funcție nu satisface condiția (9.58). Pentru a obține dezvoltarea 
ei in integrală FOURIER, să o inmultim cu funcția auxiliară 


(LR 


care presupunem că este nulă pentru t < 0, avînd o valoare finită pentru t > 0 
şi tinzînd către zero, cînd t tinde către infinit. 
Relaţia (9.51) dă 


= : DE a i vz Le | 
G(j ol — lim =| e— Bt g joli dt — lim —— | ge Pt e— jot dt = — —. 
co 6-0 27 Jo 2m jo 


Introducind aceasta valoare în relaţia (9.50) se obţine ** 


f(t) = | pes =— + =) Tel do EECH 
— 00 T 


2T jo T Jo (a) SS 2 
9.3. STUDIUL PARTICULAR AL REGIMULUI DEFORMANT 
9.3.1. MARIMILE CARACTERISTICE ALE REGIMULUI DEFORMANT 


9.3.1.1. Valoarea efectivă a unei functii periodice nesinusoidale. Fie 
0 funcție periodică nesinusoidală, dată prin dezvoltarea ei în serie FOURIER 


00 = 
y = Yo + ¥ Y,/2 sin (k ot —'o,) (9.59) 
k=1 
EE 
* Vezi 3,6,2,5. 
O 
** Punind 9(@) = it pee AO +j soi rezultà 
0) o (A) 
© si 
FU = IS +œ cos of dt -+ sech sin ot das 
27 j — 00 a) am J=% O 


Caleulind prima integrală prin metoda reziduurilor pe un contur în jurul originii, se găseşte 


1 | cos ol! 1 
— — du = — 


27 J-o o a 
functia res fiind impară, 

Pe de altă parte © = 0 nu este un punct singular al funcţiei Due si deci integrala 
i sin wf 


—— d® are un sens, 
Ro 4 
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cii de ordinul k; n putînd fi 


in care Y, reprezintă valoarea efectivă a armoni 


icit de mare voim. il a ini in E 
Cu vatobrea efectivă a unei funcții periodice sinusoidale este definita prin | 


relatia (4.2) 
y= +f var 
= | \ 


Această definiţie se extinde și in cazul funcţiilor periodice nesinusoidale. 
Ridicind la pătrat expresia (9.59) se obţine 


co ell 
\ pai = Y? T + Oh 2Y? sin? (kot — pr) dt + 
0 k=1 0 


00 T | 
ay Sy | 2Y, Y sin (kot — e) X sin (Lot — qı) dt. 
m, n=1 40 
mn 


Tinind seama de identitatile 
sin? 2 = = (1 — cos 2 x); sin vsin y = = [cos (x — y) — cos (x + y)], 


prima integrală din membrul al doilea devine 


iar a doua este nulă. 
În consecință, 


y e Ee (9.60) 


adică valoarea efectivă à unei mărimi nesinusoidale este egală cu rădăcina 


ătrată i n ai U D VEA E 
er sumei pătratelor valorilor efective ale amplitudinilor diverselor 


Relaţia astfel stabilitä este valabilă at 
S . ; € lă atît pentru un curent periodi inu- 
soidal, cit gi pentru o tensiune periodică nesinusoidalà. Rezultă SE GE 


T=VR HT EI +...; 


Es 


D= VERII... 


În cazul CG t AT: A PAY 
Beet etective ‘pote fe theme ec als prezintă anumite simetri, 
Perioad% mau stort de Wein, ` ub numai de-a lungul unei jumătăţi de 


Kéi 
EE PR E ` EE E EE EE 
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SSSR ce gee ar ce a een EE + me DEN A 


În cazul cînd funcţia periodică nesinusoidalä este redată printr-o serie 
FOURIER cu termeni complecși, valoarea efectivă a acestei funcţii se poate obţine 
utilizînd relaţia (9.41) în care se face 


0, = D, Ze dr: respectiv ou E D_, em LT: 


Tinind seama de relaţiile (9.36) si de expresia (9.59), se obține fără dificultate 


M? = y Vi Y n= Y5 + 2 EE eg Y% mr Y?, 
k=1 


k= — 00 k=0 


adică pătratul relației (9.60) si deci al valorii efective. 


G 45° AUT 135° 
Fig. 9.28. Curba periodică nesinusoidală și curba polară corespunzătoare. 


Valoarea efectivă a unei funcţii periodice nesinusoidale oarecare poate 
fi determinată şi grafic. Această metodă se aplică în special curbelor experi- 
mentale. 

Fie 

y = Tiet) 
curba periodică nesinusoidală, a cărei valoare efectivă urmează a fi determinată 


(fig. 9.28) si căreia i se construieşte curba polară luînd ON = AB =y şi 
ot = OA, 


Suprafaţa închisă de o curbă, dată în coordonate polare, se calculează 
cu ajutorul relației 


Cum 
p =y gi 0 = wt, deci d0 = odt, 


Be obține 


T 
(0 e 

S = — | yè dt. 
au 


Dar, din relatia (4,2) rezulta 


T l 
| pas PT 


*0 
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astfel, incit 


S — = y2? T; 
de unde 
y= | Ss, (9.61) 
T 
deoarece 
2T 
W =’ 
T i 


Metoda este următoarea : se construieşte curba polară a curbei periodice 
nesinusoidale a cărei valoare efectivă urmează a fi determinată şi se evaluează 
suprafaţa totală 8 închisă de această curbă. împărțind această suprafață 
prin 7 si extrăgînd rădăcina pătrată se obţine valoarea efectivă căutată. 

Cazuri particulare : a) Curbe simetrice. fn acest caz este suficient a se evalua 
numai suprafaţa închisă de curba polară corespunzătoare unei jumătăți de 
perioadă luîndu-se dublul acestei suprafeţe. 

Dacă se notează cu S, această suprafață, atunci rezultă 


_ |/2S: 
Y LE (9.62) 


b) Sinusoida. Curba polară a unei semiperioade este un cerc descris 
pe amplitudinea maximă ca diametru d 


Aplicind relatia (9.62) se gäseste 


mo Reziduul deformant. Ge numeste reziduu deformant, Sau numai 
al unei unde periodice nesinusoidale, unda care se obţine din unda 


data suprimindu-se armonica fundamentală ivă i 
este dată de relaţia ntală. Valoarea efectivă a acestei unde 


EE EE ER (9.63) 


in care Y este val ect) 

o : valoarea efectivă a undei iodi UE : 

aA SLA Amara. dei periodice nesinusoidale considerate, 
Rezi i H ` y A ` D e 

A EE man al unei unde nesinusoidale are o mare importanță 

| eformante, după cum se va vedea în cele ce vor urma**. 


Determinarea lui 
rminarea lui se poate face pe c uiţi list ti 
sau pe cale experimentală, ace pe cale analitică, utilizînd relația (9.63), 


* Vezi 9,2,1,3. 
++ Vezi 9,3,1,4, 
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Principiul metodei * experimentale constă în a echilibra o punte WHEAT- 
stonn de curent alternativ pentru unda fundamentală, puntea fiind alimentată 
cu tensiunea nesinusoidală pentru care urmează să se determine reziduul defor- 
mant (fig. 9,29); în aceste condiții, prin aparatul de „zero”, care in acest 
caz este un aparat indicator cu fir cald, va trece un curent proportional cu 
reziduul undei de tensiune aplicată punţii. 

Pentru măsurarea reziduului deformant al unei unde de curent, se trece 
curentul respectiv printr-o rezistenţă neinductivă R, alimentarea punţii fäcin- 
du-se prin aplicarea la bornele punţii a 
tensiunii rezultante la bornele rezistenţei. 

Etalonarea aparatului indicator se 
face deschizind întrerupătorul 7 (fig. 9.29) 
şi aplicînd la bornele ab o tensiune cunos- 
cută ; etalonarea se face pentru diversele 
valori ale lui Rs. 

Există şi o variantă a acestei punti, 
în sensul că reglajul se [face prin variaţia 
capacității, inductanta raminind con- 
stantà (metoda CHIODI **). 


9.3.1.3. Sinusoida echivalentă. Sinu- 
soida echivalentă a unei unde periodice ne- 
sinusoidale este sinusoida care are aceeaşi 
valoare efectivă ca si unda deformantă, 


> i > ] Fig. 9.29. Montaj pentru mäsurarea 
pulsatia sa fiind presupusä aceea a undei reziduului deformant 


fundamentale a undei date. 

În cazul existenţei simultane a undelor de curent si de tensiune, sinusoidele 
echivalente trebuie să îndeplinească condiţia de a da în circuit aceeaşi putere 
ca și undele deformante corespunzătoare. 


9.3.1.4. Criterii de caracterizare a unei unde periodice nesinusoidale. 
Caracterizarea unui regim deformant se face cu ajutorul unor criterii propuse 
în acest scop. Aceste criterii determină un anumit raport al undelor periodice 
nesinusoidale față de acelea sinusoidale, utilizindu-se în acest scop mărimile 
caracteristice ale regimului deformant. 

a) Coeficientul de deformare a undei periodice nesinusoidale. Prescriptiile 
STAS 1893 —50 definesc noțiunea, de coeficient de deformare a undei periodice 
nesinusoidale a tensiunii sau curentului prin cea mai mare valoare, exprimată 
in procente, a raportului 


d =|a — gifs 


in care a este ordonata curbei reprezentative a undei periodice date, g ordonata 
Curbei reprezentative a armonicii fundamentale a undei date corespunzind 
la aceeași abscisä ca gi pentru a, s amplitudinea curbei reprezentative a armo- 
Hicii fundamentale (fig. 9.30), Pentru stabilirea armonicii fundamentale trebuie 
fologite cel putin 12 puncte ale curbei, În locul armonicii fundamentale se 
Poate întrebuința sinusoida echivalentă, 

Conform acestor prescriptii, forma undei poate fi considerată sinusoidală 
dacă d < 5% pentru generatoare sincrone mai mari de 1000 kVA, sau d < 10% 


ee 


* Numită metoda Bevis, Vezi [36] 
** Vezi [81] 
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pentru generatoare sincrone cuprinse intre 100 si 1000 kVA; aceste cifre se 


ară la unda de tensiune produsă de genera t j | 
Seege nici o limită în ceea ce priveşte anda de eurent. Prin extindere însă, 


se poate admite că, 0 undă de curent este practic sinusoidală dacă d < 5%- 
Aceste prevederi au la origine vechi prescriptii VDE. nll 
Criteriul de definire a unui regim deformant bazat pe aceasta de nire 

a coeficientului de deformare a undei periodice nesinusoidale, poate conduce 

la lucruri absurde. În afară de aceasta, el este practic inaplicabil. 
fntr-adevär*, deformarea geometrică a ordonatelor unei oscilograme 


pu este capabilă să caracterizeze fenomenul fizic corespunzător. Fie unda 
periodică nesinusoidală 


e = 100 sin wt + 5 sin 3 of. 


Aplicind criteriul adoptat, coefi- 
cientul säu de deformare este 
d — 5%. Dacă acestei unde, i 
se adaugă unda 


1 Latz 
Ge 5| + sin 9 wt + — sin 15 wi+ 
| 3 5 
Fig. 9.30. Determinarea coeficientului de deformare. SSES von 14 sin 3 (2k ab 1) ot > 


se obține unda nesinusoidală rezultantă 


1 
2k +1 


e+e =100sinat +5 Y sin 3(2k + 1) ot, 
k=0 


a cărei sumă din membrul al doilea reprezintă o undă dreptunghiulară, avind 
amplitudi imă + 7 | 
D nea maxima + —. 
4 


Calculind coeficientul de deform ar j 
E e a undei totale e + e' se gas = 
A GEN ceea, ce este absurd deoarece ar însemna că o E Bee, 
mai bună decit o undă mai putin deformată. | 


Aplicind teori i gi E Sg 
an ERAR eorla erorilor expresiei de definiție a coeficientului de deformare 
AC a 
-= 


Aa + Ag 
a =g 


Lo 


sS 


Ordonata maximă, e i 
BD alani 30-40 san ee poate obţine cu un bun oscilograf modern este 


E 8 = 40 mm, Pentru a avea d = 5%, est 
g m, Citirile ordonatelor a, g și s nu se pot eg ee El 


cu o eroare absolută, fără j 
) precizare de semn, de cel i 
dar că Aa + Aq œ ` cel putin 0,5 mm. Rezultă 
: + Ag & 1 mm gi As = 0,5 mm, de unde Ad > 50%. În e intă 
SENG ett de deformare poate fi determinat d O° onsecinfa, 
e 50% si deci cu o valabilitate eu dotal dubtoren pâre poata Ht qe ge dă 


* Vezi [62] 
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toarele respective. Prescriptiile — 


yee A + CR 


nt e ms 


RK? 


b) Factorul de formă. Se numeşte factor de formă al unei unde periodice 
` ` pesinusoidale raportul dintre valoarea efectivă a undei, evaluată pe jumătate 
| deperioadă și valoarea medie a acestei unde evaluată tot pe jumătate de perioadă 


GE | (9.64) 


Y med 


Astfel, pentru o undă periodică sinusoidală se găseşte 


= eene T. 
2 V2 Y 2 V2 


T 


În cazul unei funcții nesinusoidale 


7 OZ EDITIA ET 


Si 
= 
2 rä ET. Gë i à ler 1 
E = — | Yo = H V2 dr sin kot di == ve a. | A, FE iy 
T Jo k=1 Tie pa ye A 


astiel că factorul de formă este 


00 
|n + sn 
k=1 
g = —— ea 


T Yo 


| 


T 


2 V2 


3 


in care k este un număr impar, pentru armonicile pare valoarea medie fiind 
nulă și pe o jumătate de perioadä* . 

Factorul de formă nu poate fi considerat ca un criteriu de caracterizare 
à unei unde nesinusoidale, deoarece se pot găsi unde periodice nesinusoidale 
pentru care 


| z+ DEL aa) ar A 


k=1 


si, in acest caz, factorul de formă este egal cu (x/2Ÿ2) = 1,111 adică exact cu 
acel al undelor periodice sinusoidale, De exemplu, dacă se adaugă la o undă 
fundamentală o armonică de ordin n, Ya, à cărei amplitudine îndeplineşte 
0041114 

beet | 


* În acest caz, calculele corespunzătoare se fac pentru un sfert de perioadă, 


ul do formă al undei complexe 


n fiind oarecare, atunci factor 


y = V2 Y, sin ot + V2 Y, sin not 


este 1,111 ca şi al undei sinusoidale. A + 
el Coeficientul de distorsiune. Se numește coeficient de distorsiune a unei 
unde nesinusoidale, raportul dintre valoarea efectivă a reziduului ai valoarea 


efectivă a curbei. Expresia sa matematică este deci 


Ja (9.65) 
Y 


Acest criteriu a fost adoptat de Comitetul Internațional pentru studiul feno- 
menelor reactive si deformante, în 1947, ca fiind criteriul de caracterizare æ 
unei unde deformante. 

O undă oarecare este considerată practic sinusoidală şi regimul corespun- 
zator practic sinusoidal, dacă è < 5%. 

Trebuie observat că nici acest criteriu nu este absolut; într-adevăr el 
nu poate distinge două unde periodice nesinusoidale formate din acelaşi număr 
de armonici avînd aceleaşi amplitudini, dar defazaje diferite. Pina la găsirea 
unui criteriu mai corespunzător, acest criteriu rămîne cel oficial admis. 

d) Factorul de vîrf sau de creastă. La încercarea de tensiune a materialelor, 
precum şi la încercarea de izolație a maşinilor şi instalațiilor electrice, trebuie 
ținut seama de valoarea maxima a undei de tensiune, deoarece eventuala 
străpungere se datorează acestei tensiuni maxime. Cu aparatele obişnuite de 
măsură folosite se măsoară numai mărimile efective, care sînt oarecum o valoare 
medie a mărimii alternative considerate. Or, în cazul regimului deformant, 
se poate intimpla ca o piesă de bună calitate să fie străpunsă la o anumită valoare 
a tensiunii efective, iar o alta, ştiută a fi de calitate inferioară, să reziste acestei 
probe pentru aceeaşi valoare a tensiunii de încercare. 


Aceasta se datorează faptului că, într-un asemenea regim se poate întîm- 
pla ca, pentru o aceeaşi valoare efectivă, diversele unde să aibă valori maxime 
diferite, Este deci necesar a se cunoaște legătura ce există între valoarea maximă 
a unei unde periodice oarecare şi valoarea efectivă a acestei unde. | 

Se defineste raportul 


QU Tt (9.66) 


di Seen 
` DEEG, Ee à undei gi valoarea, sa efectivă ca factorul de virf sau 
Co » Fentru o undă periodică sinusoidalà factorul de virf este 


EK 
h= JT = 1,41, 
U fiind valoarea efectivă a curbei, 
Be spune că o undă pentru car 1,41 est 
care f,> 1,41, este o A pa He Je 1,41 este o undă turtită; o unda, pentru 
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Pentru a ilustra cele afirmato mai sus, fie undele de tensiune 


U, = 10000 V2 sin wt — 2000 V2 sin Zeck, 
U, = 10000 V2 sin wt + 2000/2 sin 3wt, 
care au amindouă aceeași valoare efectivă 
U = 100002 + 20002 = 10 198 V. 
Este uşor de văzut că valoarea maximă a primei unde este 
10000 V2 + 2000 /2 = 12000 V2 = 17 000 V, 
iar a undei a doua 
10000 V2 — 2000 V2 = 8000 V2 = 11 300 V, 


cele două armonici componente ale lor fiind in opoziţie şi în fază. 
Factorul de virt al primei unde este 


17000 
10198 


h= = 1,665, 


unda fiind deci ascuţită, iar al celei de a doua 


grr __ 11300 


dh pes 


= 1,110, 
10198 


unda fiind turtită, 


Factorul de virt are o mare importanţă în tehnica încercărilor ; el se uti- 
lizează, drept criteriu de caracterizare a undelor periodice nesinusoidale, numai 


din punctul de vedere arătat în cele ce preced. 


9,3.2, PUTEREA IN REGIMUL DEFORMANT 


_ 9,3,2,1, Puterea activa. Puterea activă într-un regim periodic oarecare este 
definită cu valoarea medie de-a lungul unei perioade a produsului wi, în care x 


Și 4 sînt valorile instantanee ale tensiunii şi curentului, adică* 


A ) | FU À £ 
Î == o UA) dt. 


— 


* Vezi si 4.3.2.2. 


“= U, D s U,V2 sin (kwt — Gul 
K=1 


i= To + E L V2 sin (kot — pi). 


k=1 


Introducind aceste valori in expresia de mai sus, efectuind produsul și trans- 
formînd produsele de linii trigonometrice în sume, se obține 


00 


Se none fu cos Dik — 1) ot — (% — Bll — 
EAR Uo Io dt i +> T k d [( k 


| — cos (k + 1) wt — (ox + dt di ; 


pentru k + I toate integralele definite de mai sus sînt nule; pentru k = l rămîn 
numai integralele de forma 


T 
=al U, I, cos (B, — ox) dt = U, I, cos (Be — ay). 


0 


Notind 


Pr = Pr — a 


atunci expresia puterii active este 
P= Us lo — H UTE COS Ok 3 (9.67) 
k=1 


adică puterea activă în regim deformant este egală cu suma puterilor active, 
dată de diversele perechi de armonici. 


Calculul expresiei puterii active se poate deduce 


i si din expresia seriei 
FOURIER cu termeni complecși. Într-adevăr, făcînd 


f,(i)=u(t) gi sf, (t) = A(t) 


gi tinind seama de relaţiile (9.36) gi (9.41) se obţine 


k=O 


1 (7 TA D ts te e | 
FV aimas $ UI, = $ |2 1-a + Ua) = 


= D [Ui + UF I). (9.68) 
Tr) 
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Însă* 


Uk = Up 008 ay UU = U, sing, tg a, = 


Ip = Ip COS Br, În = În SIN By tg B = = 


Op — Dr = Prs 


astfel, cà relația (9.68) devine 
= ? : r? ? = e 
D: TO, I, BR U; Ia = D U, T, cos CH SC Br) = SY U, I, COS Ok» 
k=0 k=0 k=) 
adică tocmai expresia puterii active în regimul deformant. 
Puterea activă în regim deformant se poate măsura cu orice wattmetru 
electrodinamic, aparatul dînd măsura mărimii respective cu o eroare accepta- 
bilă**. Unitatea de măsură a puterii active este watt-ul (W). 


9.3.2.2. Puterea reactivă. Definirea*** puterii reactive în regimul sinusoi- 
dal nu prezintă nici o dificultate. Pentru aceasta se porneşte de la noţiunea de 
putere aparentă (4.115) 
Sa USI. 
Comparind această relație cu relaţia puterii active (4.111) 
BI UG Coste, 
se vede imediat, c& numeric 
SS Sole 
Fie P, puterea complementară care lipseşte puterii active pentru a fi egală 
numeric cu puterea aparentă. Se defineşte această putere complementară ca 
diferența geometrică dintre puterea aparentă şi puterea activă, adică 
P, = |S, 
Sau, tinind seama de expresiile (4.111) si(4.115), se găseşte 


P = | U?r4— UPT? cos D = UI ein e =Q, (4.114) 


adică, în regimul sinusoidal puterea complementară este chiar puterea reactivă. 


lode í idale de curent 
' r in sistemele sinusoidale d = 
oara apo fi exprimat prin relația 


sole trol puteri, S, P și Q In ! 
ee Soest un sistem ortogonal gi care poate 
fagoriald | 
Res P + jQ, 


; i sanotive i i ectiv capacitiye*. 
A înd unei puteri reactive inductive, resp y 
DE puveril EE într-un regim deformant SE Garg be 
încă astăzi, după peste 40 ani de discuţii, electricieni nu au © zu cor 

N ? 


iii unitare a acestei mărimi. ` 
Don ee care stau la baza definitiilor date pentru puterea 


i ‘egim deformant. , à : 
Ae SARS este legată de noţiunea de energie medie a cimpurilor 


magnetice şi electrice, puterea reactivă fiind. definită de expresia 


Q = 20 (Win— We) 


în care 


este energia cimpului magnetic şi 
3 2 
W, = x CU 


este energia cimpului electric. 


Tinind seama de aceasta, au fost propuse o serie de definitii conventionale. 
Astfel, A. LIÉNARD a propus pentru definirea puterii reactive expresia 


în care u este valoarea instantanee a tensiunii, q valoarea instantanee a cantităţii 


de electricitate și o pulsatia armonicii fundamentale. În regimul deformant, 
această relaţie conduce la expresia 


Qi a >} = UA, sin Pk (9.69) 
bhal & 


pentru puterea reactivă, 
La o expresio identică conduce si relația 


D 
Bel 
ropusä de A ILIOVIOI MT ee E à | 
a SI ILIOVIOT, in care p esto un flux definit de relaţia e = — < , ù curen- 
4. instan ANU, vo) j m ERRI i ` A eee sain Că ? 7 € S 
cp » © fi T pulsatia gi perioada curentului alternativ al undei fun- 


i E a 


* Vozi 4,3,7.4. 
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Expresia (9.69) poate fi măsurată cu ajutorul unui varmetru electrodinamic 
al cărui circuit voltmotrio are o rezistenţă neglijabilă față de reactanta sa induc- 
tiva. 

A. ILIOVICI a mai propus o expresie de definiţie, 


în care © şi e sint valorile instantanee ale curentului gi tensiunii, iar w gi T pulsa- 
tia şi perioada undei fundamentale. Această relaţie conduce la expresia 


0, = y k Uy Sin ox (9.70) 


k=1 


pentru puterea reactivă, care poate fi măsurată cu ajutorul unui varmetru de 
inductie, al cărui circuit voltmetric trebuie să aibă o rezistență neglijabilă fata 
de reactanta sa inductivä. Ea mai poate fi măsurată şi cu un varmetru electrodi- 
namic, al cărui circuit voltmetric este constituit dintr-o reactantä capacitiva 
foarte puternică. 

Aceste expresii de definiție sînt însă lipsite de o bază fizică admisibilă* . 
Într-adevăr, aceste expresii de putere reactivă sînt nesimetrice fata de expresia 
puterii active (4.111). 

În afară de aceasta, ansamblul de puteri active-reactive, sub forma (P, 
Q,) sau (P, Q) nu are nici o corelaţie cu expresia (4.115) a puterii aparente. 

In sfîrşit, definițiile de forma (9.69) şi (9.70) conduc la unele concluzii 
inadmisibile. Astfel, fie un regim deformant format din unda fundamenala si 
armonica 3. Dacă printr-un mijloc de rezonanţă (filtru) suprimăm armonica 
fundamentală, — ceea ce este totdeauna posibil, puterea reactivă în circuit devine 


1 A 
d = | Ustssin ge 


Qa= 3U,1,8iN os 


ceea ce este cu totul în contradicţie cu expresia (4.114) consacrată a puteri. 
reactive, regimul în acest caz — după filtrare — fiind un regim pur sinusoidali 

Însăși faptul că pot exista două expresii pentru a exprima aceeaşi mărime 
într-un același regim deformant, diferite între ele, dovedeşte caracterul conven- 
tional arbitrar al acestor definiţii, 
Simpla posibilitate de măsurare nu constituie o justiticare suficientà. 
Dealtfel, relaţiile (9.69) gi (9.70) nu au căpătat nici un fel de aplicaţie practică 
și s-au dovedit incapabile a justifica toată gama de fenomene ale unui regim 
deformant**, | 

A doua concepţie se datorează Acad, prof, O. I, BUDBANU şi se bazează 
pe metoda separării puterii aparente în trei termeni ortogonali. 

S-a ajuns la această concepţie pornindusse de la definirea puterii reactive 
în regim sinusoidal. 


* Pentru detalii vezi (66, 57, 64]. 
** Vezi [23], o aplicaţie ce s-a dat relaţiei (9.70), 


j j i inugoi ntă este 
a si în regimul sinusoidal, în regimul nesinusoidal puterea aparentă, est 
formată din doi Zeen ortogonali, puterea activă gi puterea complementară, 
adică 
ii pă e Pi UT? 
U si I fiind valorile efective ale tensiunii si curentului, 
În regim deformant : 
Peay U,P= SI: 
H À 


şi dacă e, este unghiul de defazaj al armonicii de curent de ordinul n fata de 
armonica de tensiune de ordinul n, relaţia a doua de mai sus poate fi scrisă 


© D Sei r. 
R= ¥ I; (co? e, + sin? e) = D M cos? 0, + Și 1; sin? 9, 
n= 


n=0 n =0 


si deci expresia puterii aparente devine 


Lo 


S = 3 H. S ROP o, + Y U 12 Sinz on (9.71) 


n=0 n=0 


Tinind seama de identitatea lui LAGRANGE 


co co 00 2 00 
ray = | Ÿ abn | LV (ab,—ab,), 
m=0 m= 0 m =0 mn =0 


MEN 
relația (9.71) poate fi scrisă 


3 2 co 
S = | H Wolke COS d ge > (UP, cos Pn Ulm COS Pm)” + 
n=0 


m mn=0 


00 2 co 
Ap ( D SE sin d ck X (OMIR BIL ge AC sin Pm)”. 


m 1 cs 


În această expresie, primul termen este pătratul puterii active. Rezultă 


EE ` co 
Pe E Í x D, H d ete D (Ur COS ©, — re COS Pn)? + 
Ss m,ns= 0 
ng » (U mIn sin Pn UT, sin Pm)? (m Ce n), (9.72) 


m,n =l) 


Termenul 


ao iiss a 
( UL sine, 
ied 
ER 50 VAT 7 ah + o RI D ` 3 

te pătratul sumei puterilor reactive ale tiocărui grup de armonici în parte. 


382 


Prof. BUDEANU a propus, i această propunere a fost acceptată de C.E.L.# 
de a se defini puterea reactivă prin relaţia 


Q= E Dann (9.73) 


n=0 


obtinindu-se astfel o expresie analoagä cu aceea a puterii active. 

Puterea reactivă definită prin această expresie nu poate fi măsurată cu 
aparatele de măsură clasice** . Din studiile ces-au facut insa*** , s-a constatat 
că eroarea de determinare a puterii reactive în regim deformant, folosindu-se un 
varmetru electrodinamic, care măsoară expresia (9.69), ramine mai mică 
decât 2%. Măsurarea exactă a acestei mărimi se poate face cu PQD-metrul****. 

Notind cu D? ultimii doi termeni ai expresiei (9.72), puterea aparentă 
poate fi scrisă sub forma 


ebe AE bs WO e AE (9.74) 
ceea ce arată că ea poate fi descompusä, în regimul deformant, în trei termeni 
ortogonali care sînt: P puterea activă, Q puterea reactivă și D puterea de- 
formantă. 


Mai rezultă de aici, că puterea complementară în regim deformant este 
egală cu suma, geometrică a puterii reactive și a puterii deformante 


P, = (F + D. 


9.3.2.3. Puterea deformantă. Expresia 


D= HY (U,I,c0o8 ger Unlm COS Pm)? + (Unln SD pp — Hale SID Fm) 
| (9.75) 


a fost introdusă în electrotehnică de Prof. BUDEANU sub denumirea de putere 
deformantä. Numirea este logică. Într-adevăr, D are dimensiunile unei puteri 
și ea se datorează deformării undelor de curent şi de tensiune. Noţiunea este 
azi acceptată de electricienii din toată lumea, iar teoria ei figurează în toate 
tratatele clasice de electrotehnică. Puterea deformantä nu poate fi măsurată 
eu aparatele de măsură clasice de care se dispune astăzi. Ea se poate determina 
deocamdată numai prin calcul din descompunerea în armonici a undelor de 
curent si de tensiune ridicate simultan***** sau cu ajutorul PQD-metrului. 
Nu s-a fixat încă o unitate de măsură pentru această mărime. 

| Prin analogie cu unitatea de măsură pentru puterea re: ctivă, Prof. 
BUDBANU à propus vad-ul, al cărui nume provine din inițialele cuvintelor 
Volt-Amper-Deformant, și al cărui simbol este VAD, 


* Vezi [298] pag. 216; C.E.I, Comisia electrotehnică internatională, 
** Vezi [23]; vezi si [5] 
*** Vezi [5] | 
*2*% Vezi [23, 24] Aparatul a fost brevetat în țară ai In străinătate și la expoziţia internațională 
de la Nürnberg, în 1969, a obținut medalia de aur, 
+44 Vezi [23] unde se indică un mijloc de măsurare a puterii deformante cu ajutorul unui calcu- 
lator electronic de tip analogic, 
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Desfäcind par 
puterii deformante poate fi pusă sub forma 


en 
px J 5 man + UI — 2U mU nI mln COS (Pm — Gelb 


mn 


care este expresia clasică a acestei puteri, sumarea fäcindu-se prin permutarea 


circulară a indicilor, directă şi inversă, $ ; 
Pentru a vedea cind puterea deformanta se anuleazä, se pune expresia 


(9.76) sub forma 


m — Pn 


Ee eine 0 a 
D = || S| (pla — VI, +4 VUE, sin? |, 
mn des j 2 


care se anulează dacă sînt îndeplinite simultan condițiile 


ER = 0 gi sin? ae O 


si care sînt satisfăcute atunci cînd 


U = Up == = Um = Un 
I, I, Im In 
Pi Te Po SC OD Om = On SS G °9 


adica, trebuie ca ambele unde să aibă armonicile de curent si de tensiune de ace- 
ași ordin, proporționale, cu alte cuvinte undele nesinusoidale de curent si de- 
(Gasite să fie asemenea și în fază. | 
n practică acest caz nu poate fi reali î i CÌ 
E ) zat, decît atunci cind receptorul 
alimentat cu tensiunea nesinusoidală — À À 


u= J U, sin(n wt — Pa) 
n = 0 


este o rezistenţă pură, fără urmă ¢ i À 
9 "mă de r g A SE 
SE reactantä induetivă sau capacitivä. În 


U, = Ua =z Un LPS R 
I, Ia In AE eng Vy 
O1 — Do — uv Ss Pa — <<... mm 0. 


D; all Caz ionlar € Oe 
n alt caz particular de considerat este acela în care numai unda de curent 


este deformată, unda ¢ AR 
de 10 j y d = à ` ` 
acest Car f tensiune putind fi admisă practic sinusoidal’, În 


U, = U + Uy = U, = Us = 
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antezele de sub somnul sumă în expresia (9.75), expresia 


(9.76) 


d 


aa gaa. ar ad. LA 


nae a og 


gi relatia (9.76) devine 


D = VOIS + UE. FURS... =U VREF... FF... =UI, 
(9.77) 


I, fiind reziduul deformant al undei de curent. 

Relaţia (9.77) poate fi folosită în practică, într-o primă aproximaţie, 
la determinarea puterii deformante. 

Pentru cazul cînd unda de tensiune este practic sinusoidală, calculul 
puterii deformante cu ajutorul relaţiei (9.77) dă rezultate suficiente. Aproxima- 
tia poate fi considerată suficientă atît timp cit coeficientul de deformatie al 
undei tensiunii rămîne mai mic de 20%. Cind acest coeficient depăşeşte cifra 
de mai sus, relaţia (9.77) nu mai este suficientă si puterea deformantä poate fi 
calculată cu destulă aproximaţie cu relaţia * 


ea provine din relaţia, precedentă la care s-a adăugat un termen corectiv, prin 
care se presupune că unda de curent este practic sinusoidală şi numai tensiunea 
este deformată, U, fiind reziduul deformant al tensiunii. 

O formulă simplificată, dar care permite calculul puterii deformante cu o 
foarte mare precizie, eroarea de determinare în raport cu puterea calculată 
cu ajutorul formulei exacte (9.76) fiind practic nulă, este următoarea, propusă 
de Acad. prof. ing. BUDEANU ** 


D = | viz + USE — 2 Ul, H Oi J hs COS EH SC Pm)” 
m=0 
ml 


9.3.2.4. Mäsurarea puterilor in regim deformant. PQD-metrul. Pentru 
măsurarea puterilor (sau energiilor) activă, reactivă ei deformanta într-un 
regim energetic deformant, a fost realizat*** un aparat PQD-metru**** care 
este capabil să dea simultan măsura acestor mărimi. | | 
principiu, aparatul este un calculator electronic hibrid specializat, ce 
cuprinde douä pärti principale : oe | 
4) o parte care calculează puterile activă și reactivă, pe baza unei analize 
spectrale a tensiunii și curentului şi SCH 
b) o parte care calculeazä puterea deformanti pe baza determinării 
valorilor efective à undei fundamentale gi a reziduului deformant ale undelor de 
tensiune gi curent (fig, 9.31), e 
Prin intermediul a două circuite de intrare, de structură analoagă cu 
circuitele de acest tip din aparatele electronice de măsură*****, se aplică semna- 
lele de tensiune gi de curent blocului de calcul a puterilor activa şi reactivă şi 
blocului de calcul a puterii deformante, 
* Vezi [5] pag, 77 
** Vezi [61] pag, 138 
*## Vezi [24]; Sr 
was D, 0, D sint simbolurile internaţionale ale celor trei mărimi de puteri, 
"äise Vezi [2] sau [260], 
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25—¢, 229 


Analiza armonică a undelor de curent si de tensiune se face prin intermediul 
a două filtre active analogice cu ieşire digitală. Filtrul activ analogic cu ieșire 
digitală este alcătuit din două amplificatoare operaţionale, functionind ca 


E Dat), 
ig Pë (KSC) 


Filtru activ 
a) analogidrcu ieșire 
Së jatrore 


Afisaj P (Wp) 


digitală Bloc 
aritmetic = 
serie- rs. ze 
paralel + = (Win Vele) 


£ { Filtru activ 
i() Circuit de logic cu iesire Gi 


H ana D 
el digitală 
made 
Stergere afisaj 
Bloc de decizie logică 
Generator Impulsuri de tact 
de tact 


LA Circuit pentru stabi- Le 
Filtru 
activ 
orifmefic 
Serie cu Dsl Ugh, 


a 


lirea volorii efective 

analogic Se = 
I Circuit pentru stabi- 
lirea valorii efective 


intrare ee 
analogica Afisaj O(Wp) 
Circuit pentru stabi- si ieşire 
lirea volorii efective digitala 


Filtru 
activ 
anologic 


Circuit pentru stabi- 


lirea valorii efective 


Fig. 9.31. Schema bloc a PQD-metrului. 


integratoare, conectate în buclă închisă prin intermediul a două atenuatoare cu 
rezistență de transfer comandată de blocul de comandă, functionind ca multiplica- 
A | toare hibride, cu o intrare analogică şi 
7 o intrare digitală (fig. 9.32). Acest 
o uf (t) model structural analogic satisface o 
ecuație. diferențială matriceala de 

forma 


2 [u,(t)] = A] for) + [B] ut), 


o u(t) unde 


ste [i aa lin On ikon le 
GU ve CL Een 


e nj 


BS 
Fig. 9.32. Analizor de armonici, [By] 
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ang "ot ie, See 


Ce AE penne 


UU ke CT bus 


D 


Circuitul realizează analizarea succesiva a armonicilor de ordinul k = 
= 0, 1,2, ..., ale unei tensiuni periodice nesinusoidale, de frecvenţă industri- 
ali, Analiza fiecărei armonici necesită un interval de două perioade: in prima 
perioadă — perioada activă a filtrului functionind ca integrator — se obfin 


— valoarea componentei continue U = = u(t)de ; 
0 


Va 


T 
— valoarea efectivă a armonicii în cosinus UL = zl u(t)cos kot dt ; 
0 


d ër A fé 
— valoarea efectivă a armonicii in sinus Up = e u(t)sin kot dt 
0 
si se realizează astfel descompunerea semnalului de intrare u(t) sub forma 
aproximatä à unei serii FOURIER 


u(t) = Us + ŞI (U; V2 cos kot + Up V2 sin kot); (9.79) 


kel 


în a doua perioadă — perioada pasivă a filtrului — se realizează convertirea 
tensiune-duratä a celor două semnale obţinute, ceea ce permite convertirea 
analog-numerică a valorilor efective Up si Ur. 

În acelaşi mod se analizează si semnalul i(t). 

Semnalele numerice de la ieșirea celor două filtre active analogice cu 
ieşire digitală sînt introduse într-un bloc de calcul aritmetice de tip serie-paralel, 
ce realizează multiplicarea si însumarea mărimilor Uj, In Ur, Ip, asttel, încît 
să se obţină * în final puterea activă 


n 


J? = Unlo T > UI COS (ax — Br) = Y (Orly + Oy Tx’) (9.80) 


k=1 k=0 


şi puterea reactivă 


n 


Q= F Usin (os — Bu) = X (Uilk — U Ip). (9.81) 
k=1 


k=1 


Comenzile necesare succesiunii de operaţii, de analiză armonică a semnale- 
lor, de convertire analog-numerică şi de calcul aritmetic sînt date de blocul de 
comandă, iar ritmul unitar al întregului sistem este asigurat de un generator 
de tact. 

Semnalele P şi Q, calculate în blocul de calcul aritmetic, sau energiile 
corespunzătoare Wp si Wo, calculate apoi prin integrare numerică, sînt afişate 
în sistem zecimal cu ajutorul unui bloe de afişare cu tuburi Nixie. 

Partea din aparat ce serveşte la calculul puterii deformante cuprinde : 

— două filtre active analogice, care realizează separarea undei fundamentale 


de tensiune și de curent [un = U, V2lsin (ot + a), à = L Vă sin (o t + Ba | 


n = | n Cie 
de restul armonicilor [u= v U, V2 sin (kot + ar) ia = Y T V2 sin (kot + d 


k=? he 


ale semnalelor de tensiune gi curent ; 


RE - 


* Relaţiile (9.80) si (9.81) se obțin imediat : expresia tensiunii (sau curentului) sub forma (9.79) 
se obţine din dezvoltarea unei expresii de forma (9.7) si identificare, 
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ndelor funda- 


— patru circuite de caloul analogic à valorilor efective ale t 


midi 
mentale (U; = IEN ORK REEL a rez 
e intrare analogică, care 


nn bloc de calcul aritmetice de tip serie, cu i Ber 
realizează convertirea analog-numerică, mu tiplicarea și însumarea semnalelor 
Us dv De des calculind puterea deformantă D cu relaţia ( 9.78) 


D = Ul, +f. Usli 


Puterea detormantă D, sau energia detormantă Wp, calculată ca în cazul 


precedent prin integrare numerică, este afișată în sistem zecimal de un bloe 
de afişaj analog cu cele utilizate pentru P şi Q. 


iduului deformant (Us si Ia); 


9.3.2.5. Conservarea puterilor in regim deformant. Principiul conservării 


puterilor, enunțat de P. BOUCHEROT în cazul reţelelor electrice în regimul sinu- 


soidal în care nu există variaţie de frecvenţă, poate fi extins şi în cazul regimului 
deformant şi aplicat diverselor puteri caracteristice unui atare regim. 
Demonstrația acestui principiu în regimul deformant à fost dată de mai 
multi autori. Acad. prof. C. BUDEANU a dat însă o demonstratie generala, 
care se aplică atit regimului sinusoidal *, cit şi regimului deformant. 
În rețelele in care nu există variaţii de frecvenţă, principiul conservării 
puterilor se aplică diverselor puteri caracteristice unui regim deformant. 
À Fie o reţea complexă constituită din s laturi (fig. 9.33), fiecare din ele 
find străbătută de cite un curent periodic nesinusoidal de forma 


@ 
i= A dk V2 sin (nwt — BA 


n=l 
iar tensiunile u dintre virfurile adiacente 
ale fiecärei laturi fiind de asemenea nesi- 
nusoidale, de forma 


GA 
? Io e r 
u = F Un V2 sin (not — aa). 


n = | 


Fig. 9.33. Reţea complexă. 


T af} ma I ` d K à N ) m | 10 ) ‘ H X j EH 
E KIR HH VI d' t i 5 | A 
IS T4 ră | lui i í sii > 7 ran A0 I’ 4 , hi 1€ å m ) 


forma m IA een JI ȘI in n ecuaţii de forn a Wi Or a d 


së f 
i, = 1, Ÿ2 cos 8, sin kot 


k A 
44 f > ( helje s A O CC 
ip = 1, V2 sin 8, cos ket (9.53) 


Be poate deci consie 
Be > deci considera rețeaua i 
age fiecare străbătută de unul | 
potențial 4 la virfurile adi 
menire, 


Ain i de rind rormata din supr'apunelreu a Lu 
y A { ON e i E i Oh Su 
acente vies 4 (0,04) St avind acelensi diferente 

0 aio uceloiaşi laturi sa fiecărei retele ale 


* Vai 4,3.7.7 
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Pentru fiecare din cele 2n reţele, se poate scrie principiul de conservare a 
puterilor instantanee, obtinindu-se 


8 8 ‘ 
| Su = 0; KÉ = 0 (k—1,2,...). (9.83) 
0 0 


Ecuațiile (9.83) trebuind să fie satisfăcute, oricare ar fi timpul t, rezultă 
că va trebui să existe identic: 
— pentru fiecare pereche de unde de ordinul k 


8 


Y Ud, sin ay sin Py = 0 


1 


9, Url, COS ap cos B, = 0 
1 


s (9.84) 
9, Url, Sin q, Cos By = 0 
1 
9, Url COS œ, sin B, = 0; 
1 
— pentru fiecare grup de unde de ordinul k şi 1 
¥ U,1,sin ay sin B, = 0 Y Din a sin B, = 0 
1 1 e 
$, UL, cos ay cos P; = 0 $ Ul cos œ cos B = 0 
i : (9.85) 
$, Ut, sin «y cos p, = 0 5; Ul, Sin cu cos B, = 0 
1 1 
A UL, COR Ly, sin gf = 0 A UL, COS Gi sin 6, = 0 
1 1 


Din relaţiile (9,84), prin adunarea primelor două relaţii şi prin scăderea 
relației a, patra din a treia, sumind apoi pentru toate armonicele, se deduce 
conservarea, algebrică a următoarelor mărimi 


8 OO 8 [ra] S$ ba 

y Y UL, co8 (ar — B) = YY Urr oos p= YY Pe =0 

1 kel 1 hel L kel 

D a 8 00 8 ba (9.86) 
yd Unn (4, — D) = KA UL, snp, = D Or = 9, 

1 kewl 1 kel 1 kel 


adică, conservarea puterilor activă si reactivă în cazul regimului deformant. 
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ervarea algebricä in întreaga reţea a 


Din relaţiile (9.85) se deduce cons 


mărimilor 
du = Ul, COS (ox + Bi) 7 U1), COS La + By) (9.87) 
Su = Url sin (a, + Pi) — UJ), sin (ox + Pr) 
sub forma 
Săi = 0 și J; 3 = 0, (9.88) 
1 1 
a căror deducere din relaţiile (9.85) este evidentă. 
Relaţiile (9.87) se numesc puterile deformanie elementare. 
rimilor dy și 


Ecuațiile (9.88) conduc la conservarea vectorială a sumei mă 
VW considerate ca vectori ortogonali si deci a mărimii 


S Dy = D Sat 5 8 = Y Ou + j FH) = 0: 
1 1 


1 1 


Puterile deformante elementare, extinse la toate armonicile, pot fi consis 
derate componentele unui vector D in spaţiul cu n dimensiuni, în care diversele 
planuri care cuprind aceste puteri deformante elementare sînt toate ortogonale 


între ele în originea sistemului de referinţă. Modulul acestui vector este 


k,l 


D= $+$ =] Și eat a, 
1 fra 


sau, tinind seama de relatiile (9.83), se obtine in definitiv 


Ei =} $; LUE + UHR —2 U,UA cos (os — e 
kl 


adică, FOR expresia (9.76) a puterii deformante. 
ceasta poate fi arătată si in alt mod. Într-adevăr lul grupelor 
de puteri deformante elementare de ordi | alors renee A X 
n kl, date de relația (9.87 fì expri- 
mate global sub forma vectorială într-un plan kl atia (9.87), pot îi expr 


Dy = Urdu lau + Bi — Udya ltt Ba 


avind modulul 


| Dal = Du = y Uili + Ui — 2 U,U Il: COS (Pk — el 


Date fii 'oprietăti en 
cât și ale eier Proprietăţile mărimilor efective ale curenților şi tensiunilor, 
continind ni de. et Hs ae RoRo considera că toate planele 4, 
| ENTRÉES curent gi de tensiune de ordin k si J, si Si ASS 
ele intr-un spatiu multidimensional, lin k si l, sint normale între 
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one. D. RR eee 
ht Soto ae 


mal 
— 


Si 


is 
le 
le 


j- 


| 
$ 
E 
i 


În consecință, toţi vectorii de puteri deformante elementare de ordin 
kl, ..., Sint normali între ei, avînd ca rezultantă 


D=|/ $ =] $ cour + mm 2 DvD cos (9 — eo) 


Lé Kl 


obtinindu-se din nou relatia (9.76). 
Rezultă dar, că puterea deformanta se conservă vectorial în întreaga rețea. 
Din proprietăţile de conservare algebrică ale mărimilor P si Q şi de conser- 
vare vectorială a mărimii D, rezultă conservarea vectorială a mărimii 


S=/P?+@Q@+ D? = U I, 
adică a puterii aparente, precum si a mărimii 
P, = (=P= (FFD, 


adică, a puterii fictive sau complementare. 

9.3.2.6. Factorul de putere în regim deformant. Factorul de putere în 
regimul deformant se defineşte — ca şi în regim sinusoidal — ca fiind raportul 
dintre puterea reală P şi puterea aparentă S, 


K eE ai (9.89) 
Cum 
iP € |I pE FD 
rezulta 


i ale 


Din relaţia (9.89) se vede că, în regimul deformant, chiar atunci cînd nu 
există o putere reactivă, Q = 0, factorul de putere rămîne mai mic decît 1 din 
cauza puterii deformante care apare în acest regim. 

Factorul de putere este egal cu 1 numai în cazul cînd şi puterea deformanta 
este nulă, ceea ce nu se întîmplă decît în cazul cînd undele de curent şi tensiune 
sint asemenea, și au același defazaj *. 

În regim deformant, factorul de putere poate fi pus şi sub o altă formă. 

Se defineşte expresia 


p= (9.90) 


ca factorul reactiv al regimului, El reprezintă raportul dintre puterea reactivă 
Și puterea activă din circuit, în momentul considerat, Acest factor este un număr 
âră dimensiuni, 


=e 


* Vezi 9.3,2.3. 
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De asemenea se defineşte expresia 


at aa si, (9.91) 
EK 
j j -eprezi 'apor i terea totală 
ul deformant al regimului. El repr ezintă raportul dintre pu 
E bot d puterea totală nedeformantă ; el este de asemenea un număr 
fără dimensiuni. 
Dacă se notează 


Q 
RE 
şi 
D 
tg d Ta \P2 J Q? 
se deduce 
ia si P 
Men VS 
SÉ VP + Oo 
COS E = Vi Re = Yo oD? GES D? 
si rezultă 


1 1 12 


COS o COS E = X = — 
Vito? Droe O VP2+ 02402 


e (9.92) 


9.3.3. CIRCUITE ELECTRICE IN REGIM DEFORMANT 


9.3.3.1, Legea lui Omm într-un circuit electric liniar alimentat de o 
forță electromotoare periodică nesinusoidală. Fie un circuit compus dintr-o 
rezistență R, un condensator imperfect de capacitate C şi o inductantà L legate 
în serie, care este alimentat cu o forță electromotoare nesinusoidală e, R, Csi 
L fiind märimi constante. 

Prin aplicarea celei de a doua teoreme a lui KIRCHHOFF, între valorile 


instantanee ale forţei electromotoare si ale curentului rezultant se poate serie 
întotdeauna relaţia, 


Joey SR dt; (9.93) 
dis a Ca) 


funcția e fiind nesinusoidalä, poate fi descompusă în serie FOURIER 


n 
If sis a Th oh CE. >} On) 
1 


m fiind oricit de mare. 
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91) 


tală 
Där 


Circuitul fiind liniar, dacă fiecare armonică ar fi fost singură, ar fi produs 
un curent dat de ecuaţia 


En esa 
ên = hi, + DB er d, At, 
0 


astfel, că adunind membru cu membru toate ecuaţiile care se obțin pentru fiecare 
armonică în parte, rezultă 


n 


n d XZ in EN 
= R } Ipade AR a 1 | 
e à în + F "zl Ltn de 


n 
Functia Y î, este deci o soluție a ecuației (9.93); ea poate reprezenta 
1 
deci curentul produs de forța electromotoare nesinusoidală e. Se poate deci 
enunta următoarea teoremă : 

In cazul cînd o forță electromotoare periodică nesinusoidală acționează 
într-un circuit liniar format dintr-o rezistență, un condensator si o inductanta 
în serie, curentul pe care-l produce poate fi considerat ca o suprapunere a tuturor 
curenților periodici sinusoidali, care ar fi produşi separat de fiecare armonică în 
parte. 


Astfel, dacă forța electromotoare este de forma 
e Hy h V2 sin ot + #, V2 sin2at +... 


curentul rezultant este de forma 


i = I, /2 sin (wt — qı) + I, V2 sin ot — D) +... 
in care 


(9.94) 


tg Pn = R 


We În cazul cînd condensatorul are pierderi, apare şi un termen constant 
de forma, 


in care Ep este rezistenţa totală a circuitului, 
9,3,3,2, Rezonanta în regimul detormant. Din relaţiile (9.94) rezultă că, dacă 


1 
noc 


Nol = 
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ntru armonica de ordinul n, 
ă a curentului corespunză- 


adică, dacă este au ras de ec pe 
i itatea acesteia va fi maxima ȘI VA lative a Wn Wë 
SE Ee cu celelalte Sonic va Îi dt atit EEN = Sae rag ee 
T d | d 5 ure Š h = 
ire este mai mică. În aceste condiții, curly} fo e 
EE e de perioadă T va fi sensibil sinusoidal gi de pet ioadă 
Tin. Valoarea sa efectivă va fi egală cu citul dintre valoarea SE a armonicii 
de ordinul n a forței electromotoare Și rezistenţa ohmică a circuitu Ee SE 
Diferenta de potential la bornele condensatorului sau ale inducta fel 2 
deveni de asemenea foarte mare în raport cu forta electromotoare dată, perioada, 


ei fiind tot T/n. MOTTE 
Se armonicilor poate explica unele supratensiuni anor male care 


roducă în reţelele electrice cu cabluri, prezentind deci o capacitate 
SCH Stern SE regim deformant. Este unul dintre efectele supärä- 


toare ale regimului deformant. 


9.3.3.3. Studiul circuitelor electrice in regim deformant. Studiul circuite- 
lor electrice în regimul deformant prezintă unele particularități caracteristice 
acestui regim. În consecință, metodele folosite în regimul sinusoidal nu pot fi 
aplicate decît cu oarecare precauție. i a. i 

În general, metodele de studiu ale regimurilor deformante, utilizate in 
stadiul actual al cunoștințelor noastre in această chestiune, pot fi grupate dupa 
cum urmează : 

a) Metode în care se neglijează complet situaţia nesinusoidala a undelor 
de tensiune şi curent a regimului, energetic respectiv. Această metodă poate fi 
aplicată în cazul cînd coeficientul de distorsiune al celor două unde de tensiune 
si de curent este mai mic sau cel mult egal cu 5%. 

În calcule de primă aproximaţie se poate utiliza această metodă gi în 
cazul cînd aceşti coeficienţi de distorsiune sînt mai mari decît 5%. Trebuie 
observat însă, că eroarea de calcul crește odată cu creşterea coeficientului de 
distorsiune, iar concluziile la care se ajunge pot fi false. 

b) Metoda sinusoidelor echivalente. Această metodă constă în a înlocui 
undele nesinusoidale de tensiune şi curent prin sinusoidele lor echivalente si a 
studia, circuitul electric corespunzător, ca în regim sinusoidal. Metoda conduce 
SE in majoritatea cazurilor, la situaţii total discordante faţă de realitatea 

Fie, de exemplu, regimul energetic deformant definit de 


u = 200 |/2 sinwt, 
i = 100 V2 sinat + 75 V2 sin3ot. 


E, Pentru a determina, sinusoida echivalentă a curentului, trebuie să determi- 
m puterea activă absorbită de circuit. Avem : 


I = V1002 + 75% = 125 A; § = 200 x 125 = 25 kVA ; 


D = 200 X 75 =15 kVAD 


și deci, 


P — V25 — | Da = 20 kW, 
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Factorul de putere al sistemului este 


b= ss Dä 
S 


Pentru sinusoida echivalentă, avem deci, 
p = arc COS 0,8 = 36°50’ 
şi în consecinţă, sinusoida echivalentă a curentului este 
t = 125 VS sin(w t — 36°50’). 


Cele două sisteme sînt caracterizate prin aceeaşi putere aparentă, aceeași 
putere activa şi acelaşi factor de putere. Din punct de vedere fizic însă ele sînt 
complet diferite între ele. Într-adevăr, puterile instantanee în timpul unei 
perioade sînt în fiecare moment diferite între ele, fiind 


CG 3 00 


in sistemul dat si 


! 


PERUR 
în cazul utilizării sinusoidei echivalente. 

Pe de altă parte, în sistemul dat, factorul de putere este de natură 
deformantă, pe cînd în cazul utilizării sinusoidei echivalente este de natura 
reactivă. 

Metoda sinusoidelor echivalente reprezintă deci o simplă operație matema- 
tică lipsită de bază fizică. Ea poate fi considerată ca o primă aproximație, 
admisibilä numai în cazul cînd regimul deformant poate fi considerat încă 
sinusoidal (pentru 3 < 5%). 

c) Metoda analitică, aplicată la valorile instantanee ale diferitelor mărimi, 
este singura care corespunde unei situaţii reale ; metoda se utilizează folosind 
descompunerea în serii FOURIER a undelor de tensiune si curent si lucrînd cu 
aceste serii. Este evident că metoda este greoaie şi devine practic imposibil de 
aplicat în cazul circuitelor complicate. 

d) Metoda separării puterilor este o extindere a metodei corespunzătoare 
din regimul sinusoidal. Ea se utilizează la calculul unor circuite mai complicate, 
dar la care diversele noţiuni de puteri pot fi uşor determinate. Această metodă 
este o consecinţă imediată a teoriei fenomenelor deformante. 

e) Metoda suprapunerii efectelor. In circuitele cu caracteristici liniare, se 
poate aplica metoda suprapunerii în sensul că, descompunind unda periodică 
hesinusoidalä în armonicile sale, se aplică circuitului fiecare armonică în parte 
determinindu-se curentul respectiv, după care se sumează curenţii respectivi 
obtinindu-se curentul rezultant, 

BE vale prin tach tat pees a ee 
calculele făcute cu aceste mărimi Si fi a lic fi Get aa ul Sl a SE 
7 cu ace » Pot t aplicate fiecărei armonici luată în parte. 
um fazorii reprezentind diversele armonici nu se rotese cu aceeaşi viteză, ei nu 
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statică ; de asemenea diversele cantităţi 
ebuie să fie combinate între ele într-un 


ot fi figurati într-o aceeaşi epură 
complexe reprezentînd aceşti fazori nu tr 
acelaşi calcul. | | i 
După ce s-a terminat calculul pentru fiecare armonică în parte, fie prin 
metoda geometrică, fie prin metoda analitică, pentru a avea rezultatul se proce- 
dează in două moduri diferite, după rezultatul ce se caută : 
— dacă este necesar să se cunoască numai valoarea efectivă a rezultantei, 
atunci se calculează rădăcina pătrată a sumei pătratelor valorilor efective ale 


diverselor armonici ; 


— dacă trebuie să se cunoască valoarea instantanee a rezultantei, trebuie 


să se găsească valoarea instantanee a fiecărui rezultat obţinut pentru fiecare 
armonică în parte si numai după aceea se face suma algebrică a acestora. 

Cauza fenomenelor deformante fiind existența în circuitele electrice a 
elementelor neliniare, se pot aplica pentru studiul circuitelor în regim deformant 
metodele de studiu ale circuitelor neliniare. Metodele respective vor fi expuse 


în capitolul XI. 


04 PRODUCEREA REGIMULUI DEFORMANT 
9.4.1. GENERALITĂȚI 


Aplicarea teoremelor lui KIRCHHOFE unui circuit electric în curent alterna- 
tiv conduce la ecuaţii integro-diferentiale de forma 


EE ; 
dt zi KR = Gr (9.95) 


0 


care se rezolvă imediat dacă coeficienţii R, L si C sint mărimi constante În 
Ee dacă forța electromotoare din circuit si tensiunea aplicată la borne 
E seent A , Soluția ecuaţiei, curentul din circuit, este o mărime 

aceeași forma cu a tensiunii aplicate, avînd un defazaj oarecare 
fata de aceasta. ? J 


În ca, A > 0 oe SC 
functii de aM ue E ecuatiei (9.95) nu sint märimi constante, ci sint 
forma unei GE SE varea ecuaţiei este mai dificilă şi soluţia se obține sub 
e ent deaunn SE Rezultă dar că, într-un asemenea circuit curentul 
ent sau SE e nesinusoidal, chiar dacă forța electromotoare din 

D Seng a aplicata la borne sint perfect sinusoidale 

enea circuite formează ) à 
$ 11 D eye f a ara i ty ni ` ay ay 
care sint cauza, inițială gi unică, d H te deformante de prima categorie şi 

Ree i AA e producere a regimului deformant *. 

gorie de circuite aparțin j nat 
4 > d - A d 6 cl ` fi a|iniaP + 
intilnese foarte des in practică, Astfel See Soe de circuite neliniare şi se 
transformatoare cu fier saturat constit ie 1 TS „care, GOD Şi DODO ATA 
neliniare, i ituie un exemplu de asemenea circuite 


În consecinţă, orice circuit (Gr 
5: Sech d GI cuit n 1] AP Ti fy at ri r 
de regim deformant, eliniar poate fi considerat ca un generator 


? Vezi 9.1, 
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9.4,2, BOBINA CU MIEZ DE FIER 


9.4.2.1. Bobina cu miez de fier alimentată cu o tensiune periodică sinu- 
soidal&. În cazul unei bobine cu miez de fier, raportul dintre flux si curent nu 
mai este constant, chiar dacă fierul nu este saturat. într-adevăr, din cauza 
fenomenului de histerezis, acest raport este diferit pentru valorile crescătoare 
si descrescătoare ale curentului. Legătura dintre flux şi curentul de magneti- 
zare, oricare ar fi starea de magnetizare a fierului, este dată de relaţia 


No = Li, 


din care rezulta 


Dacă variaţia fluxului în raport cu curentul de magnetizare nu este liniară, 
inductanta L nu mai este o constantă şi bobina respectivă este un aparat de- 


formant. 
Fie o bobină cu miez de fier, al cărei miez se presupune a fi format din 


tole subţiri, bine izolate între ele, astfel, încît curenţii FOUCAULT să fie complet 
evitati. Fie u permeabilitatea fierului. Relația dintre fluxul ọ şi curentul ¿ nu 
este liniarä, ci are o forma oarecare corespunzind curbei de magnetizare a 
fierului. Pe portiunea rectilinie a caracteristicii de magnetizare, si neglijind 
fenomenele de histerezis, se poate scrie 


No = Li 


si dacă fluxul este periodic sinusoidal, atunci si curentul respectiv este periodie 
sinusoidal si în fază cu fluxul. 
Pentru porțiunea neliniară din caracteristică, ecuația generală de functio- 


nare a bobinei se poate scrie . 


do à 
dt 


u = Ri + N (9.96) 


N fiind numărul de spire si ọ fluxul produs. 


M VI 


Neglijind cäderea de tensiune ohmică Ri faţă de forța electromotoare de 
inducţie, și dacă se alimentează bobina cu o tensiune periodică sinusoidală 


u = U2snot, 


atunci fluxul căutat este dat de relaţia 


u ` UVT , 
do = — di = ER sin wt dt, 
N N 
de unde, 
Uys rt, | UVa Vo 
9 = ZE | sin ot dt = — uya COS al = uya sin | at — —}. 
n Jo No No 2 
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licatä bobinei cu miez de fier este 
si el periodic sinusoidal, însă este 


Rezultă dar, că dach, iensiunea ap 
periodică sinusoidală, fluxul rezultant este 


defazat cu = în urma tensiunii. 


Pentru a găsi torma curentului de magnetizare, întrucât nu se cunoaşte 


ecuaţia curbei de magnetizare 
p = Il 


se va proceda pe cale grafică. Se face la inceput ipoteza, ca ciclul histerezis este 
redus la zero, ceea ce este tot una cu a considera curba mediană a ciclului, care 
coincide cu curba de magnetizare a fierului. 

Se construieste curba de magnetizare dedusa pe cale experimentala, 
curba tensiunii aplicate si a fluxului rezultant (fig. 9.34). Fiecarei valori AA’ 


Fig. 9.34. Determinarea formei 
curentului de magnetizare. 


a fluxului, îi corespunde o valoare OA a curentului. Ducind ac à 

Inc | G eastă valoare pe 
ordonata punctului A’ de pe curba ọ = f(t), se obţine punctul A” al cartes 
i = f(t). Procedind in acelaşi mod se obţine curba căutată, care este simetrica 


fata de ordonata punctului SN si în fază cu o, dar care este deformată. 


p E analiza armonică a acestei curbe, se vaconstata că unda pe care © 
Ze a cones numai armonici impare în sinus si că dintre acestea, in afară 
de none fe E SE EE trei este foarte pronunţată şi în opoziţie 
mentală. Luînd ca origine de fază origi à j 
EN D 1 In a 
ecuația curbei curentului este RE | 


= V2 sin wt — I, V2 sin 3ot + » Tora V2 sin (2k + 1) = sin (2k + 1) af. 
n= 2 
Caleulind puterea cons i j ier 
enr BE a: n e umată în bobina cu miez de fier, în cazul în care s-a 


P= 5, U,I, cosy, = Ul, cos = = 0, 


DEA 


Bobina absoarbe numai putere reactivă 


Q = Ul sin — = UI 
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şi puterea deformatit 


D = Us, 


tensiunea find perfect sinusoidală, 

Fie acum cazul cind ciclul de historesis nu mai este neglijabil (fig. 9.35). 
Curba è = HI) se construieşte în acelaşi mod, Se obţine do data aceasta o curbă 
deforma, care nu mai este simetrică şi nici în fază ou fluxul, însă maximul său 
este în acelaşi timp cu maximul fluxului. Valoarea maximă a curentului repre- 
rentat de această curbă se poate determina prin caloul, Fio Za această valoare. 
Cimpul de magnetizare este 


7 
EH. = e As/m, 


l find lungimea bobinei. 


Fig. 9.35. Determinarea formei curentului 
de magnetizare în cazul cînd există feno- 
mene de histerezis, 


Inductia B,, va fi 


NI 
B Wise —+ T 
l 
si deci 
IB 
RE = A. 
HAN 


Inductia maximă B,, corespunde virfului ciclului de histerezis iar u este 


permeabilitatea magnetică a materialului, definită pentru această valoare 
maximă, 


Pentru calcule este util uneori a se determina sinusoida echivalentă a 
curentului de magnetizare. 


cazul cînd se neglijează fenomenul de histerezis, puterea activă absorbită 
: e e S ° N ` T : : D 
pe cireuit este nulă si unghiul de defazaj este Te ; curentul de magnetizare este 


in fază cu fluxul si în cuadratură în urma tensiunii, 
n cazul cînd nu se neglijează fenomenul de histerezis, curentul de magno- 
tizare este defazat înaintea fluxului cu un unghi a, numit unghi de avans histere- 


zis. Rezultă dar că defazajul curentului fată de tensiune este ~ — e. Puterea 


activă absorbită de circuit este 


be 


P= Ciel LH db Ulsin «. 
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Ba corespunde pierderilor in fior prin histerezis, care se calculează fie cu ajutorul 
relației lui STEINMETZ 

P=fV n Bh 
în care f este frecvența, V volumul de fier, » coeficientul de Zeg al mate- 
rialului, fie experimental, din curba de histerezis, cu relaţia 


P=f y| Has. 


MIT we = 
E e 
ei 


în cazul cînd căderea de tensiune Ri nu este neglijabilă, din relaţia (9.92) 
rezultă că nici fluxul nu mai este sinusoidal. 


Fig. 9.36. Bobină cu miez de fier 


ESA Secundar $ e d d 
alimentata cu curent sinusoidal. 


9.4.2.2, Bobină cu miez de fier alimentată eu un eurent periodic sinusoidal. 
Fie acum cazul cind alimentarea bobinei cu miez de fier se face cu un curent 
periodic perfect sinusoidal. Aceasta se poate obţine, daca în circuitul de alimen- 
tare, se intercaleazä un rezistor de rezistenţă foarte mare şi tensiunea alternatoru- 
lui este suficientă pentru ca să dea in aceste condiţii, curentul de magnetizare 
necesar (fig. 9.36). | 
Facind si in acest caz ipoteza ca ciclul de histerezis este nul, curba fluxului 
‘se determină grafic in acelaşi mod ca şi în cazul precedent (fig. 9.37). Se obţine 
o curbă turtită, à cărei analiză armonică arată că, în afară de armonica funda- 
mentală, cuprinde o armonică de ordinul 3 în fază cu aceasta, foarte pronunțată ; 
ecuația curbei fluxului poate fi scrisă 


p = Dsinot + O sin3at + 
00 

+ $ Doria Sin (2k + l)œt. (9.97) 
k=2 


Cunoscind curba fluxului, se 
poate deduce curba tensiunii la 
bornele bobinei primare, cu aju- 
torul relaţiei 


y = N de, 
at 


| Această determinare se poate 
tace we dacă se cunoaşte 
eouatia (9.97) a fluxului, dedusă 
Fig. 9.37, A : E 
St IN Determinarea fluxului, prin analiza armonică sau grafic. 
© Vezi 3.7,3,4, 
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Presupunind că unda de flux nu conține decît; armonica 3, se găseste 


w= N w 0, V2 cos wt + 3N w 0,2 cos 3wt = 


= U, V3 sinf o + SP U,V2 sin EI + SH 
\ 


în care s-a notat 
U, SH Nod, Si U, z 3N ob, 


unda fundamentală a tensiunii fiind defazată cu == înaintea undei fundamentale 


a fluxului, 
Luind ca origine de fazà originea de fazä aarmonicii fundamentale a undei 


de tensiune, ceea ce înseamnă a defaza toate tensiunile cu unghiul— = » se obtine 


u = U, V2 sin (ot + = = ae U, V2 sin 3 (ot + ea) = 


= U, V2 sinoi + U, 2 sin (o af | = DS sinoi — U, [2 sin3 of, 


adica, se obtine o unda de tensiune care are armonica de ordinul 3, in opozitie. 
Curba aceasta va avea acelasi aspect, ca si curba curentului din cazul precedent. 

Pe cale graficä se obtine, foarte usor, acelasi rezultat. Fie curba de flux 
descompusa in armonica fundamen- 
tala si în armonica de ordinul 3 in 
fază (fig. 9.38). Defazind armonica 


fundamentalä cu unghiul — SS fata 


de originea, O şi armonica de ordinul 3 
cu unghiul — = faţă de aceeaşi ori: 


gine, se obţine, la altă seară, armonica 
fundamentală a tensiunii și armonica 
de ordinul 3 a acesteia în opoziţie 
fată de armonica fundamentală. Re- 
Zultă imediat că unda rezultantă a 
tensiunii este o undă ascuţită, ase- 
Mänätoare cu unda curentului din 


cazul precedent, Fig. 9.38. Construcția grafică a curbei tensiunii 
Dezvoltarea în serie FOURIER a la bornele bobinei. 


uncției reprezentind această undă este de forma 
CO 
= 5 at nues oT Jin NNA WRC PP | 
= D, V2 sin wt — U V2 sin 3at + Y, Hau Sin (24 + 1) —sin (24 + 1) at. 


(ET: S 


9,4,3, ORIGINEA ARMONICILOR SUPERIOARE 


9,4,3,1, Armonica de ordinul 3, Pare paradoxal®, că aplicind unui circuit 
0 tensiune periodică perfect sinusoidalà, curentul rezultant este periodic nesinu- 


* Vezi 0.3,3,1, 
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soidal. Rezultă dar că originea acestor armonici nu este în unda de tensiune ȘI 


rebuie căutată în altă parte. 

S Dee circuit (fig. 9,39) alimentat de un generator care produce 0 unda 

perfect sinusoidală şi care are că utilizare o singură bobină cu miez de fier 

| - saturat. Se presupune că in conductoa- 
ele de legătură, nu se produce nici un 


| fenomen deformant. Unda de tensiune 
6 (~) L a generatorului 


u,= U, V2 sinot, 
Fig. 9.39. Circuit electric cu bobină cu miez de 
fier saturat, aplicată înfăşurării bobinei cu fier, con- 
j _ form legii lui Omm, produce un curent 
magnetizant î, perfect sinusoidal si defazat cu 90° in urmä (fig. 9.40), à cărui 
ecuaţie este | 
ne 
2 


„Conform celor ce preced, acesta dă naştere unui flux în fază cu curen- 
tul î, dar a cărui undă este turtită. Se presupune, pentru simplificarea 
expunerii, că unda fluxului nu conţine decît armonica de ordinul 3 în fază, 
Ecuația sa va fi deci de forma 


o = OW, sin (ot — +) + ®,sin3 H — +} 


i, = I, V2 sin [oi = 


Fig. 9.40. Mecanismul produ- 
cerii armonicii de ordinul 3. 


Fluxul periodi i 
odie nesinusoidal indy 
> n PTS r ` - o al induce in d p AA o 
electromotoare de inducţie dată de relația bobina cu fier, o forță contra- 


do 
Cis teri N te pe N 
| ne oD d T e Q 
S ail: cos (o1 — z) — 3 N w D, cos (so: -— =| = 
2 


= — H, V2 sin wt + Hy Vă sin Sat. 


Armonica fundamentalä a acestei forte contraelectromotoare este în 
opoziţie cu unda de tensiune 4, a generatorului, aceste două tensiuni compensin- 
du-se. 

Armonica de ordinul 3 a acestei forte electromotoare produce in infagura- 
rea bobinei cu fier un curent de magnetizare de frecvență triplă, defazat în 


` . T 
urma ei cu unghiul SS? 


i = — I, V2 sin 3 (or SES 
si care produce un flux in faza cu el 
os = — OD, sin 3 (ot — el 


Acest flux este deci in opozitie cu armonica de ordinul 3 a fluxului principal, 
pe care o anuleaza. 

Fluxul principal ramine astfel perfect sinusoidal, in schimb curentul 
de magnetizare va fi egal cu suma 7, + 7, a curenților, fiind astfel un curent 
deformat ascutit. 

Rezultatul coincide astfel cu cele stabilite mai inainte. 

Din cele ce preced rezultă că alternatorul furnizează numai armonica 
fundamentală à curentului de magnetizare precum şi curentul necesar pentru 
acoperirea diverselor pierderi (neglijate în cazul rationamentului de fafa). 
Inductanta isi produce singură armonicile de curent necesare propriei sale 
magnetizări ; înfășurarea alternatorului face parte însă din circuitul in care 
circulă acest curent deformant. În acest mod o bobină cu fier este un generator 
de regim deformant, un aparat deformant de prima categorie. 

Se poate vedea de aici şi sensul de curgere a energiei. Energia activă şi 
reactivă, circulă de la sursă către aparatul deformant, pe undele fundamentale, 
pe cînd energia deformantă circulă de la aparatul deformant către sursă pe 
armonicile superioare. 


9.4.3.2. Armonica de ordinul 5 şi următoarele. În raţionamentul prece- 
dent, s-a făcut aproximatia că acest curent periodice sinusoidal de armonică 
de ordinul 3 produce în circuit un flux sinusoidal de armonică de ordinul 3, 
ceea ce este în contradicție cu cele stabilite anterior. De fapt fluxul produs 
de acest curent este un flux turtit, care poate îi descompus într-un flux sinu- 
soidal de armonică de ordinul 3 şi un flux sinusoidal de armonică de ordinul 5 in 
opoziție cu acesta. 
_  Rationamentul se face la fel ca şi pentru armonica trei şi se ajunge astfel, 
din aproape în aproape, la găsirea originii tuturor armonicilor care compun 
unda de curent. 


9,4,3,3, Rolul general al saturatiei fierului si al fenomenului de histerezis. 
Modul de generare a armonicilor de ordin superior într-un circuit continind o 
bobină cu miez de fier saturat poate ti arătat şi pe o altă cale. 

Fie o bobină de inducţie cu miez de fier, avînd o rezistență R Si o induc- 
tanta de dispersiuni x, Se alimentează această bobină cu o forță electromotoare 
periodică e gi fie No fluxul total produs de cele N spire ale bobinei ; ecuaţia 
de funcţionare a bobinei este 

di dt 


e= Bi ha ta (9.94) 
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e a bobinei corespunde relației 

Nọ =í (4). 
sau histerezis, această curbă ar fi fost 
L fiind inductanta 
| arecare al caracteristici reale, curentul 
în două parti: o parte M 'M" =No/L, corespunzind prelun- 
girii dreptei OA si a doua M'M = 9. Curentul total va fi deci 


Curba de magnetizar 


Dacă nu ar fi existat saturație 
dreapta OA (fig. 9,41), avînd coeficientul unghiular L, 


totală a cirouitului. Într-un punct o 
poate fi descompus 


S No 
( = ð, 
5 Sp 


Ecuatia (9.94) poate fi deci, scrisa 


dg 
dt, 


e= Ri + A+ L)— ii, 


Daca fluxul saw curentul sint periodici sinusoidali, 3 nu poate fi 
sinusoidal ; totul se petrece ca si cum saturatia fierului si fenomenul de histe- 
rezis introduc în circuit o forță contraelectromotoare periodică nesinusoidala 


rezultat analog cu precedentul. 


Fig. 9.41. Curba de magnetizare a fierului. Fig. 9.42, Unda de curent redresat: 


9,4,4, ALTE SURSE DE ARMONICI 


9,4,4,1, Supapele electr 
mani prin egen „O supapă electronică este un aparat 
o diferenţă de potential Ee Sté functionarea sa : dacă i seaplică la borne 
A de cur d d d ea nu lasă să treacă decît curentul avînd 
avind. acceasi formă, cu tă va fi formată deci numai din jumătăţi de undă 
gi confundindu-se cu axa ‘i a tensiune pentru prima jumătate de perioadă 
(fig. 9,42), O supapă EE pentru cealaltă jumătate de perioadă 
0 rezistenţă neliniară, SAR ponte fi considerată ca un circuit format cu 
R = Const, şi pentru cealaltă mr CC nt À a eS aisle se pont 
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meoretie curba curentului este în fază cu curba tensiunii. Din cauza 
montajului însă, gi anume din cauza transformatorului care se foloseşte, ea 
va avea un defazaj oarecare, în general inductiv. Descompunerea în armonici 
a acestei unde dă o serie FOURIER completă, adică cu termen liber şi cu 
armonici pare şi impare. 


9.4.4.2. Fenomenul corona. La liniile de transmitere de energie electrică 
de mare tensiune se observă în jurul izolatoarelor, la locul de legare a conductoru- 
jui si chiar în jurul conductorului, efluvii de culoare violacee. Aceste descărcări 
se produc mâi ales, atunci cînd 
aerul este umed ; ele apar totuşi 
şi pe vreme uscată. Fenomenul, 
deşi foarte mult studiat, nu 
este definitiv cunoscut. El se 
produce în felul următor: din 
cauza cîmpului electric din jurul mutt ‘Pom Hy 
conductorului aerul se ionizeaza 
si la un moment dat dielectricul 
format din aer este strapuns. 
Efectul corona produce pierderi 
de energie care pot ajunge la 
valori destul de mari si produce, 
prin fenomenele deformante, 
efecte supărătoare mai ales asu- M44kV Them Hy 
pra liniilor de telecomunicatie 
invecinate. , 

Efectul deformant poate fi 
atribuit variației capacității 
sistemului care variază ciclic 
după o relație de forma 


C = C (1 + a cos2ot). 


Pînă la ionizarea aerului 
capacitatea sistemului este con- 
stantă si aplicîndu-i o tensiune 
sinusoidală se obține un curent 
sinusoidal (fig. 9.43, a). La ten- Fig. 9.43. Undele de tensiune si curent în efectul corona; 
slunea, critica, gi in momentul a) înainte de ionizarea aerului: b) şi ch după ionizarea aerului 
producerii descărcării, capacita- 
tea nu mai este constantă, ea urmînd legea indicată mai sus, curentul rezul- 
tant va fi deformat (fig. 9.43, b si 0). 


9.4.4.3. Alternatorul cu unda de tensiune periodică nesinusoidală. Prin 
însăşi construcţia lui, unda de tensiune a unui alternator este periodică nesinu- 
soidală, 

Eforturile constructorilor de maşini electrice se concentrează în special 
în à obţine o undă periodică de tensiune cit mai sinusoidală, intrebuintind 
pentru aceasta diverse artificii constructive, 

Armonicile undei de tensiune la bornele unui alternator pot avea trei surse: 

a) armonicile undei cimpului ; 

b) armonicile de dantură; 

el armonicile reacției indusului. 
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j À aceste c uni ieşind din cadrul lucrării 
Nu vom intra în amănunte, aceste chestiuni 10$ 


de She asemenea, felul înfăşurării induse 3 alternatorului poa e îi Oca 
importantă a producerii undei nesinusoidale à area a ahe Pale HER 
cu indusul presupus fără crestäturi**, la care de KE DEE | 
tanta dintre doi poli succesivi | 
(fig. 9.44 si 9.45). Fie a—b aceas- 
tă distanţă. Dacă c<(a —b), este 
evident că unda de tensiune va 
fi nulă pe o porţiune de peri- 


N s N 


RH poo oadă; ea va începe sa crească 
liniar pe măsură ce bobina pa- 
jm D v A 

trunde sub piesa polară, rămi- 


nind constantă atît timp, cit 
numărul de conductoare ramine 
constant sub actiunea fluxului 
emis de pol. Fenomenul se 
produce apoi în sens invers 
(fig. 9.440). 

Dacă c >(a—b), bobina este 
în permanență sub acțiunea 
polului (fig. 9.45). De data 
Fig. 9.44. Infasurare de alternator, a cărui latime de aceasta tensiunea va fi nulă 

bobină este Mai mică decît un inter val interpolar. ete S 7 
numai in momentul in care axa 
bobinei coincide cu axa neutra 

N S N a polilor. După aceea ea creşte 
liniar, din două motive: mai 


întîi, deoarece numărul de con- 


ductoare care este supus acti- 
unii polului către care se mişcă 


bobina creşte şi apoi, deoarece 
i numărul de conductoare, care 

— I sint supuse influenței polului 
ç pe care bobina îl părăseşte, 


scade. Cind bobina > părăsit 
complet ultimul pol, forta elec- 
tromotoare creste numai din 
prima din aceste cauze: ea va 
creşte deci de două ori mai încet 
decît în cazul precedent; în 
sfirsit, forta electromotoare rà- 


Fig, 9.45 Înfäsurare de altern x à d 
2, ator, a cărui lățime de mine constanta at i eine - 
bobină este mai mare decit un interval interpolar, tanthigtunel ona ny 


mărul de conductoare supuse 
i, e acțiunii unui pol rămîne con- 
stant. Aspect, Poorer ned. 1 pol rämine con 
tant - e de tensiune este arătat în figura 9.45, b 
Jez and ir rie ` Lë LS. NE ANS Se à à 
, n serie FOURIER aceste unde, se obtine 


- : e : 
29 RER | oe (— AL | RÉ (2k A 1) mb S (2k LT ne 
27 be Vë (2k + 1)? Oa - sn —— Sin (2h + 1) at, 


Qa 


S Vezi [41] pag. 293. 
Un asemenea alternator nu se mai construiește astăzi 
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După A. Porwr [41] tensiunea unui asemenea alternator cu indusul 
fără crestături şi cu poli alternafi este indepedentă de lărgimea polului, de lărgi- 
mea intervalului interpolar şi de lăţimea bobinei. 

în acelaşi mod se arată că şi în cazul alternatorului la care bobinajul 
este aşezat în crestăturile indusului, unda de tensiune obținută este periodică 
nesinusoidală si are curba formată din unul sau mai multe dreptunghiuri cu 
regiune de ordonată nulă. | 


în afară de armonicile provenite din cauza cimpului, se mai produce ar- 
monici datorite faptului că aceste crestături sînt; deschise şi deci se produce 
o variaţie a fluxului, precum şi din cauza saturatiei dinților. 

in sfirsit, dacă forța magnetomotoare a indusului, in loc să fie periodică 
sinusoidal’ de-a lungul indusului, are armonici, acestea produc cimpuri invirti- 


toare cu viteze de sincronism diferite, care provoacă pulsaţii ale cimpului 
principal şi armonici ale forței electromotoare induse. 


Sint o serie întreagă de măsuri care se iau pentru a se micşora efectul 
tuturor acestor cauze şi pentru a se obţine la alternator o curbă de tensiuni 
cît mai sinusoidală posibil. 

Este evident că un alternator, a cărui undă de tensiune nu este sinusoidală, 
este o cauză principală de producere a unui regim deformant. Un asemenea 
alternator constituie un aparat deformant de prima categorie. 


9,5. EFECTELE REGIMULUI DEFORMANT 


9.5.1. GENERALITĂŢI 


Un regim deformant poate produce într-o rețea electrică oarecare, efecte 
de diferite naturi. Astfel, poate lua naștere fenomenul de rezonanţă, care se 
poate produce pentru unele armonici ale regimului deformant, ale cărui efecte 
pot fi mai mult sau mai putin grave; un regim deformant poate fi, de asemenea, 
amplificat din cauza aparatelor deformante de categoria a doua care pot exista 
intr-o retea. Este suficient a reaminti inductantele cu fier care, fiind alimentate 
cu o tensiune periodică pur sinusoidală, curentul de magnetizare produs este 
deformat, pentru a se vedea cit de importantă poate îi deformația acestui curent 
dacă însăși tensiunea respectivă este deformată. 


Prezenţa în circuit a aparatelor deformante de categoria a doua poate 
agrava, efectele pe care le produce un regim deformant. 


Cunoaşterea acestor efecte este necesară pentru a preintimpina eventuala 
lor agravare sau pentru a găsi mijloacele de îndreptare. 


9,5,2, CONDENSATOR ALIMENTAT CU O TENSIUNE DEFORMATA 


Fie un condensator avînd o capacitate de C farazi, care este alimentat 
cu tensiunea 


u = ¥ (ULI sin kot + DU V2 cos kot). (9.99) 


LE 


| i e pierderi prin 
Presupunind că acest condensator este perfect, adică nu are pier 
dielectric, AEN ce-l străbate este dat de relatia (4.59) de unde, tinind seama 


de expresia tensiunii, se obtine 


à = Co S k V2 (U; coskwt — U; sinkwt) = 


k=0 


= Co Ÿ k yz | sin (ror + 3 + Uj; cos (koi + alk 


k=0 


în consecinţă, curentul rezultant este mult mai deformat decit tensiunea 
care i-a dat naştere, fiecare armonică fiind amplificată de un număr de ori 


. y ZE e 
egal cu ordinul säu. De asemenea, curentul rezultant este defazat cu ia înaintea 


tensiunii. | 
Exemple : 1. Fie un condensator de 32 UF alimentat cu o tensiune nesinu- 
soidală compusă numai din armonica fundamentală si armonica de ordinul 5, 


a = 100 sinat + 2 sin Doi, 


amplitudinea armonicii 5 fiind 2% din armonica fundamentala. 
Se găsește 


e JN sin (ot +7) +1 sin (5 0 rF) A. 


Se vede că in acest caz amplitudinea armonicii de ordinul 5 a undei de 
curent a devenit 10%, din amplitudinea undei fundamentale. De ase- 
menea, curentul rezultant este defazat cu (x/2) înaintea tensiunii. 

_ 2. Se aplica unui condensator o tensiune a cărei undă este reprezentată 
printr-o curbă formată din triunghiuri și a cărei ecuaţie este 


Mis 8U D 1 : Tr . | 
d = à GES iy sin (2k + 1) z Sin(2 k +ljot; (9.100) 
curentul rezultant va fi 
pe du LE BC. Ui je 1 ` T 
a EE EE Sin (2k + ke COs (2 k + 1) ot = 


elt 1 i SC 
=" ravir à Le (26 +1) — sin | (2k + 1) wt + =|: 


T° 


Se > „3 k a | 

fe eegne i — tr en laa Bd BO aseamănă foarte mult cu ecuaţia undei 
Vie i drept GE bit ou eosebiron că unda curentului obţinut este mai 
erger on rp meni negativi, — acei corespunzători lui k impar. 
| : plicind unui condensator o tensiune deformată triunghiulară, 


* Vezi [10] pag, 202, 
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aceasta amplifică deformatia și unda curentului respectiv este mai deformată. 
De asemenea, acest curent este defazat cu = înaintea tensiunii respective. 


Acest lucru se poate arăta calculind coeficientul de distorsiune al celor 
două curbe *. Pentru curba de tensiune 


U = 0,577 U. 


Reziduul deformant al curbei de tensiune este 
U= Ir = U? = 0,0665 U, 


de unde, rezultă coeficientul de distorsiune 


__ 0,665 $ 
= SN MED 


Pentru curba de curent se obtine la fel valoarea efectiva 


8Co U |/ 2 1 ; zr 2CoU 
== $= sin2 (Op E == 
Gi ER = Qk +1} a ) GER 


EE 


r? 


si reziduul deformant al undei de curent 


PLO ONG wee 


de unde rezultä coeficientul de distorsiune corespunzator 
òr = 65,47 %. 


Se vede imediat că 3, >>8 şi anume cam de 5,7ori mai mare. Curentul 
rezultant este deci mai deformat; decît tensiunea. 


9.5.3, BOBINA DE INDUCTANTA ALIMENTATĂ CU O TENSIUNE DEFORMATA 


Fie cazul unei inductante la bornele căreia se aplică tensiunea deformată 


dipole undă este reprezentată de o curbă a cărei ecuaţie este dată de relaţia 


Neglijind căderea de tensiune ohmică în această inductantà, curentul 
tezultant se calculează cu ajutorul relaţiei (4.58) si este 


DRE ji (7 Op 1 = L ss: 
= P u dt = ŞI G or U!/2 coskw t + E Ui Va sinko t ) = 
0 V 5 


4 o L ] 


EN 


væl ~ 


1 R Leer APR Tree Via” ; 
= E U; V2 sin (to t — z) + U! Vă cos (kot — elt 
Lo 1 k 2 k 2 


Se 


Pentru calcule s-au folosit tabelele lui Hir si GRADSTEIN : vezi [244]. 


409 


că o inductantä introdusă într-un circuit 
îmbunătățește regimul deformant, întrucit 
or, ceea ce le micgo- 


Rezultă din această relație, 
functionind in regim deformant bun j 
diversele aromnici de curent sint împărțite prin ordinul | 
rează importanţa, ES E : 

Pentru a vedea calitativ importanta acestel îmbunătățiri, să aplicăm 

deformată, a cărei undă este 


unei bobine de inductantä L aceeași tensiune d, 2 3 
format’ din triunghiuri (9.100). Rezultă un curent a carul undă are ecuaţia 


SUL. AS 1 ae: T 
= — A, a ` BI ; Train | (2h + 1) ot — —|: 
ere à Okan? Si (2k +1), f + 1) d 


Se observă uşor că, in acest caz, ecuaţia undei de curent se aseamănă 
foarte mult cu ecuaţia undei formată din arce de parabolă * , unda de curent 
fiind însă mai deformată, întrucît termenii seriei pentru care k este impar sînt, 
negativi. 

Dacă se procedează ca mai sus si se calculează coeficientul de distorsiune 


al curbei curentului obţinut, se găseşte 


ee ammm 


U e 1 3 8U 
i=] ———— gin? (2k 1) = =1,000396 ——_—— 
n? Lo V2 D (2k + 1) ine (2 + 1) 2 (e nLoV2 = 
8 U 
I SS ee 
a [2 Le X 0,019903 A 


sl deci, 
À dr = OH 
in acest Caz 

Òr < Òr 


Si ine de 5,77 ori mai mic. 

seca ae TID IMPORTANTA: Dacă pentru îmbunătăţirea factoru- 

Sg pr 5 e Anei rețele se folosesc condensatoare, fără à se fi examinat în 

în loc să SEH de funcţionare al reţelei, regimul deformant se va accentua şi 
unatateasca factorul de putere, acesta poate fi înrăutățit. 


9.5.4, EFECTE DIVERSE ALE FENOMENELOR DEFORMANTE 


În afară, de SEO séi ot 2 A d 
ENEE eg SC mal sus, fenomenele deformante mai pot pro- 
terea puterii. aparente, Zeen SE Printre acestea se citează creg- 
S > e s À 5 ; Leraerritor ae natere Mes) 7 it Sa, 
creșterea impedantei aparente ch le putere activă pe liniile electrice, 


Q F "ros ii 
AP a , Cresterea puterii aparente, 
x torit numai armonicii fundame 
arcuit, atunci cresterea de putere 


pie Dacă se notează cu S puterea aparentă 
i D ę H cu S puterea aparentă totală din 
aparentă este dată de relaţia 


Beitrag 
(9.101) 


* Vezi [10] pag, 205, 
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re 


e 


Tinind seama, că 
S= VAE gi 8 IST, 
relația (9.97) poate fi scrisă 


VRP e+ Di VE + Qi | Di GG 
č E ap pa ga V1 + ’ 
in care + este factorul deformant al regimului* . 

Dezvoltind in serie radicalul si oprind numai primii doi termeni ai dezvol- 
tării, întrucit valoarea lui +? este în general mică, se obține 


1 
I mN 2 
= -——T. 
b 2 


Fie, de exemplu, cazul unei distributii trifazate ** pentru care tensiunea 
periodică este practic sinusoidală, cu U,,= 5,2 kV si un curent periodic nesi- 
nusoidal, avind amplitudinea armonicii fundamentale de 122,85 A. Pentru 
acest caz s-a determinat, prin calcul, din oscilograma obţinută: P = 750 EW: 
Q = 180 kVAR ; D = 212 KVAD. 

Calculind factorul deformant al regimului, se găseşte 


= == = 0,076 
de unde, rezultă 
C= 3,1%, 
calculul fiind facut cu formula exactä, sau 
C = 3,8% 


calculul fiind facut cu formula aproximativă. 


_ 9.5.4.2. Creșterea pierderilor de putere activa pe linie. In ceea ce priveste 
pierderile de putere activă pe linie, dacă R este rezistența conductorului, atunci 
acestea sint date de relaţia 


/ > pı ek Q? + D! D 
EH Aua 


SU? 
în regimul sinusoidal ele se reduc la 
PL nd 
p=3R EE w; 
3U3 
SS 
* Vezi 9,3.2,6, 
** Vezi [40]. 
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deci, creșterea de pierderi de putere activ 
, 3 
Lite Dex, 


g = Er 


p ~ Piy 
în cazul exemplului precedent se găseşte 


Cy CL y ` 
SS 7502 + 180? 1,60%. 


antei aparente. Fie un circuit electric format 


R, o bobină de reactantä X, si un condensator 
danta corespunzatoare in 


9.5.4.3. Cresterea imped 


dintr-un rezistor de rezistenta Le 1 
de reactantä X, în serie. Dacă se măsoară impe 


regim sinusoidal, se găseşte 


Dacă se măsoară aceeași impedanta în regim deformant, se va găsi 0 
valoare Z’ care, în general, va fi diferită de Z. 

Se presupune că măsurătorile se fac cu aparate termice, astfel ca să nu se 
introducă erori prin măsurătoare. 

Să vedem care este sporul de impedanta datorit regimului deformant. 

Fie acest regim deformant, definit de unda de tensiune 


wu = Y U, V2 sin kot 


k=1 


si de unda de curent 


i = ȘI, V2 sin (kot — ol 


k=1 


Impedanta corespunzatoare este 


dar, 


ees VS ui 


# S-a res i-a INE à 
S-A presupus că tensiunea în regim deformant este sinusoidalà ; în cazul real 


D? 
(ER 
P3- Q? 1 dă 


in care sal a nnatiaia b 
8, este coeficientul de distorsiune al tensiunii și în general aa < | 
a “Su . 
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x este dată de relația ` E 


Proper D za" A 
eet oma ez apă 
a e T- 


saul 


ge y MOREL. EE ut soia; 
4 fo R? + (Xz — Xc)? AK, 


EP a> Ki 


1 
k=2 R2 + Gos rad 
€ 


K îiind o constantă. 

Se vede imediat că Z’ depinde atit de regimul deformant, cit si de consti- 
tutia circuitului, raportul Z'/Z = K putind fi mai mare sau mai mic decît 1, 
după cum circuitul este mai inductiv sau mai capacitiv. 


9.5.4.4. Creşterea erorii aparatelor de măsură. În general, prezența unui 
regim deformant influențează condițiile de funcționare ale aparatelor de masura 
si in special precizia acestora * . 

Această influență este mai puțin importantă la ampermetrele şi voltme- 
trele electromagnetice, electrodinamice si electrostatice, cu conditia ca echipa- 
jele mobile sä fie practic lipsite de piese magnetice saturate. 

Pentru aparatele de inductie aceasta concluzie este valabilă, numai dacă 
unda de curent sau de tensiune nu conţine termenul constant. Îr cazul cînd acest 
termen există, aparatul va înregistra întotdeauna în minus. Eroarea corespun- 
zătoare, avînd caracterul unei erori sistematice, va fi data de relaţia 


RTE En Ta 
Y°- Y2 —Y 
Y 


E = 


Influenţa este mai mare asupra wattmetrelor electrodinamice şi asupra 
contoarelor de aceeasi clasă (de tipul contorului THOMSON), Un regim deformant 
produce o mărire a erorilor acestor aparate. Aceste erori pot atinge în practică 
o roaro negativă de ordinul 7% pentru regimurile inductive. 

dw: H f -A apatat RAG ‘Oni axri ma taa n PSS < 
apei ne ne-a arătat că aceste erori devin pozitive pentru regimurile 
eme 


* Vezi [5] pag. 75, 
** Vezi [5] pag. 76. 
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tuati sînt teoretic ex licabile, dat fiind că erorile acestor aparate 
Pe a i DE j circuitului derivație. Astfel, pentru 


sint datorite, in primul rind, reactan(el 
armonicile de ordinul b, ar trebui să acţioneze asup! 
proporțional cu puterea dati de aceste armonici, 


a wattmetrului un cuplu 


P, = Up Ly COS Px 


Itmetrica a wattmetrului și 


în realitate, curentul care traversează bobina votin d 
mic decit curentul normal, 


care este proportional cu tensiunea U, este mai 
deoarece impedanta circuitului de tensiune 


i 
2,=VR +L o: 
ecit impedanta normală din cauza frecvenţei cores- 


este, în acest caz; mai mare d 


punzătoare. dt | 
Rezultă deci, că puterea dată de fiecare grupă de armoniei contribuie la 


formarea cuplului activ total al wattmetrului cu cantități mai mici decât acelea 


care contribuie la formarea puterii totale în circuit. 
Pentru contoarele de inducţie, regimul deformant poate să mărească 


erorile pînă la aproximativ 30% în minus. 
Măsura, energiei electrice cu un contor electric este egală cu numărul total 


de rotații efectuat de dise într-un anumit timp 


d 
W= | ©” dt. 


by 


în - < . 4 g A e 
E: cazul unui regim deformant, viteza de rotație a discului este dată de 
Ui; F 
k B? 


Det) E A Ky D 
k=1 k=1 


in Car d s S Q A 

Sen E GE K; SEH factori depinzind de elementele constructive ale conto- 

Gre 3 era ee ce caracterizează frecarile in contor, B inductia magnetică a 

P, puterea, dead. e de ER 
Ort? z; S e e H ét ` A PES 

nicii de tensiune de ordinul k. Ee EE 


Tinind seama că ` 
că un contor nu poate fi reglat decît pentru o singură armo- 


nică, functionind int j 
r-un r n EEN 
Ee regim deformant, indicaţiile sale vor fi întotdeauna 


Neglijind diferenta 
00 U2 
K, k E 
hk = 1 k R2 


care, în general, est i 
, este mică, eroarea unui i i > 
deformant este dată de relația ui contor de induaţie functioning în regim 


* Vez [11], 
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y Vlr 


PRE ee A kA KR 


Lt CS 


Nu se poate spune nimic apriori asupra acestei expresii a erorii contorului. 
într-adevăr, ea poate avea termeni pozitivi sau negativi, în raport cu pute- 
rea P, al cărei semn depinde de defazajul dintre undele de curent și de tensiune 
corespunzătoare ; ea mai depinde si de semnul expresiei K, — K,, care depinde 
numai de elementele constructive ale contorului gi deci este independenta de 
regimul deformant corespunzätor. Tinind insa seama de faptul că ordinul 
unei armonici superioare este un număr întreg, întotdeauna mal mare ca 
unitatea (E >1), este foarte probabil ca, în general, eroarea contorului să fie 
negativă şi, deci, un contor reglat în regim sinusoidal și functionind în regim 
deformant va indica în minus * . | 

Dacă în regimul deformant ambele curbe — de curent si de tensiune — 
au termeni constanti, contoarele de inducţie nu vor înregistra energia cores- 
punzätoare şi eroarea suplimentară, avînd caracterul unei erori sistematice, 


va D 
bai Uolo s 
ily db 2 


Aparatele termice cu fir cald sint singurele aparate a caror functionare nu 
este influenţată de regimul deformant ** . 


96. REGIMUL DEFORMANT ÎN SISTEMELE TRIFAZATE 
ECHILIBRATE 


9.6.1. FORȚA ELECTROMOTOARE PE FAZĂ A UNUI ALTERNATOR 


Într-un sistem trifazat echilibrat cele trei tensiuni produse de un alter- 


A H Q v A A DH T D D DÉI D 
nator sînt identice, însă defazate între ele in timp cu — din perioadă. Diagrama 
À 


fazoriala a acestor trei tensiuni se reprezintă prin trei fazori egali, avînd aceeaşi 
origine si defazati între ei cu 120°. Aceşti fazori se rotesc cu viteza de sincro- 
nism w, Și succesiunea lor normală este aceea a acelor unui ceasornic. 

Porta electromotoare produsă de alternator este în general periodică 
nesinusoidală. Dacă se dezvoltă în serie FOURIER fiecare curbă de forţă electro- 
motoare produsă pe cele trei faze, se obţine : | 


00 
— pentru faza I e = XK BIS sin kot, 

k=1 

CO tn 9 
— pentru faza IT ty = A A /2 sin ko ( — =) 

kel Sa 

= Kei s — Ir 

— pentru faza III Got = D A, V2 sin ko ( = ) 5 

kel o 


in care k este un număr oarecare întreg si pozitiv, 
IDSN | 


* Fapt confirmat de experiență; vezi [11 
** Vezi [5] pag, 12, | So 


coalitia pe ko in interiorul parantezelor, se obţine K: is 


e = y B, ¥2 sin kot, e 
kel se 


> SZ 2r 
enim E, V2 sin ko: — k sel , 


k=1 
Sa VS sin| ket + k 2 
em= ȘI Be V2 sin| kot + ka]: 
k=1 
Valoarea acestor expresil diferă după valoarea lui k. 


a) Fie k de forma ` | 
k = 34 “(a = 0,1, 2, -..) E: 


Se obtine : E: 
| se i co 
e; = Y Es, V2 sin 3a0t, | E 
ee | in 
A sh 
en = Y Es V2 sin (cot —2an) = Y Es V2 sin 3awt, 
a“=0 0 
et BA Ra a ci | 
an= ¥ Es V2 sin (30 ot+ 207) = K Es, V2 sin Saut. | 
a=0 0 | 
Rezultă dar că toate armonicile de ordinul 3, sau multiplu de 3, pe toate | 
cele trei faze, sînt in fază. Ele formează un sistem homopolar. 
b) Fie acum k de forma | 
k = 3a +1 (Gs ES (Mali PR aia aE 
Se obţine: | 
gr = VE,,1V2 sin (3x + 1) at, | € 
= 0 | 
Er = A, Bas 4.1 /2 sin (5 -|- 1) Go t — SE 
a=0 3 
éme A Boe i V2 sin | (Se + 1) ot + ai] 3 
KE 3 


De icir 37,1117, d NA 4 Nr 

4 BER eecht S poate RE de ordinul k = 3a + 1 (a = 0,1, 2,...) 
CH ce a Tazelor normală, adi | ER Se 

sornic; ele formează sisteme directe. ` că aceea a mişcării acelor unui opp 
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te 


i 


_ Dind lui a diverse valori particulare, se va găsi că armonicile de ordinul 
1, 7, 13, 19, ... (luînd în considerare numai armonicile impare care se întîlnesc 
în electrotehnică) satisfac acestei condiţii, deci formează sisteme directe. 
ol Fie acum cazul cînd 


k=8e—1 (a —0, 1, 2, ...). 


Se obtine 
= S Bas 9 V2 sin (3x —1)uwt 
à = 0 
ër = > Rail sin | (Be — 1) wt + =| 
Gast 


Ët A, Eu V2sin | (3 x — 1) ot — Sch 


a=0 


Din aceste expresii rezultă că armonicile de ordinul k = 3 « — 1 (x = 
= 0, 1, 2,...), adică de ordinul 5, 11, 17, ... (luînd în considerare, ca mai sus, 
numai armonicile impare) formează sisteme trifazate a căror succesiune de faze 
este înversă decit aceea a undei fundamentale, sau aceea a sistemului trifazat 
considerat. Aceste armonici formează un sistem invers. 

Cele de mai sus pot fi rezumate în următoarea schemă în care nu se iau 
in considerare decît armonicile impare, singurele care apar în sistemele de ten- 
siuni produse de alternatoarele trifazate : 


Ordinul armonicii | Ordinul sistemului trifazat 
1 4 7 14 13 J6 ... (3x +1) direct 

2 5 8 11 14 17 ... (3x — 1) invers 

3 8 9 12 15 J6 äs homopolar 


9.6.2. TENSIUNEA DE LINIE LA BORNELE UNUI ALTERNATOR CU FORȚA 
ELECTROMOTOARE PE FAZĂ NESINUSOIDALĂ 


Daca 
Ae SS (ape Se Gen SS GO 


este forța electromotoare pe fază, atunci tensiunea de linie este data de relaţia 
61 — ên = ëm = € VS. 


aie de calculat expresia acestei tensiuni în cazul regimului nesinusoidal. 
5e obţine 


ne. ae ae n e . 
gr — gu = Ÿ OD, V2sin kat — y D, V2 sin (ko t — ge = 
k=l Kel 


n — 
sch? BD, Va 2sin| kat — k = Le 
ra 3 2 


Astfel : 


iferi iversele armonici. 
Valoarea acestei expresii este diferită pentru di 


a) Pentru armonicile de ordinul 
yoso (x =0,1, 2, mie) 
se obtine e 
(AT err ES ÿ Ega 2.2sin[ 3e ot ri CU Bä SE = U. 
: a=0 
b) Pentru armonicile de ordinul 
e ien (cc 10) d 2, ...) 
se obţine 


S 2. V3 si Dott >| 
ĉr — Cr = 5 Zee V2. /3 sin | (3 ar ) D 6 


el Pentru armonicile de ordinul 


RS si TEE 0,2, ai) 
se obtine 


Ka ae Se | = 
«=0 


Din examinarea expresiilor de mai sus rezultă : 


a) Curba tensiunii între faze (tensiunea de linie) nu cuprinde armonica 
3 sau multiplu de 3. 


b) Armonicile de ordinul 3x + 1 (armonicile 1, 7, 13,...) sînt defazate 
înaintea armonicii corespunzătoare pe fază cu unghiul - 


c) Armonicile de ordinul 3x — 1 (armonicile 5, 11, 17, ...) sînt defazate 
im urma armonicii corespunzătoare pe fază cu acelaşi unghi =. 


În regim deformant, raportul dintre valorile efective ale tensiunii de linie 
și ale tensiunii pe fază este diferit de acela din regimul sinusoidal, pentru care 
acest raport este egal cu V3. 


n cazul unui regim nesinusoidal, valoarea efectivă a tensiunii pe fază este 


I, = VE ++ RRL. 
iar valoarea efectivă à tensiunii de linie este 


| Bin = 
= Te lëie 8, Wës Cu. 73)24 9. rs d EE ER CR ee 
Rezultä 
Fiu i 15 Ve EE 
Ey Bi + Bă EN EP + Ee + BL 


+9 
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de unde, se vede că în cazul regimului deformant, raportul dintre tensiunea 
compusă si tensiunea stelatä este egal cu /3 numai dacă alternatorul nu conţine 
armonici 3 sau multiplu de 3 pe nici una din faze. În caz contrar, acest raport; 
este mai mic decît 3. | 

Cazul examinat in cele ce preced corespunde la cuplarea in stea a infäsu- 
rănilor unui alternator. 


9.6.3. CUPLAREA IN TRIUNGHI A ÎNFĂȘURĂRILOR UNUI ALTERNATOR 
TRIFAZAT. 


Dacă se leagă în serie cele trei infagurari ale alternatorului, ca si cum 
s-ar face o conectare în triunghi a celor trei infasurari fără însă a închide triun- 
ghiul, se va obţine la cele două extremităţi libere o diferenţă de potenţial egală 
cu suma forţelor electromotoare data de cele trei înfășurări : 


u = Cr + ey + en = OT V2 sin x o efi + 2 cos ko): 


k=1 


Este uşor de văzut că pentru 


k = 3a +1 (@ =3 ii, 2560) 
suma 


1 + 2cos(3a + = = (i, 
iar pentru k = 3 «, paranteza este egală cu 3. Obtinem deci 


u = 3 Y, Es V2 sin 3 aut, 


a=0 


adică o undă formată numai din armonici de ordinul 3 sau multiplu de 3. 


3 Dacă se închide triunghiul, aceste armonici de ordinul 3 sau multiplu de 
se vor găsi închise în scurtcircuit, însă nu vor produce o intensitate de curent 
pres mare din cauza reactanfei interioare a alternatorului, care pentru aceste 
Ca este cel putin de trei ori mai mare decit pentru armonica fundamen- 
Say, Pentru à se evita această circulatie parazită de curent, care are ca efect 
Za ire à pierderilor prin efect JOULE, alternatoarele se leagă în general în stea 
astfel e armonicile de ordinul 3 sau multiplu de 3 să se anuleze. 
y KZ AD ff a nan p ami Ç { ~ L ee 
est R pazl transfor matoarelo mari, se foloseşte această proprietate a legării 
RE neni a fnfägurärilor unei armături tocmai pentru ca, prin producerea 
geg de ordinul 3 sau multiplu de 3, să se creeze un flux care să distrugă 
E Ae 3 sau multiplu de 3 ce ar putea apărea în întăşurările transforma- 
Ee aent noop transformatorul se construieşte cu o întăşurare tertiarà 
runghi, fie direct, fie prin intermediul unui 3 in 

| 16, | OL Int aparat de măsură, iar 
Fanstormatoarele cu troi inféenränt an nent qe, MASUTA, Lar 
oarele cu trei infäsuräri au întotdeauna o Infasurare în triunghi. 
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9.6.4, EFECTELE FIERULUI IN REȚELELE ELECTRICE 
TRIFAZATE 


ir trifazat cu conexiunea 
ie un alternator legat direct cu un transformator ) 
in e de ambele in făgurări (fig. 9.46). Fie v4, % Vo potenţialul i porns ge 
intrare ale transformatorului şi Vy potentialul punctului neutru. Tensiu p 
fiecare fază a transformatorului este 


Da, — Vy = El Ur, — Uy = 02; V0, — Vy = 09: 


Presupunind că între alternator și transformator nu există nici o cădere 
de tensiune şi că sarcina este echilibrată pe toate fazele, deci, 


Un = Vo; 
rezulta 
Vy = O5 Vo = 023; Va = C3; 


ceea ce înseamnă, că dacă 
tensiunile e, € Si e, ale alter- 
natorului sînt periodice sinu- 
soidale şi tensiunile V, V, Si 
v, de pe fazele transformato- 
rului sint periodice sinusoi- 
dale. In acest caz, fluxurile 
Fig. 9.46. Sistem trifazat. produse ®,, ®,, 3, sint peri- 
odic sinusoidale.. 
Din cauza magnetizärii fierului, curenţii ù, à si 7, sînt deformati *, in 
undele respective predominind armonica de ordinul 3. In sistemul trifazat, 
echilibrat însă, aceste armonici formează un sistem homopolar 


EE Esc 
— = 
ES — 
= = 


(Gah = Dalu = (alt = Ga sin Sat. 


_ Teorema I a lui KIRCHHOFF, aplicată punctului neutru al transformatoru- 
lui, trebuie să dea 


(da) ap Dal SIS (da) = 0 


ceea ce, în acest caz, nu este îndeplinit. Rezultă dar că ipoteza care a fost făcută 
nu este exactă gi deci | 


Vo À Uy. 


Pentru ca ipoteza, făcută să fie satisfăcută, este necesar ca undele de curent 
pe cele trei faze să nu conțină armonica de ordinul 3 sau multiplu de 3, ceea ce 
nu zéi posibil, 
à presupunem atunci curenţii i ca fiind periodici sinusoidali. Va rezul 
4 ` € . ta 
pentru flux o curbă turtită gi tensiunea rezultantă va fi detormată**. 
Tensiunea între faze este 


i Le i UT Bu es ër ri (9.102) 
* Vezi 9,4,2,1, 
99 Vez 0,4,2.2, 


420 


— “es. —— 


E T T TTT Agen, Se e 


w 


rezultă că ea trebuie să fie periodică sinusoidală, căci s-a presupus că forţa 
electromotoare a alternatorului este periodică sinusoidală. Tensiunile pe fază 
la transformator însă nu sînt sinusoidale. Rezultă de aici că vr este diferit de er. 


Luind 


dr = V, V2 sin wt — V, V2 sin Zut 


pu = V, V2 sin (or = a — V, V2 sin 3%t, 


se va obține 


o — va = V, V2 V3 sin (wt+ 30%); 
cum St 

er — ¢ = E V2 3 sin (wt + 30°), 
din relaţia (9.102) rezultă | 


H, = E, 
adică, armonicile fundamentale de tensiune sînt aceleaşi si deci, 
V, = E V2 sin ot — V, Vo sin 3%t. 


Diferența de potential între punctele neutre ale alternatorului si transfor- 
matorului, (Vo — Vy), se obţine aplicind teorema a II-a a lui KIRCHHOFF circu- 
itului OAA’NO (fig. 9.46) si este 


(Qh a Ga) ae (Oa, CA) AGEN) = (OR 


rezulta, ca, 


(vo — Vy) = (vo — 04) + (va, — Vy) = — e + v = — Vy V2 sinsot. 

| 

În consecinţă, punctul neutru al transformatorului nu se mai află la 
același potenţial cu punctul neutru al alternatorului şi nici la un potenţial 
constant ; el se găsește la un potential oscilant nesinusoidal datorit armonicilor 
de ordinul 3 sau multiplu de 3. 

Din cauza acestei diferente de potential, în cazul cînd între cele două 
puncte neutre există o legătură galvanică oarecare, între alternator şi trans- 
formator se va produce o circulație de curent cu undă nesinusoidală, formată, 
numai din armonici de ordinul 3 și multiplu de 3, care va avea ca efect printre 
altele, perturbarea liniilor de telecomunicatie vecine. În afară de aceasta se va 
produce un surplus de pierderi pe linia de transmitere a energiei electrice. 

| De asemenea, acești curenţi parazitari care circulă în mod permanent 
pot produce declanșarea intempestiva și dezordonată a releelor de punere la 
Pămînt a liniei, 
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Suprimarea armonicit de ordinul 3 şi multiplu de 3 se face adäugind trans- 
formatorului un bobinaj terțiar legat in triunghi deschis (fig. 9.47). 

Să presupunem, pentru simplificare, că tensiunile nesinusoidale de pe 
fazele alternatorului nu one decit armonicile de ordinul 1 gi 3. Tensiunile 
find deformate, rezultă că a fluxurile induse vor fi deformate. Aceste flaxuri 
vor induce în bobinajul terțiar, pe fiecare fază, tensiunile vj, v şi v, de aceeași 
formă cu tensiunile primare ty fe, Us, deci deformate şi defazate între ele cu 
18 din perioadă. în infüsuraren specială (terţiară) va rezulta tensiunea 


vi + oy + 0s = 3’ V2 sin 3%t. 


Cind se inchide intreruptorul Æ in bobinaj se va produce un curent care, in 
virtutea legii lui LENZ, se va opune cauzei care i-a dat naştere : tensiunea 7; 


Vi A 


K Fig. 9.47. Suprimarea armonicii trei 
la transformatoare. 


peee aral Ps vee produce un flux O; de sens contrar cu 0. În cazul cînd 
soar narea = tran: ormatorului este pertect echilibrată, aceste fluxuri se vor 
si er vor dispărea armonicile de ordinul 3. 
Ee aces se ranile Du Vay Ge Si deci si curentii respectivi, vor fi practic 
oe, tar electele perturbatoare datorite acestor armonici vor fi aproape 
plet anihilate. SEE 
Rationamentul fic im plifi 
1 ut pentri | ar R à în€ 
a da SST Tu à KE pant u pace de tensiune avind 
nesinusoi éi LA > poat sxtins pentru orice undă periodică 
usoidalä, care conţine armonici de ordin multiplu de 3, ; RE 
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METODE SPECIALE DE CALCUL ALE REGIMULUI 
TRANZITORIU 


10.1. GENERALITATI 


Problema rezolvärii circuitelor electrice, in special in regimul tranzitoriu, 
prezintă dificultăţi care sint cu atit mai mari cu cît configuraţia circuitelor 
este mai complicată. Într-adevăr, rezolvarea acestor probleme constă în găsirea 
curentului electric în diversele elemente ale unui circuit electric — răspunsul 
circuitului — atunci cînd la un moment dat — momentul iniţial, considerat la 
timpul 1 = 0_se aplică circuitului un semnal constind fie din modificarea struc- 
turii acestuia, fie din modificarea forţelor electromotoare care acţionează în 
circuit, fie din ambele simultan. 

Pentru aceasta este necesar a se rezolva un sistem de ecuaţii diferenţiale, 
de ordinul doi, liniare sau neliniare, care se scriu aplicînd circuitului cele două 
teoreme ale lui KIRCHHOFF, sau teoremele derivate, teorema circuitelor indepen- 
dente (curenţii ciclici) sau teorema perechilor de noduri (potentialele la noduri), 
alegerea metodei depinzind de simplificarile care pot fi aduse calculului. Gasirea 
soluţiilor acestor ecuaţii diferenţiale și mai ales problema economiei de timp pen- 
tru rezolvarea lor, a făcut ca matematicienii — $i în special inginerii — să 
caute metode de rezolvare cit mai expeditive. 

Dintre primele lucrări în acest sens trebuie menţionate acelea ale lui 
LAPLACE, care stau la baza calculului operaţional modern, şi pe acelea ale lui 
FOURIER. 

Introducerea calculului operaţional în electrotehnică se datorează lui 
HEAVISIDE, care l-a expus pentru prima oară în lucrarea sa „Electromagnetic 
Theory“ publicată în 1889 [130]. HEAVISIDE reducea orice problemă de circuit 
electric în care trebuia rezolvată o ecuație diferențială, la rezolvarea unei ecu- 
atii algebrice prin înlocuirea simbolului de derivare = prin litera p si acela de 

L 
integrare prin 1/p ; ecuaţia algebrică se rezolva în raport cu această literă după 
care se trece apoi, prin anumite procedee, la variabila iniţială t. 

= HBEAVIBIDE s-a mulţumit să dea numai procedeele de calcul fără a arăta 
justificarea lor gi nici sursa de inspiraţie. 

i N umerogi au fost cercetătorii care au căutat să dea o justificare matema- 
ah moone Imi RAVIDO DN. În 1917 J, OARSON [75] reuşeşte să dea justiti- 
BET com pletä a acestei metode operaţionale care se bazează pe 

ta LAPLACE 


o(p) = | eut f(t) dt, 
0 


A 


* Vezi [130] 
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plexi œ(p). 


care constă în transformarea, unei funetii de variabilă reală f(t) — funcţie ce 
intr-o funcţie de variabilă com- 


trebuie să îndeplinească anumite condiţii — 


ificări a metodei lui HEAVISIDE à fost 


Tot o consecință à căutării unei just 
alizate gi aplicarea lor la studiul cir- 


şi introducerea mărimilor complexe gener 
cuitelor electrice in regim tranzitoriu. P, 

Utilizarea calculatoarelor olectronice în rezolvarea problemelor complexe 
puse de funcționarea circuitelor electrice a necesitat realizarea de programari 
pentru intocmirea cărora calculul operational sub diverse forme constituie 
elementele de bază. În afară de utilizarea calculului operațional sub forma data 
de HwAvisipe, a transformării LAPLACE sau FOURIER, a integralelor FOURIER saul 
DUHAMEL, au mai apărut şi alte transformări — bazate în special pe transfor- 
marea LAPLACE— care au dat naştere la calcule operaţionale sau cu operatori, 
printre care metoda prof. JAN MIKUSINSKI de la Universitatea din Vargovia**. 

Expunerea completă a diverselor metode iese din cadrul acestui tratat 
si ne vom rezuma à da numai principiile de baza gi metodele de lucru respective. 


10.2 STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU CU AJUTORUL 
CALCULULUI SIMBOLIC AL LUI HEAVISIDE 


10.2.1. GENERALITĂȚI ASUPRA CALCULULUI SIMBOLIC AL LUI HEAVISIDE 


102.11. Simbolismul lui HEAvISIDE. Rezolvarea oricărei probleme de 
oe electric bes în rezolvarea sistemului de ecuaţii (3.194). 

n stu H . H = A ` à D = =£ a Ki - E 
LR a regimului per manent, in cazul cur entilor per iodici alternativi 
: li, rezolvarea acestor ecuaţii se face de obicei folosind fazorii. Transforma- 

ea ecuaţiilor scrise între valori instantanee în ecuaţii scrise între fazori consta*** 


în a înlocui în ecuaţia dată simbolul de derivare a prin jw si simbolul de inte- 
| d A 


grare (i )dt prin (jw)~1; sistemul de ecuații integro-diferentiale se transforma 


A i . { d l se ] ] $ ] Ki Sa í { | 
4 f ] $ A oe b f 


IL; = f; (jo) Mie AE Eer 9) 
de unde, pri ‘ans 
, prin transformarea inversa**** à A 
ca funcție de timp. se găseşte expresia curentului căutat 
HEAVISIDE, înaint iar x 

complexe în php ones „de a apărea aplicarea calculului cu cantități 
de ecuaţii diferenţiate pri | a propus o metodă de rezolvare a sistemelor 
reprezintă hain: AG ey ah gebrizarea lor cu ajutorul operatorilor p, care 
această operaţie Sc e SH oa p , care reprezintă simbolul de integrare, 
tive, ca și în studiul regimul procedentei; prin înlocuirea simbolurilor respec- 
sistemul de ecuaţii difero op permanent cu ajutorul cantităților complexe 

ira: renfiale devine un sistem liniar de ecuaţii algebrice în 


* Vezi 7,4 
** Vezi [187], 
vers Vezi 4,2,5,5, 
eg Vezi [130]. 
vase i 
Metoda Héavisipé a fost publicată în 1889, lar metoda 


ublica NNE | ein 
publicată de KENNELLY in 1893, cantităților complexe a fast 
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raport cu necunoscuta ce trebuie determinată, soluţiile căutate obtinindu-se 
apoi sub forma, 


ù = F, (P) (k =1, 2. . ,,n) 


Din această formă, prin regulile relativ simple date de HEAVISIDE, fără nici un 
fel de justificare, se trece la funcțiile de timp căutate. 

Trebuie observat că prin metoda lui HEAVISIDE soluția obținută pentru 
problema de regim tranzitoriu studiată este completă, continind atit regimul 
liber cît şi regimul permanent de funcţionare, constantele de integrare fiind 
perfect determinate; metoda însă nu este aplicabilă decît dacă sistemul are 
condiţii iniţiale de funcţionare nule. 


O metodă operaţională pentru rezolvarea ecuaţiilor diferențiale liniare, 
analoagă cu aceea a lui HEAVISIDE, a fost expusă de matematicianul rus M. Vas- 
CENKO-ZAHARCENCO în anul 1862, în lucrarea sa „Calculul simbolic si aplicarea 
lui la integrarea ecuaţiilor diferenţiale liniare“. 

Este foarte posibil ca HEAVISIDE să fi avut cunoștință de aceste lucrări 
cînd a elaborat metoda sa de studiu ale regimurilor tranzitorii. 

Utilizind simbolismul lui HEAVISIDE, sistemul de ecuaţii (3.194) se serie 


= : 4 th \ oe IA Ses een Di 
DE tr T P Lu th = 5 (Ra +a + x) GER Si ee 


k=l Si po Cit. 


(j =1,2,..., n) 


10.2.1.2. Citeva relaţii fundamentale ale calculului simbolic a lui 
HEAVISIDE, Pentru a se putea aplica metoda dată de HEAVISIDE si a determina 
expresia, în functie de timp a soluţiei găsite în funcţie de p, este necesar să se 
stabilească unele relaţii fundamentale. | 

a) Aplicarea operatorului p-" funcţiei unitate*, pentru n întreg şi pozitiv. 
Avem succesiv Te 


4 t 
2 Yt) = | di. 
H 0 
1 a 1 1 | 
— Y(t) = +4 mat, TA t at = L : 
D D H 11 Jo 2 
| Í U 
Jm Sak 0) = z| hdi; 
p p Di 2! 0 3 
in general, se poate serie deci 
rii) = À 
e. (t) = bet (10 1) 
E E 
” Vezi 3,6,2,8, 
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m oarecare. Pentru 


lioarea operatorului H TI | ar 
cazului precedent 80 foloseşte funcția gama* definită de relatia 


unoiei unitate, pentru 


T(n) = en e”? da, 
0 


avind proprietatea tunoţională 


T(n + 1) = mini, 


Pentin n întreg si pozitiv; funcţia gama devine functia factorialä 


Tin +1) = in) = al, 
T(2) = TA) = 1. 
Pentru n întreg şi negativ, functia gama ia valoarea infinită. Pentru n fractic- 


nar, funcţia gama ia valori finite bine determinate. 
| în aceste condiţii se găsește, pentru n oarecare 


cu 


un ie 10.2 
Ze p” H a T(n -|- 1) ( ) 
c) Aplicarea operatorului SE functiei unitate. Tinind seama că 
P a 
‘ Sos p — Se | k fans 
iai p+a DA ) pr 
= si de relatia (10.1), rezulta 
ye Nt) = 5 Peano te ==le mace 10.3 
p+a d) DA př () =e ( ) 


Din relaţiile lui EULER 
et“! = chat + shat, 


rezultä imediat 
—— : Y(t) = chat, 
(10.4) 
a _ , Y(t) = shat. 


p — a? 
Punind in relația (10,3) 
a = ja, 


* Vezi exemplu, [244] p. 320, 
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. paper A 


— 
rr ma à 
geen ` 

ie o 


so deduce 


—P_ Y(t) = ct = coswt + j Bin ots 


p + jo 
de unde rezultă* 
asi Ze ia Y(t) = cos wt. 
p? + w? 
(10.5) 
D o N = A 


Tinind seama de relația (10.3) se poate calcula expresia EEN Y(t). 
p a 


Într-adevăr avem 


1 2 p aţă = akent 
sec N e FASADEN Y(t) = EE EE 10.6 
Dia DE pra om a | 


În acelaşi mod, oricare ar fi expresia lui F(p) la care se ajunge, descompu- 
nind-0 în elemente simple şi aplicînd simbolismul lui HEAVISIDE se poate deduce 
funcţia de timp corespunzătoare problemei rezolvate. 


10.2.1.3. Teorema dezvoltării a lui HEAVISIDE. Fie expresia 


1 
Z(p) 


în care Z(p) este un polinom în p, avînd rădăcinile D (k = 1, 2, 3,. . m). 


Presupunind că termenul cu gradul cel mai ridicat are coeficientul egal cu 1, 
se poate scrie 


Z (P) = (P — P)(P — p2)...(p — mr)... .(p— Pa). 


Expresia dată poate fi descompusă în factori simpli 


1 A B K N 

-= fe e he zb A VV lb e (10.7) 

Zp) P—P, P= Ba P — Pa P — Pa 
ena respectivi determinindu-se prin regulile binecunoscute** ; se găseşte 
astfe ban 

1 
K = ed | 
NON 


"EE 


e La aceleași relații se ajunge și dacă substitulia indicată se fac 
Aceleași demonstraţie se poale face 


e în relaţiile (10.4). 
rădăcini multiple, 


șI pentru cazul cind Z(p) are 


D = ia (10.7 

Z'(p,) fiind valoarea derivatei funcţiei Z(p) pentru p = Pe Expresia ( ) 
se poate serie deci 

= (10.8) 


= Și enge gemenge d 


D Kei Se? “P= Pk 


-] aplicăm func- 
Să presupunem acum că as este un operator, pe care să-l ap 


tiei unitate; finind seama de relatia (10.6) rezultă 


Dt n 1 
ete = CRE (10.9) 
Z(p) yO VH Pr Z (pk) à px Z'(Px) 


Fäcind în relaţia (10.8) p = 0, rezulta 


1 1 n elt 
LINE , (10.10) 
zp) O T ZO + Zn zu 


4 
ne 


es T care constituie teorema dezvoltării lui HEAVISIDE., 
Pie À Derivind expresia (10.10) rezulta 


2 Se (10.11) 


nn / E: . Y (t) = 
ec Zip) (t) » TS 


În practică se aplică relația (10.10) atunci cînd polinomul Z(p) are o 
rădăcină nulă ; în caz contrar se aplică relaţia (10.11). 


10.2.2, EXEMPLE DE APLICAȚIE 


10,2,2,1, Stabilirea unui curent electrice continuu într-un circuit eleetrie 
induetiv, Considerind un circuit electric format dintr-un rezistor de rezistență 
ft legată în serie cu o bobină de inductanţă L si alimentat de o sursă avind forţa 
electromotoare continuă H. ecuaţia dé funcționare a acestui circuit, scrisă sub 
forma simbolică, este 


(R + Ip) = Ð, 
de unde se deduce 


ES = (1) = £ =a t — SE bi — t e Y(t): 
t 
t dE Se a E 
Lp Lp 
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——_ 


ie 


Tinind seama că 


şi de relaţia (10.1), se obține 


Se obţine apoi 


relaţie binecunoscută şi dedusă direct pe altă cale*, 


10.2.2.2. Stabilirea unui curent alternativ sinusoidal într-un eireuit 
inductiv. Calculul direct. Fie un circuit format dintr-un rezistor de rezistență 
R şi o bobină de inductantä L legate în serie si care se închide pe o sursă de 
forţă electromotoare alternativă sinusoidalä**. 


e = E V2sin ot. 


Ecuația de funcţionare a circuitului este 
Ri+L— = H US sin ot, 
sam aplicînd simbolismul lui HEAVISIDE, rezultă 
(E A Lp)i = E VO ein ot. ` (10.12) 


LA b 1 an 
Punind sin ot = erla — CL cum în paranteză avem diferenta a două 


mărimi complex conjugate, se poate găsi soluția ecuaţiei (10.12) dacă se 
rezolvă ecuaţia 


(R + Lp)i = cn al (10.13) 


‘l se ia, din soluţia, obţinută, de două ori partea complexă, 
= SN 
* Vezi 3,6,2,1, 


** Problema se rezolvă în același mod si dacă e = E y i 


2 sin (ot + rin des i 
€ în doi termeni, după care se aplică principiul superpoziţiei, Pha p ER 
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Din ecuatia (10.13) se deduce 


E 1 1 glot p 


— 
ae N um © 


GE 1 
L 


Punind 2. = pees = a, ju = A gi finind seama că 
L L 


2j 
1 he. 
a D p? Paws 29 
Lu == 
D 
d 
se găseşte succesiv* 
1 EM — À ert a Saad 
tels a + À a+ À 
P 
CR e o pe Les] 
a À 
D. Fes + 
P 
si deci : 
R 
2 j Ser 
a a Ie 1 Lee — & GN E 
2j Ii A 
—— + jo 
1b 
<< | R 
1 EV2 L(R—jL =: =f 
— 1 EV2 HO jhe) [cos wt + j sin ot — e EL 
2j L R24 o 
* PRG ALP a A 
Avem git = — — (e^ — 1), 
D A 
2 2 
Le ANIMALES Ne E 
AS 
3 
AS TENTE PI ENTREE CE LR Ci 
p? O at 
de unde , Ld 0.9539 el FOR EAE AEE REAA ay E EN EN GC. OC CDD 
1 gàl = et [1 a Ven A + d. Kee A — 
14 2 À A À AN 
aif o ga g? í 
nine er e tae 
1p f a a “+ À a “+ A 
| Ai 
À À 


de unde efectuind produsul gi luînd de două ori partea complexă, rezultă* 
| E > 


Q 1 2 LU ea | 
i= — Bin [(wt— p) + sin pe r], 


adică tocmai relația (7.1). 


10.2.2.3. Stabilirea unui curent alternativ sinusoidal într-un circuit 
inductiv. Calculul cu ajutorul teoremei dezvoltării. Ecuația operațională care dă 
curentul este tot (10.12); pe de altă parte, din relaţiile (10.5) rezultă 


sin wf = —P® PE 
| p? + w2 


astfel încît relaţia (10.12) devine 


(kR F Lp) = E V2 po AA 
kon) 
de unde rezultà 


d = BS GE 
(P? + w*)(R + Lp) 


Membrul al doilea al acestei relații este de forma (10.11) aga că i se poate aplica 
teorema dezvoltärii. | 


Rădăcinile polinomului de la numitor sînt 
Pi = + jo, P: = — Jo, Ps = — 
iar derivata sa 
Z'(p) = 2p(R + Lp) + L(p2 + 02). 
Se găsește astfel, 
Z(p) = 2jo(R +j Lo), Z'(p:)= — 2 jo(R — jLo), 


Z! (ps) = LE SE o?) NOR Enr 


1 
L 


Cu aceste elemente relaţia (10.11) ne dă 


d — jot — jai L WS: 
er | se eR |e 
2j(R + La — 2 j(R — j Lo) R? -p Le? 
E V2 got — g=jwt glot + got Gen &, 
=- FE haben dg I 
RE + Lot | 2] 4 2 + Los = 
E V2 


= R 
= [sin (ot — @) + sin pe 724, 

adică aceeași relație ca mai sus, 

PRR 


La ena 
* S-a notat tgp = ye 4 = RTL Dei. 
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4 j Lë ‘ 
: ul TI wpm nu mai este astazi 

| | vorational al lui ECHAVISIDIE DU ON e VA 
OBSRRVAȚIL: BO Sen istorică, Wxisth totuși cazuri in care 


utilizat; el nu mai wre deett 0 po a do exemplu în programarea 


| utilizate, © 

| 1 np sint încă utilizate, 
Jo date de IIDAVISID ful og 

orale d a unor pProcese electrotehnice 


IONAL LA STUDIUL 
“UTILIZAREA CALCULULUI OPERAT 
Le CIRCUITELOR ELECTRICE IN REGIM TRANZITORIU 


10.3.1, TEORIA CIRCUITULUI ELECTRIC AL LUI HEAVISIDE 


e wh € A. à € % (ech D 
10.3.1.1. Definirea răspunsului tranzitoriu, Problema fundamentală care 
a fi rezolvat te enunta astfel : 
mează a fi rezolvată se poate enur kota E | 
"enge dată o reţea pasivă și disipativă, în echilibru” | în 4 Coa 
înainte de momentul t = 0, dacă la momentul t=0ise apies 2 forţă e SCH 
motoare oarecare, se caută distribuţia curenților gi potentialelor în repe 
un moment {>0 oarecare. ee Te eue 
Fie o reţea buclatä oarecare, îndeplinind condiţiile indicate, ave n 
bucle. La momentul t = 0 se introduce bruse în circuitul buclei k o forță e ec- 
tromotoare unitate Y(t). Ourentul care va circula in circuitul buclei J la momen- 
tul t>0 va fi o anumită funcție de timp Au (t). Acest curent se numeşte 
răspunsul tranzitoriu al circuitului | în raport cu circuitul X. 
Aplicind teorema reciprocităţii, este ușor de arătat că Aw (t) = Ay (t). 
Cei n curenţi independenţi, constituind răspunsurile tranzitorii ale reţelei 
sint de forma 


A Klee Gi em Da em! [Re(p,) < 0] (10.14) 


gi se vede că aceste răspunsuri tranzitorii tind către zero cînd ¢ tinde către 
+ ©; pentru aceasta este necesar și suficient ca determinantul coeficienţilor 
necunoscutelor sistemului de ecuaţii (3.194) să fie diferit de zero. 


. 10.3.1.2. Teorema lui PomPEY. Cunoaşterea răspunsurilor tranzitorii ale 
unei reţele date este suficientă pentru determinarea curenților care apar in 
buclele rețelei dacă forța electromotore aplicată în bucla k este o funcţie de 
timp oarecare e(t). 

Functionarea retelei fiind liniară, dacă la timpul ¢ = 0 se aplică buclei 
À none electromotoare constantă H, atunci curentul care apare în bucla } va fi 
5: u(t); dacă însă forța electromotoare constantă se aplică la timpul t = 0, 
a pe, curentul corespunzător este H A y(t — 9). 

Acestea fii stabilite, să presw act A g : 
LAVE ae H vbilite, Să presupunem acum că, în locul forței electro- 
‘Clam k sol d an e g aplică o forță electromotoare oarecare E(0), care actio- 

CUI in TVA Vi Hd VS A TR ank 
170 ment: ve ervalul de timp 0 e [0, t). Să considerăm curba sa reprezen- 
“ai neple de timp (fig, 10.1) gi să impärtim intervalul de timp (0, t) în 
intervalele parţiale A, | amp (0, ¢) Ù 


(0, li); (4, ole, (tao t) 


emm 


dimensional este un curent și nu o Era indieială de transfer a buclei Lin raport cu bucla k: 


» 
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San 


28 _ 


2] À si fie 


5 à P =H, Blt) RRE = 2, 
| Intervalele de timp considerate fiind suficient de mici, se poate considera 
că forţa electromotoare E(0) care acţionează în circuit în intervalul (0, t) este 
egală, între aceste limite, cu suma forţelor electromotoare, sensibil constante 
E, actionind de la 0 la œ, nulă pentru 0 < 0, 
AP = E, — E, actionind de la t, la œ , nulă pentru 6 <t,, 
e A,# = FE, — #,_, actionind de la t, la oo, nulă pentru 6 < t, 
b În intervalele de timp de la EO 
Ei i la dia „numai primele à + 1 forte 
à electromotoare sint diferite de zero 
si suma Jor este ARE | PERO ape SAI tats 
D | UW ea one | ORE UE 
E PORC Ho) EE ae (E 
— Bia) = E, = E(t;). 
E | A EA SSO 
i În fiecare moment 6, cuprins Rea Eee TT 


între zero si t, forţa electromo- LE 

toare Hy produce un curent* H,A( 6) AE 

| si trimite in circuit, in intervalul 

| de timp de la zero la t o sarcină 
electrică 


— =e = =e = 
ee o ` 
——_—— — — 

SS ee mm 
— m = m + eee ` mm 


ZE ` At di 
t 


At 


t 
EB, | A(0)d0. 2 
0 


A doua forță, electromotoare i 
E — E,, actionind numai de la Fig. 10.1. Curba tensiunii aplicate, 
momentul ż înainte, produce in 
fiecare moment 6 din intervalul de timp (t, t), un curent 


(E — Bal A (8 — t) 
Și, în același interval de timp, trimite în circuit cantitatea de electricitate 


t 
(B, — Be) | A (6 — t) d0, 


d 


fau făcînd schimbarea de variabilă 0 — t = 4, 


t—t, t—ty 


A(u) du = (B, — By) A(6) dð. 


0 


(He By) f 


0 
ne 


+ ` 272 : a try ` at 
AU fost suprimaţi indicii pentru a simplifica scrierea. 
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28 — o. 229 


GR ET 


i itatii de electricitate trimisă 
i mod, se găseşte expresia cantității c A 
E KO gc electromotoare aplicate. Cantitatea de electri 


citate pe care o primește rețeaua va fi deci 


(ET 
ES | — j ` OU dé, 
Q = Bo | AOAO + (P, — By | EE RR í A(0) 


t 
0 
0 
care poate fi pusă sub forma 


t—t —t t 
A(ojao — | 


0 


o=2,| | A(0)a0 — | Aan |+...+ 


0 0 


Aal 


= tt, 
A(6)d0 + Z, | “ARON doodt ZA A(0)de. 
het t—te 0 


(10.15) 


Aplicind teorema mediei fiecäreia din integralele expresiei (10.15), dacä 
D este un moment convenabil ales in intervalul de timp 


baa i (2 SE 0, 1, 2,. . sn); 
se obtine : 


Q = GE A(t — 65) + (ta — t) EA — 0,)+...+ (t — t,) E, A(t — 0,). (10.16) 


Dacă facem acum ca numărul de puncte t,, in care am impartit intervalul 
(0,t) sa tindă către infinit, intervalele corespunzătoare vor tinde către zero şi 
suma (10.16) va tinde către integrala 


eg, | 
() = | Pro A(t — 0)d0 (10.17) 
0 
iar curentul respectiv* 
un N af 
iod \ E (6) A(t — 6)a0. (10.18) 


Făcind schimbarea de variabilă t — 0 = T, relația (10.18) se poate serie 


d (9 


dE E(t — +)A (+) (dx) 


Bau, trecînd la vechile variabile 


a [| f a 
dt W(t — 0) A(0) d0. (10.19) 


Relaţiile (10,18) și (10,19) constituie teorema lui 


N — r— 


POMRY, 


* Este vorba de curentul produs în bucla 1 de forța electromotoare inserată în bucla Lé 
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` d tent» ` ke, 


AE bei M 


10,3.1.3. Alte expresii ale curentului i. Efectuind derivarea relaţiilor 
(10.18) şi (10.19) se obţine 


t 
i = A (0)E(t) +f E(0)A'(t — 0)40, (10.20) 
0 
t 
i = E(0)A(t) + | A(0)E/(t — Dn. (10.21) 
0 
Facind schimbarea de variabilă t— 90 = +, ca mai sus, după revenirea la vechea 
variabilă, se obţine 
t 
i = A(0)E(t) + | E(t — 0) A'(0)d0 (10.22) 
0 
t 
i = E(0)A (t) + | A(t — 6) E‘(8)d6. (10.23) 
0 


OBSERVAȚIE: Relaţiile (10.20) — (10.23) pot fi deduse direct, pe o cale 
analoaga aceleia care a condus la stabilirea relatiilor (10.18) si (10.19), pornind 
insa direct de la curenti*. 


10.3.1.4. Calculul răspunsului tranzitoriu. Relaţiile (10.18), (10.19), 
(10.20), (10.21), (10.22) şi (10.23) arată că pentru determinarea curentului i(t) 
este suficientä cunoasterea räspunsului tranzitoriu. 

Sa considerăm în rețeaua dată circuitele k sil; dacă în circuitul k se aplică 
forța electromotoare pi [p fiind un număr real sau complex, în ultimul caz 
îndeplinind condiţia Re (p) >0], curentul permanent care va circula în circuitul I 
va fi** 


Ge (10.24) 
Za (P) 
In această relaţie 
A(p) 
Z DE 
x (P) Mu (p) 


este impedanta de transfer de la circuitul k la circuitul l, unde A (p) este deter- 
minantul impedantelor reţelei date, M,,(p), minorul corespunzător elementului 


Le 


Zu: iar impedantele 


1 
e Pes ot 
Du ut D A 


“nt impedantele proprii gi mutuale (de cuplaj) ale circuitelor***, 


* Vezi [4], pag. 454, 
"P Vezi 4,3,6.1, 
79» Se presupune reţeaua rezolvată prin meloda buclelor, vezi 2.3.6, 
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cuitului la un moment 
itoriu, a cărui expresie 
de relatia (10.24), un curent 


ta electromotoare este aplicată cir 


N for a dh 
în cazul cind activ va apărea un curent tranz 


i irouitul resp 
dat, atunoi în cireuitul vva Ge 
se obține adiugind curentului permanent, dat 


liber dat de relația (10.14); vom aver deci 


S Pl 10.25) 
j= — = D cm Pm E 4 ( 
Z(p) m 


Pe de altă parte, relația (10.21) ne dă direct curentul din circuit, cînd 


se aplică forte electromotoare BU) = e. 
Se găseşte astiel 


| t 
t =6 Er 
i= Ali) +\ SCH A(6) 20 = At) + pe | em A( 0) d0. 


Cum acest curent trebuie să fie identic cu curentul dat de relaţia (10.25), rezultă 


è 
spé d y Cats cha! — A (t) + pe’! | er A (0) db, 
Z(p) m 0 


sau, împărțind ambii membri ai acestei expresii cu el, 


ê 
1 el Dit A \ e Pi —DÉA 0 dü 
—— + Sem Bn © M (î)s +p| S ( à 
zp) | éi “nb 0 


Fäcind acum ca t să tindă către + oo, cum Re (p) > 0 şi Re (Pm) < 0, se obţine 
EE p| «=»? A (6) a0. (10.26) 


Rezultă dar, că răspunsul tranzitoriu, a cărui cunoaştere este necesară 
si suficientă pentru determinarea curentului corespunzător aplicării unui circuit 
o forţă electromotoare de o formă oarecare, este legat de impedanta de transfer 
printr-o ecuaţie integrală. Această ecuație integrală, numită integrala lui CARSON, 


dă o corespondenţă între funcţia A (t) şi functia dh (p) = + Funcţia d(p) 
(p 
se numește imaginea functiei A (0), în sensul lui CARSON, A (0) fiind origina- 


lul funcţiei d (pi. 


Integrala CARSON reuşeşte să justitice întregul procedeu de calcul al lui 
HEAVISIDE. ; 


Formula (10.26) este dedusă din formula 


Ga 


p (p) = | i (t)e- dé (10.27) 


0 


Boilă transformarea lui LAPLAOR gi care ef 
ȘI formula (10,26), Bineinteles că existent 


436 


ootuează acceaşi transformare ca 
2 transtormărilor de mai sus este 


rů p ` gf nm, 


Se 


bte A., gëf, re bd 


—> 


> 


conditionatà de anumite proprietăţi ale funcției f(t), condiţii ce sînt în general 
îndeplinite de funcţiile din fizică şi în special de acelea intilnite în electrotehnică, 
Între formulele (10.26) si (10.27) există relaţia de legătură evidentă, 


Y (p) = P » (p). (10.28) 


Transformarea lui CARSON nu diferă deci de transformarea lui LAPLACE 
decit prin factorul p, care a fost introdus de CARSON pentru ca justificarea mate- 
matică a regulilor date de HEAVISIDE să fie cît mai corespunzătoare. În special 
pentru a se obține pentru imaginea funcției unitate a lui HEAVISIDE chiar 
unitatea. | 

„La început, şi mult timp după aceea, s-a utilizat in calculul operational 
numai formula de transformare (10.26) a lui CARSON. 

În ultimii 20 de ani, foarte mulţi autori* utilizează Şi recomandă folosirea 
formulei de transformare (10.27) a lui LAPLACE. În afară de aceasta, secţia a, 
5-a** a Societăţii electricienilor francezi, după o anchetă susținută, în şedinţa, 
din 6 iunie 1944, a făcut de asemenea recomandarea utilizării în problemele 
de electrotehnică a formulei de transformare (10.27). Această recomandare a 
fost adoptată ulterior și de Comitetul Electrotehnice International. 


10.4. UTILIZAREA TRANSFORMĂRII LAPLACE ÎN STUDIUL 
~ REGIMURILOR TRANZITORII 


10.4.1. DEFINIȚII ȘI TEOREME FUNDAMENTALE 


Fără a da demonstrațiile matematice corespunzătoare şi metodele de 
stabilire, transformarea lui LAPLACE se bazează pe următoarele definiții şi 
teoreme :*** 

Definiţia 1. Fie o funcție realä**** f(t) de variabilă reală t definită pen- 
tru { pozitiv astfel, încît dacă 

a) f(t) este integrabilă în orice interval finit cuprins între două valori 
pozitive ale variabilei şi dacă | 


b 
b) integrala f(t) di tinde către o limită cînd a tinde către zero, atunci 


există integrala, 


b—>00 
a—}0 


co | b 
| e" f(t) dt = lim | e-f (t) dt < oo (10.29) 
0 a 


M Care o este un număr real. 

Oricare ar fi funcţia f (t) limita inferioară a numerelor reale o care satisface 
ecuația, (10.29) se numește abscisa de convergență absolută a funcţiei f(t), Ea 
Se notează cu o,. 

Integrala (10.29) se numeşte integrala lui LEBESGUE si funcţia f (t) se zice 
că este transformabilă prin transformarea lui LAPLAOE. 
PP pe 
Ciuc * Printre aceștia cităm pe Mc. LACHLAN, HUMBERT, PARODI, ANGOT, DOETSCH, PIPES, 

HILL, WAGNER, KONTOROVICI, GARDNER $I BURNS etc, 
** Care se ocupă cu problemele de telegrafie, telefonie si radiocomunicatii. 
Yes Vezi [116]. 
**** În cazul cînd f(t) este o funcţie complexă, aceasta se descompune în cele două compo- ` 


hente ale sale care pot fi tratate separat ca funcţii reale, 
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d 
| 
\ 


integrala 


Teorema 1. Daca funcția f(t) satisface, ecuația (10.29) 


00 b 
| e seat = lim | et (t) dt, (10.30) 
7 Ge 
ma o + jo, pentru orice valoare 


variabilă complexă de for HIE, | 
in care § este 0 p care este analitică in semiplanul 


o > Ou» Se transformă într-o funcţie ọ (8), 


SE Integrala (10.30) constituie transformarea lui LAPLACE. Ea asociază funcţiei 


f(t), de variabilă reală t, o funcţie ọ (8), de variabilă complexă SE „Funcţia 
ọ (s) se numeşte imaginea funcției f (t), care se numeşte originalul funcţiei ¢ (s). 
Transformarea LAPLACE se notează simbolic prin relația 


o (8) = EDD (oa < 9) (10.31) 


si care se citeşte e (5) este imaginea funcției f(t), © fiind simbolul care 


indică acest fapt. 
Funcţia e (s) este o funcție asociată funcţiei f(t) şi nicidecum o funcţie 


care să reprezinte aceeaşi mărime. 
Definiţia 2. Inversa transformării lui LAPLACE este definită prin relaţia 


e= {eff (0) = f(t) EH [9 (s)], (0 < t) (10.32) 


si care se citește, funcţia f(t) este originalul funcției ¢ (s). 
Teorema 2. Dacă e (s) este imaginea unei funcţii f(t) atunci 


1 
27) 


o+jo 
| 8 cto(s)ds = f(t) (0 < t) (10.33) 


în care co > ca si j = /—1. 
Ecuatia (10.33) constituie reprezentar OE à sde A 
poarta denumirea de formula lui EE a renier H 
Aug SE 7 ; Unicitatea transformării £. Dacă f(t) satisface ecuația 
Această SE eae E Soso s a michiel AG DCE 
Les atile integralei definitä (10. 
Teorema 4. Unicitatea transformării £-1. Daca f(t) este originalul ance 


(8), pune A) Deg Een (10.29) si transformarea, £-1 este unică, adică 
E cflei o(s) este egală cu f(t) pentru orice valoare a 


p j . | 


£,(t) si £,(t) satisfac ecuati 
\ À atia (10.29) si au res iv i ini : 
aca a și b sînt constante sau variabile SE ALES 
D d H l 


£ [a f(t)] = i} o(s) 
Şi 


£ [a flt) + d 440] = a 
J] = 49,(8 b 
Ee ) £ b 9, (s). 


saul, | 


“tun, 


a | 
Dare 
AD) 
"Dei 


Chia 
Lal 


).31) 
Care 
deet 
latia 


).32) 


0.33) 


De asemenea, dacă ois), 9, (8) și pA(s) sint respectiv imaginile funcţiilor a 
Ba f(t) si f,(t) şi dacă a b sînt constante sau variabile diferite de s sau t, — 
atunci 


e-i [ap(s)]=af(t) (0 e OM 
2-1 [a qu(s) + oda = afi(t) + Aa (0 <t). 


Aceasta teoremă stabilește caracterul de liniaritate a transformării lui 
LAPLACE şi a inversei sale şi se deduce din proprietatea de liniaritate a integra- 
lelor definite. 

Teorema 6. Imaginea unei derivate. Dacă funcţia f(t) si derivata sa f(t) = 


= = satisfac ecuaţia (10.29), şi dacă 9(s) este imaginea funcţiei f(t), 
atunci 
e ff (= se(s) — £(0). (10.34) 


Pentru demonstrarea acestei teoreme se opica funcției f’(t) ecuația (10.30) 
obtinindu-se | 


EE eat f(t) dt. 


0 0 


Primul termen se reduce la — f(0), iar al doilea este egal cu s¢(s) şi se 
obtine astfel relatia (10.34). 

Teorema poate fi extinsä gi la calculul imaginilor derivatelor de ordin 
superior, dacă acestea satisfac ecuaţiei (10.29). Rezultatul se obţine aplicind 
succesiv relația (10.34). 

Se găsește astfel 


St = 8? £ f(t) — sf(0) — H (0) = sè p (s) — SD) — E ui: 
in general se găsește | 
££” (t) = 8” o (8) — 8"711(0) — 87 BÉID — ... HTH (0) (10.35) 
OBSERVAȚII, 1. Daca 
£(0) = £'(0) = 240) =, = DCH (0) = 0 
atunci relaţia (10,35) se poate sorie 


££ (t) = 8" @ (8). 
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serie în general 


9, Relaţia (10.35) se poate 


ef) = a” (8) aoe 5; gt} fik- 1) (0) 
bel 


i integrale. Daca functia f(t) satisface ecuatia 


in care f(t) = f(t), 
basch: atunci integrala sa 


a 7. Imaginea une 
(10.29) gi imaginea sa este (8), 


fD (1) = | f(t) dé 


satisface de asemenea ecuația (10.29) și 


e | [10 d = — ef (t) + tv (0), (10.36) 


unde fl-» (0) este valoarea pentru t = 0 a funcției primitive a lui f(t). 
Pentru demonstrarea teoremei, se aplica funcției | f(t)dt ecuaţia (10.30) 


i se integrează prin parti. 
4 În general dacă 


f (t) = \\\ a, EU (at) 


£ | {i= (t) | = — o (8) + Z fi-a (0) 


ze: 0) = e (8) +28 (0) + nam 


[Creer ss Oe 8 e. vc . n: d T 


se gd mae 8) + Ver LE 


N e 


În cazul unei integrale definită 


| £ (t) dt, 
0 


aplicind ecuaţia (10,30) se obține 


t 
£ | Res | 8 ei 
f \ ttdi | - | | un de fa = Aer (10.37) 


în general se găsește 
erty Aad EE h eist 
£ [| at, | dt, 24 see f(t)dt = a. ‘ 
d 0 0 5 


matia Din cele ce preced rezultă că transformarea lui LAPLACE transformă, in 
esenţă, operațiile de derivare şi de integrare in simple înmulţiri și împărțiri 
asupra variabilei s. În aceste condiţii, cu ajutorul transformării lui LAPLACE, 
foarte multe probleme de analiză pot fi PA) Lem A 
transformate in probleme de algebra. 

Se ajunge astfel, pe cale riguroasa 
matematică, la principiile calculului ope- 
rational enunțat de HEAVISIDE. 

Teorema 8. Translajia variabilei s. 

10.36) Dacă se dă o creştere + À variabilei s şi 
dacă o(s) = £ f(t), atunci 


ẹọ (S + À) = £e™ f(t). (10.38) 
Teorema 9. Translatia variabilei t 


(fig.10.2). Fie f(t) o funcție care indepli- 
neşte condițiile (10.29) astfel că 


f(t) = 0 pentru t < À 


f(t) 4 0 pentru t > À 


Și fie (8) = £ f(t). Dacă se dă o creștere 
+ à variabilei t, atunci Fig. 10.2. Translatia variabilei t: 
| a) spre dreapta (A<0); 
- D a 3) Si b) spre stinga (À >0). 
| .) = ets o(8). 10.39 

Ge În aplicarea teoremelor 8 si 9 se 
comit de multe ori erori si anume, se 
confundă funcţiile 


f(t — a) nulă pentru t < 0 


f(t — a) nulă pentru t < aA, Fig, 10.3. Funcţia f(t} E a 
Care nu < aneaagi Jee ` 
| au aceeași imagine, Într-adevăr, fie funcția (fig. 10.3) 
i(t)=t—a pentru ¢ = 0 


31) 4 
10 | LI) = 0 pentru $ < 0. 


funcții este 


gı (8) =| 


Imaginea acestei 
2 geg ER ` ST L 
e" (t— a) dt = -3 : 

0 
Să considerăm acum functia (fig. 10.4) 


Li =t— a pentru t >a 


f,(t) = 0 pentru t < a. 


Această funcție nu este 
f(t) =! „pentru t > 9 
f(t) = 0 pentru t < 9 
căreia i s-a dat o translatie către dreapta. 
Imaginea acestei funcţii fiind 


Ss ? 1 
26) = | et dt = —,» 


2 
0 S 


Fig. 10.4. Funcția f,(t) = t —a 


imaginea funcției f(t) va fi 


si se vede imediat că 
i(8) # Pas). - 


Teorema 10. Schimbarea scării timpurilor. In ipoteza că £ f(t) = o(s), 
imaginea functiei f KE este 


t 
ef E = HOC (10.40) 


Această funcţie corespunde j ij , 
luată de > n SS Ras unei functii de timp la care unitatea de timp a fost 


Este evident cà == j i 
că dacă À = SS atunci relatia (10.40) devine 


Teorem jvarea f iei, à = 
a 11, Derivarea funcției imagine. Dacă, p(s) = £ f(t), atunci 
? 


det 
em — E HD 
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alta decit funcția 7 


co 


şi 


et 
$ 

| 

` 
$ 

U 

` 

i 

E 

E 


ro e 


În general 


OO) ere 
ds" 


Teorema 12. Integrarea funcției imagine. Dacă aal = £f(t), atunci 


o(s) ds = a2 (10.41) 


8 


Inteerind de n ori in raport cu s şi între aceleasi limite, se obfine 


(asf asf ds A p(s) ds = Sek 


S *8 


Teorema 13. Teorema produsului sau teorema lui BOREL, Daca qu(5) = Lf, (t) 
si 9,(s) = £f(t), atunci 


en EEN géi List, (6 — +) dr = ef f(t — r)fo(r) dr (t > +). (10.42) 


0 “0 


Se obisnuieste a se numi operaţia (10.24) un produs de compoziţie sau o 
convolutie si să se noteze | 


Şi deci relaţia (10.42) poate fi scrisă simbolic 


PAS): Pas) = © (6) + fa(0)] = © [£,(¢)  £, (0)]. 


Teorema 14. Dacă o(s) = £f(t), atunci 


dann ` ` 


EI SE 
dt? ds 


ZC) — CLR ring Ss 
$t at” zg Sc p(s) med A. gh "RÉh-u o | , 


ds Rx 


care s-a notat £(0) = f(0). 


De asemenea 


D 
em =o = ch (8) ]; 


` D 
ei" SR a (—1)" SC [s (8)1. 


în general E | 
em GROS ("= H = A. NEE (0) | 
at” ds” k=l 


Această teoremă este utilizată la rezolvarea ecuațiilor diferențiale liniare 


cu coeficienti variabili. 


10.4.2. TRANSFORMAREA ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE $I INTEGRO- 


DIFERENȚIALE 
10.4.2.1. Transformarea ecuaţiei diferentiale de ordinul doi. Fie ecuația 
diferenţială 
AU; BS + Cy = Ki) | (10.43) 
dt? dt 


in care A, B, C sint constante cunoscute. Funcţia necunoscută y este o funcţie 
de variabilă t, ca şi funcția cunoscută f(t). Funcţia necunoscută y se numeşte 
funcţia răspuns, iar funcţia cunoscută se numeşte funcţia semnal. 

Presupunind că toate funcţiile ecuaţiei (10.43) satisfac ecuaţia (10.29) 
si aplicind transformarea lui LAPLACE se obţine 


d?y dy d?y dy 
g me e = ——> Been —— 
[4 sol AS + BST + C&y= E än 


Punind* 
£f(t) = (8) şi £y(t) = (8), 
și {inind seama de teorema 6, relaţia (10,43) devine 
A[s*y(8) — sy(0) — y'(0)] + Bsn(s)—y(0)1 + Cals) = ais, (10.44) 
În această expresie i itiile ini 
_ 4 y(0) si y'(0) reprezintă condiţiile initiale pe care tre- 
buie să le îndeplinească funcţia y(t) si se vede de aici cum p tine seama de 


aceste condiţii chiar în timpul operațiilor de transformare, 


————— ee 


* pis) se numește ima i 
e i ginea funcţiei semnal s ) ; ; 
funcţiei răspuns sau imaginea bim mhal sau imaginea semnal si y (s) se numește imaginea 
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EE 
L 2 


Lé 


as 


or 


cu 


Sa 


RHenatia (10.44) poate fi scrisă 


(As? + Bs + 0) n(s) = eil + (As + B) y(0) + Ay’ (0), (10.45) 


este o ecuaţie algebrică in s gi se numeşte ecuația transformată a ecuaţiei 
diferenţiale (10.43). 
Rezolvind ecuaţia (10.45) în raport cu (s) se obţine 


1 
As? Bs+-C 


"al [e(s) + (As+B)y(0) + Ay’(0)] - (10.46) 


Funcția 7(s) este prin definiţie funcția imagine a funcției y(t). Coeficientul func- 
Gei ņ(s) din ecuaţia (10.45) se numeşte funcfia caracteristică, deoarece ea carac- 
terizează complet, fenomenul fizic exprimat prin. ecuaţia diferențială. Egalind 
cu zero această funcție, se obţine ecuația caracteristică a ecuaţiei diferențiale. 
Inversul funcţiei caracteristice se numeşte funcția sistemului ; în general 
această funcţie poate fi o fractie la care numitorul este funcţia caracteristică. 
Funcția sistemului cuprinde într-o singură funcţie toate mărimile care caracte- 
rizează sistemul fizic. 
Funcţia din membrul al doilea al ecuaţiei (10.45) se numeşte funcția de 
excitație. Ea cuprinde imaginea funcţiei semnal şi condiţiile initiale, acestea, 
din urmă formînd funcția inițială de excitație. Funcţia de excitație conţine 
toate elementele de excitație aplicate sistemului. Ecuația (10.46) se poate 
exprima astfel 
Esau nca funcţiei răspuns) = (functia sistemului) - (funcţia de excitație). 
Cunoscînd funcţia imagine 7(s), prin operaţia inversă se poate găsi funcția 
original y(t) aplicindu-se transformarea 


9 — e-1 (s) + (As + B)y (0) + Ay’) | _ i 
Oe ee cpa es VU) 


cu condiția Os. 


= 10.4.2.2. Transformarea ecuaţiei integro-diferentiala de primul ordin. 
Fie ecuatia integrodiferentiala 


A = + By + oly dt = f (t) (10.47) 
( 
in care y este o functie de timp, y (0) si yf» (0) fiind valorile iniţiale ale sale 
și ale primei sale integrale, 


= Presupunînd că toate condiţiile de posibilitate a transformării lui LAPLACE 
sint indeplinite și procedind ca în cazul precedent, se găseşte succesiv 


efa ES + By + Ch de | = A ee + Byte dt at |= Stu 
( 


BAU 


A [8n (8) — y(0)] + Ba (8) + d OCH Syn 0)] = 2 (8), 
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de unde 
Cy" (0). 


aere" KEE 


Din această ecuaţie se deduce imaginea funcției răspuns 


cy” (0) 

p(s) Ay (0) + 7 

GR ee EEN 

n (8) = s 
ASP B+ 

5 
care poate fi scrisă şi în acest caz >, E KÉ (ee 
(imaginea funcției răspuns) = (functia sistemului): (functia de excitație). 


Cunoscind funcţia imagine 7 (s), se poate găsi funcţia original y (t) prin 


operatia inversa 
Cy HO) 


o (s) + Ay (0) + 
g=1 N (s) — oi _ > 


CG 
Ree 


3 . 


cu condiția 0 < t. : 


10.4.3. IMAGINEA UNOR FUNCŢII UZUALE 


Găsirea imaginii unei funcții oarecare se face aplicînd ecuația (10.30) si 
calculind integrala corespunzătoare. 


10.4.3.1. Imaginea unei constante. Fie 


HOS: 
Ecuația (10.30) dă imediat 


deci 


Sl E 
E 


imaginea functiei unitate *, 


-e 


se 


* Vezi și 10,4,3.5, 
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ER suc 


a 
H 


10.4.3.2. Imaginea funcției exponenfiale. Fie funcția 


î (î) = et, 


în care À este o mărime oarecare, reală sau complexă. 
Introducind-o în ecuaţia (10.30) se obţine 


s[e] = - =, (10.48) 


Pentru aceste transformari, imaginile corespunzätoare au un sens in planul s 
numai in cazul cind partea realä a marimilor s + À este pozitiva. 


10.4.3.3. Imaginea functiilor circulare şi hiperbolice. Tinind seama că 
transformarea lui LAPLACE este liniară, imaginea funcţiilor circulare si hiperbo- 
lice se obţine scriind expresia lui EULER a acestora. Astfel, pentru funcţia cos a t, 
în care a este un număr real şi pozitiv, se obţine 


1 1 ; 1 1 1 
€cosat =— ` Let 1 citi — Sdt a (1049) 
2 2 2 | s— ja s+ je s? + a? i 
În acelaşi mod se găseşte 
OnM of = seet (10.50) 
s? + g? 
. . s cos bd —asind as + 
© cos (at + L) = cos U £ cos at — sin Y £ sin af = aa e 
; si + ei st + ei 
in de + kk: ft 
Rien Gh) = BEAR eae 
in care s-a notat 
a, = cos Ù, b, = sin V, go = — asin dr, by = «cost, 
a 8 
Le“ cos Bt = Te, Liema sin BUE N 0 
(s + a)? + Pi (s + a} + 6° 


OBSERVAȚIE. Aceste relaţii se obţin imediat aplicind teorema 3 a 
translatiei variabilei s£, 


£ ch at = Geen: (10.51) 
£ sh at = 4 es . (10.52) 
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10.4.3.4. Imaginea funcției puteri a lui t. Fie funcția 


f(t) =t 


care, introdusă in ecuația (10.30) gi efectuind calculul, dă 


: (10.53) 
în cazul general, pentru îti) =, procedind ca mai sus şi integrind prin parti, 
se obtine relatia de recurenţă 

em E (k = 1, 2, ...)%)s | 
din care rezultă uşor 


Guns, ` (10.54) 


stt1 


Aplicind teorema 8 a translatiei variabilei s se găseşte 


git ert Te (10.55) 


SEA 
10.4.3.5. Imaginea funcției unitate. Funcţia Y(t) definitä astfel incit* 
pentru t<0 Y(t) — 0 
pentru t>0 Y({)=1 
se numește funcţia unitate a lui HEAVISIDE. 
Aplicînd: ecuaţia (10.30) se găseşte imediat imaginea acestei funcții 


BuO) Se | (10.56) 


Functia unitate poate fi definitä in raport à origi 

te poa e aport cu o altă origine. Astfel, de 
ES, ea poate fi definită ca fiind nulă pentru t < ty si avind SE 
eier Ga EE caz, imaginea ei se obţine fie direct, aplicind 
e opine e integrare t si co, fie aplicind relaţia (10.39) a 


a em fas 
Zeene | (10.57) 


S 
nenn 


* Vezi 3,6,2,3, 
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ee mm PT 


33) 


Eë 


Funcția unitate este folosită pentru a se exprima.cä o funcţie f (t), repre- 
yentind o anumită excitație este aplicată, sistemului la momentul t = 0, ea fund 
nulă înaintea acestui moment. O astfel de funcţie se va serie | 


ELE art) 


| În general, funcţia Y (t) este subînteleasä şi nu se mai serie, însă trebuie 
inut seama că, întotdeauna funcţiile care reprezintă anumitele excitafii ce se 
aplică sistemului trebuie să fie nule înainte de momentul aplicării lor, adică 


pentru UZ o. 


10.4.3.6. Funcția impuls și imaginea ei. Funcția Y’(t), nulă pentru orice 
valoare a lui t în afararintervalului AS 


| 0<t<E, 


t 


č fiind oricît de mic voim, se numeşte ` 
funcția impuls (fiz. 10.5). În afară de 
aceasta, în intervalul de timp considerat 
ea are o Valoare astfel încît 


Este vorba deci de o funcție care este 
foarte mare într-un interval de timp foarte | | 
mic şi care determină, cu axa absciselor Fig. 10.5. Funcţia impuls. 
o suprafaţă a cărei arie este egală cu 1. 

Pentru a gäsi imaginea acestei funcţii să presupunem că în intervalul 
considerat ea are valoarea A, astfel încît A& = 1. 

Aplicînd ecuaţia (10.30) se obţine 


ci s D DS sé 5 : E 
LY (t) = et Y (t) o = lim | est Y” (t) at = lim | est A dt = 
+] 0 e 6-20 Ka 


2711 ELAI 0 ` 20; y 5% CR 0 , 


= lim Zu — 607) = 1 
2—0 sé ` 
și deci 
etil, (10.58) 
Dacă se compară relaţia (10.58) cu relaţia (10.56) se vede că 


EY (t) sasea), 


A Rezultă deci că funcția impuls poate fi considerată ca derivata funcției 
Hnitate, Pentru aceste motive ea se notează cu Y' (t). Functia impuls se maì 
Umeste gi funcția impuls a lui DIRAC. | 
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10. j | Lou o UP) 
i functia unitate, funotia impuls ponte fi definiti în rapor D dul 

get bac Bate deiten tate tog defini on fiind nulă pentru i < fo d A ar ° 
şi da avind o valoare constantă A în intervalul fy şi to “+ & astfel încât AG =. 


ER ROUE este aplicind transformarea lui LAPLACD (10,30) intro 


geit NN + Es oaloulind limita cînd E tinde către zero, sau aplicind 


relația (10.39) a teoremei 9, Se obţine 
£ YY ti) = ere 


d (t 
GO) 


Sc? 


Fig. 10.6. Funcţia impuls cu o origine oarecare, Fig. 10.7. Funcţia impuls dedusă din două funcţii 
: unitate, 


Se mai poate obţine funcţia impuls definită de figura 10.6 făcînd suma 
următoarelor două funcţii : 


Î.3(4)3=10 pentru 0<t<t 
f(t) =A: pentru t> ty 
f, (t) = 0 pentru 0O<i<t+E& 


f,(t)=—A pentru t >to + & 


se obţine curba, din figura 10.7, a cărei imagine este egală cu suma celor două 


imagini. Tinind seama de relaţia (10.39) rezultă 


QU BEA 


S 


£ i (t) = — Asm thts A 
S 


De unde, 
SP) = E fi (t) + ei) = A em (1 — eru 

ÿ 
finind geama că AE =] gi tr 


d 


ecind la limită, se obține 


lim ££ (1) = en” = £ Y(t). 


~y 


nctii 


mæ 


10.4.3.7. Imaginea funcțiilor periodice nesinusoidale. Fie 


f(t) — EI + 2a) = £(t + 2 ka), (k = 0, 1, 2, ...,n) 


o funcţie periodică de perioada 2a (fig. 10.8). Pentru a-i gäsi imaginea, va 
trebui să aplicăm relația (10.30) ; funcţia, fiind periodică se poate scrie 


co co p2(k+1)a 
et (t) — | c-stt(t)dt= ŞI | est f(t) dt. 
k=0 


0 2ka 


Fig. 10.8. Functia periodicä nesinusoidalä. Fig. 10.9. Functia periodicä nesinusoidalä cu 
simetria f(t) = — f(t + a). 


Făcînd schimbarea de variabilă t = u + 2ka, rezultă 


f(t) = f (40 SP 2ka) St 


gi deci 
oO 24 00 2a 
ef (t) KS DX | e BUT 2ka) f(u) du = | A, crane] g BI f(u) du. 
k=070 l k=0 0 
Dar 
D -ska __ fea. 
> S {—e-—280 ? 


trecind la vechea variabilă, se obţine 


QD = SE (i eat f (t) di. (10.59) 
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În cazul cînd funcția periodică nesinusoidală prezintă simetria f(t) = — 
— f (t + a), cele două alternanţetiind identice (fig. 10.9), imaginea funcţiei devine 


1 —g äng 1 + e 84 


efi) LE \ ef (t) dt = - | ef (at. (10.66) 
0 


În adevăr, în acest caz se poate scrie 


2a 
| esat = | 
0 


0 


2a a 
ef (t) dt + | eraf + a) dt = (1 — SCH et f(t) dt. 


0 
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————— ee 


ia si i imetria f (t) = 
din funcția periodică nesinusoidală, cu simet i 
=— şa a o e o SE dinalternante, numai cele ER sau re 
negative, se obține o curbă „parţial redresată““ (fig. 10.10). Imagin 

curbe este EE i ER S 
Rat el ege EE | | | 
l ELO = Lem V (10.61) 
în care £f (t) e dată de relația (10.60); demonstraţia este imediată dacă se ob- 
servă că ` 


a dch a a 
e om" f(t) at = | ef (t) dt + cure + a) dt =| e f (t) dé 
8 — 1 de Mă În / ge E A, 
căci f(t + a) =0 şi se introduce această, expresie în relația generală (10.59). 
Rus 4 e A ÿ + / € 


Fig. 10.10, Funcție periodică nesinusoidala Fig. 10.11. Functie periodică nesinusoidala tota 
partial redresată, redresata, 


În cazul cînd la funcția periodică nesinusoidală, cu simetria f(t) = 
=— f(t + a) se schimbă semnul uneia din alternante, funcția cäpätind simetria 
f o = f (t + a), se obține o curbă ,,total redresată‘‘ (fig. 10.11) a cărei imagine 
es 


CH e sa t 
et, (t) = m £ f(t) = ctgh = £ f (t), (10.62) 


— sa 


E Pentru a stabili relatia (10 62) se consideră funcţia fy (€) ca proveni 

t | 0.62 ia ) ca provenind 
din funcțiile f, (t) si f, (t — a), adică f, (t) deplasată cu a spre e ; 

pars been ACC AN D AR a). 


Dar, în conformitate cu relaţia, (10.39), 


£f,(t— a) = engt 
și deci 


£ fa (t) = (1 + esa; 


H 
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14 
ne 


tinind seama de (10.61) si observind chs 


1+ esa it sa e 

FEST SE = ctg h 2 , 

se obține relația (10.62). i | épis 
Ca exemplu de aplicaţie, fie de calculat imaginea funcţiei „dinţi 


e fe- 
răstrăui! (fig. 10.12). Avem | 


t 


KOE m pentru 0 <t < 2a. 
a 


Aplicind relația (10.59) se obtiné 


1 


24 EI 
a 2a 


CE \ 


e 4 = g— 284 


ap e E i(ctehas — L): 
e—* dt ee sal gh as À): ,. 


Fig. 10.12. Funcție ,,dinti de ferastrau'’. Fig. 10.13. Functie discontinuă periodică. 


10.4.3.8. Imaginea functiilor discontinue. Teorema 9, care definește 
translatia variabilei ¢ si relaţiile (10.39) corespunzătoare dă posibilitatea cal- 
culării imaginii oricărei funcţii discontinue pornind de la o funcţie de bază 
oarecare f (t) - Y(t). Aceasta se va arăta prin următoarele trei exemple : 

Exemplul 1. Funcție discontinuă periodică. Fie de găsit imaginea functiei 
f(t) = sin o (t — x) care au un sens pentru t >), fiind nulă pentru t < A 
(fig. 10.13). Conform teoremei 9, imaginea acestei funcţii este ` ` | 


@ e—As 


Si + a? + 


£ f(t) = 


Esemplul 2. Functie discontinuă neperiodicä. Să considerăm functia f(t) 


definită după cum urmează (fig. 10.14) 
pentru — co <t < Ay (Ut 


pentru à < 1 < à + 27}, 
GA 


f(t) = sin w(t — 2) 


Pentru A ey, ae <t<-+ 00 , 
f(t) = 0. | Fig. 10.14, Functie discontinuä neperiodicä. 
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\ 
După cum roiese din exemplul 1, imaginea sinusoidei À, B, CD 2, E, 
G, ..., care începe in momentul t = A, este 


we-As 
82 + uw? 


2 Kee 
Sinusoida E, F, G,..., care începe la timpul t = A + a , are imaginea 


Funcţia f (t) fiind egală cu diferenţa acestor sinusoide va avea drept imagine, 
diferenţa acestor două imagini 


we—Às Ed 
OT) S e ef 


s? + 42 


H Exemplul 3. Alt tip de funcţie discon- 
i ie tinuă neperiodicd. Fie funcţia f (t) reprezen- 
= al tata de conturul din figura 10.15 cäreia 


NE SS urmează să i se găsească imaginea. Ecuatia 
N x 
`~ ~ D D ee E A 
sy Sy” semidreptei Ow fiind f,(t) = SS t, in care E 


Fig. 10.15. Alt tip de funcţie discontinuă este ordonata maximă a funcţiei si À abscisa 
neperiodică. corespunzătoare, imaginea sa este 


E 1 
et (= + 


s2 
Să considerăm acum semidreapta Aw’ trecînd prin punctul de coordonate 


(0, —E) și avînd panta egală si de sens contrar cu aceea a semidreptei Ox; 
ecuația ei este 


Į 
} L æ tt * a i D a x D . 


s ASA 


Mr Mes — Seck + 1 “al 
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hea 


ine 


„te 
ZZ: 


LT) 


RENE 
Ka 


Ee EEN 


Funotia dată se obţine prin adunarea a două funcţii reprezentate prin contu- 
urile — 00 Oe —co OF Ba” şi în consecinţă imaginea, sa va fi 


În modul acesta se poate construi imaginea oricărei funcţii, ce ar putea 
apărea în problemele de regim tranzitoriu. 


10.4.4, GĂSIREA FUNCȚIEI ORIGINAL A UNEI FUNCŢII IMAGINE 


O problemă fiind rezolvată cu ajutorul calculului operaţional, rezultatul 
obținut dă imaginea mărimii căutate, Pentru rezolvarea completă a problemei 
trebuie găsit originalul funcţiei imagine obținute. Aceasta se obţine calculind 
integrala (10.33), pe care o vom stabili în cele ce urmează. 


10.4.4.1. Stabilirea expresiei integralei MELLIN-FOURIER. Fiind cunoscută 
integrala dublă FOURIER* 


1 +% + © > 
f(t) = St do | f (u) et-a du 
20 A LR 


90 


pentru care se presupune că 

a) f (t) are un număr finit de maxime, de minime şi de discontinuități 
ordinare ; 

b) f(t) = 0 pentru t < 0; 

c) integrala f (t) este uniform convergentă, ceea ce necesita ca 


1=$ rola < co. 


În aceste condiţii, integrala dublă FOURIER se poate serie 


+ 00 00 
PIK = co do f (u) ei du. (10.63) 
ATC ae 0 


Să considerăm funcţia auxiliară 
g(t) = e" f(t), 


cl S este o constantă reală gi pozitivă. Aplicind acestei funcții relaţia (10.63) 
e obține 


g (1) =— 


ko 00 
ele! do | f (u) e~t du, 
CL 0 


— 


* Vezi 9,2.7,1, 
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Punind 6 + ju, =; rezultă de m =~ gi deci Aerts cho ml 


00 
Nétopouus Hari 2120 ie À GRO E 00 


aa eh E ds 3 e~" f(u) du = 
CAC Per f «| erg 


TJ Ve co EN 


mot (0+0 o | 
Fe NT EE | o dl Ch, al Oe mn fei 
wee "SE Zei Je Au ot ob mart 


de unde | 


1 Glo 
LA H SHAS mt? X H ` h(t) = eee] El eil: o (a). da, 4 perl 
= 0 


adică tocmai integrala MeLLIN-Fourter dată în relația (10.33), 000 © °" 
made n allee ae ‘este mai generală decit: integrala FOURIER 


“pentru că, dacă condiţia; ol, de mai sus nu este îndeplinit, Avom intotdenuniv 
îndeplinită condiţia... 4 oo | PO Oy Oe EY eko, 


CRIE 


S i SH | at Hs M 
pentru c, >O si in consecinţă integrala (10.33) are un sens si este valabilă 
pentru orice valoare a lui o > c, F Ben $ 


N ` 
E 
4 Law 


10.4.4.2, Calculul originalelor cu ajutorul integralei MELLIN-FOURIER. 
Calculul unui, fenomen oarecare ne conduce la o soluţie sub forma unei functii 
ọ (8) de variabilă complexă s = © + jw. Găsirea originalului acestei functii -se 
face cu ajutorul relaţiei (10.33) efectuind integrala respectivă în planul complex 
s, pentru efectuarea căreia se: utilizează, metoda reziduurilor, Această metodă 
se bazează pe teorema lui CAvony : Fiind dată o functie de variabilă complexă 
V (s) avînd un număr de poli a,(k = 1, 2, ...,n) de diverse ordine şi O un 
contur înconjurînd aceşti poli, parcurs în sensul direct si astfel ales, încît funcţia 
să fie olomortă în interiorul conturului, cu excepţia punctelor Ou atunci 


| V (5) ds = 2x j X reziduuri din interiorul conturului Q. (10.64) 
€ 


+ Conturul C poate fi oarecare. Se alege de obicei un eontur special numit 
conturul lui BROMWICH (fig. 10.16) gi care este constituit dintr-o dreaptă 
paralelă cu axa complexă de abscisă o Şi un semicere 
Ovjeo cu centrul în punctul (o, 0) Şi de rază R, tinzind 
către infinit, situat în stinga axei complexe. Mări- 

mea o este întotdeauna pozitivă, Rezultă 


C+ Jo 
i \ = | # af e pasă zh ` ` DEN ER 
x 0 GeJa wha t ; | bees 


„Dar, dacă tuneţia dh (s) satisface condiţiile lemei 
lui JORDAN gi anume : 


CS a) si aibă toate singuluritätile | EE 
O- foc de abscisit 2 S UN itübile la stinga dreptei 


Fig. 10.16. Conturul lui BROMWICH, b) să tindă uniform către zero 
0) t >0, 


cind |o] — oo 


D 
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ER 
ha 


atunci integrala (10.64) luată de-a lungul semicercului T de rază R — œ. este 
pula; în consecință, relația (10.64) poate fi scrisă ir di 


f | j 
yet 


i gtin } | ? de de 4 CEDIGI hi D "e | ` 
À \ ~} (8) ds = 27 j > reziduurile din stînga dreptei de abscisd o. 
CES TS et Te lin (ss pe ai er 


it 


Aplicind cele de mai sus integralei MELLIN-FOURIER, rezultă ` pics e 


EN \ “wet p(s) ds = X reziduurile, din stânga dreptei de ,abscisd o. 
A A k o—jà | Z e 


Li 
su 1, 


` 


Tojetura 


Fig. 10.17. Contur echivalent in Fig. 10.18. Contur echivalent cu taietura. 
cazul polilor. - 


„+ În cazul cînd funcţia de variabilă complexă satisface lemei lui JORDAN, 
integrala, ei fiind nulă de-a lungul semicercului de rază infinită sprijinit pe 
dreapta de abscisä e, în punctele sale extreme o + j co şi o — j ©, atunci conturul 
lui Bromwicx poate fi înlocuit cu un contur echivalent, după cum urmează : 
„1. Toate singularităţile funcției sînt poli. În acest caz, orice curbă închisă, 
fără puncte duble, care înconjură toţi polii funcţiei este un contur echivalent 
conturului lui BROMWICH si integrala de-a lungul acestui contur este egală cu 


à AE 
suma reziduurilor corespunzätoare polilor. Spre exemplu, pentru functia SC 
$ S 


Un contur echivalent conturului lui BROMWICH este constituit dintr-un mie 
“re trasat in jurul originii (fig. 10.17). 

2, Funcjia posedă puncte critice. În acest caz se poate forma un contur 
echivalent cu conturul lui BROMWICH printr-un mic cere care să înconjure 
“ngularitatea gi printr-o tăietură care să lege acest cere cu semicercul: de la 


, st 

infinit din stînga axei complexe. Astfel, pentru funcția TE conturul echiva- 
S 

lent este indicat în figura 10.18. Dacă o funcție are mai multe puncte critice, 

conturul echivalent va fi constituit din cercuri care să înconjure aceste puncte 

Critice și din tăieturi care să le lege cu cercul de rază infinită. Tinind seama că 

aceste tăieturi se pot face oricum, pot exista numeroase contururi echivalente 

“ conturul lui BromwicH pentru o aceeași funcţie. Spre exemplu, pentru 
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` Aplicind 


| 
| 
| 
| 
| 


atunci integrala (10.64) luată de-a lungul semicercului I de rază R —> co este 
Zeg 79 consecință, relația (10.64) poate fi seris ' 00 soo] 


e 


p id D (s) ds = 27 j E reziduurile din stinga dreptei de abscisd df 
a Jocjo ` vice se | i d i air 
cele de mai sus integralei MELLIN-FOURIER, rezultă ; : 


(e vest: ọ(s)ds = E reziduurile, din stânga dreptei de ,abscisă o. 


 To/etură 


Fig. 10.17. Contur echivalent în 


Fig. 10.18. Contur echivalent cu tăietură. 
“cazul polilor. ` ` | | 


__ . În cazul cînd funcţia de variabilă complexă satisface lemei lui JORDAN, 
integrala ei fiind nulă de-a lungul semicercului de rază infinită sprijinit pe 
dreapta de abscisă c, în punctele sale extreme o + j œ şi o — j co, atunci conturul 
lui Bromwicx poate fi înlocuit cu un contur echivalent, după cum urmează : 

1. Toate singularitätile funcţiei sîni poli. În acest caz, orice curbă închisă, 
fără puncte duble, care înconjură toţi polii funcţiei este un contur echivalent 
conturului lui BROMWICH şi integrala de-a lungul acestui contur este egală cu 


b D w D e 1 
suma, reziduurilor corespunzătoare polilor. Spre exemplu, pentru funcția — , 
S 


un contur echivalent conturului lui BROMWICH este constituit dintr-un mic 
cerc trasat în jurul originii (fig. 10.17). 


_ 2. Funcția posedă puncte critice. În acest caz se poate forma un contur 
echivalent cu conturul lui BROMWICH printr-un mic cere care să înconjure 
singularitatea gi printr-o tăietură care să lege acest cere cu semicercul: de la 


S 
lent este indicat în figura 10.18. Dacă o funcție are mai multe puncte critice, 
conturul echivalent va fi constituit din cercuri care să înconjure aceste puncte 
critice gi din tăieturi care să le lege cu cercul de rază infinită. Tinind seama că 
aceste tăieturi se pot tace oricum, pot exista numeroase contururi echivalente 
cu conturul lui Bromwion pentru o aceeaşi funcție. Spre exemplu, pentru 


AE d st 
infinit din stinga axei complexe. Astfel, pentru functia KÉ conturul echiva- 
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at -- j, două oarecare 


funcția ET , caro are două puncte critice in 8 = 
N = 

chivalente au fost arătate în figura 10.19. 

mă in partea planului com- 

mă într-un contur mai 


erind apoi un contur 


din aceste contururi e 
în cazul cînd funcţia considerată este multiform 
plex limitată de conturul lui Bromwion ea se face unifor 
complicat, realizindu-se tăieturile convenabile gi consid 
echivalent conturului lui BROMWICH. 
10.4.4.3. Caleulul reziduurilor in cazul polilor simpli. Din cele ce 


preced rezultă că, determinarea originalului unei funcţii ® (8) oarecare 


se face cu ajutorul inte- 
eralei (10.33) şi se reduce 
în cele din urmă la calculul re- 
ziduurilor funcției e“ e (8) = 
= Ņ (s). Să presupunem că 
funcţia d (s) poate fi pusă 
sub forma | 


n (s) n (s) 
CD e = — > 
v (8) L (s) (s — a) CG) 
(10.65) 
Rezulta 


Rez(a) = tor , 


Fig. 10.19. Contururi echivalente cu două tăieturi. 


si în consecință, dacă a,, a, ..., a, sînt poli simpli ai funcţiei ¢ (s), atunci 


re Dea op N GE, 
Ek (10.66) 


Dacă funcţia de la numitor are o rădăcină nulă, 


C(s) = st, (s) cu condiţia că č, (0) + 0, atunci 


X reziduurilor = 2 © _n ol ` 7 
Gi (0) iz ei % Gi (ax) See) 


după cum se poate arăta ugor. 


10,4,4,4. Calculul reziduurilor în cazul polilor multipli. În cazul cînd func- 


tia (10.65) are un pol de 
, | ordinu terminarea razi 
face cu relaţia p l n, determinarea reziduului corespunzător se 


Rez (a) = A, = Dr a ae FALRA n Ns) 
lan ERa a aons 
10,4,4,5, Teorema dezvoltării a lui HEAVISIDE, 


s i > mid H S il | 
regim tranzitoriu apar în general sub forma unor $ Soluțiile problemelor de 


acţii algebrice raționale; 
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55) 


56) 


57) 


sub acest aspect, problema se simplifică într-o oarecare măsură, găsirea origi- 
nalului în acest caz fiind mai simplă, 
Fie 


Us) ` get + Up t+ ... + ast ge (10.69) 


9 (8) = viel SP + bn 8-14,,, +b 8 + bh 


o fractie algebrică rațională, in care a gi b sînt constante reale si m si n sint 
numere întregi si pozitive. 
Dacă m <n atunci expresia (10.69) se poate scrie 


k 
= C 4 Hai k=n—m 
eil = Eer DÉI. ) 


în care gradul polinomului U, (s) este mai mic cu cel putin o unitate decît 
ul polinomului V (s). aon’, he 
Aplicind transformarea inversă (10.32) se găsește 


£- ọ (8) = ek Ge | + lesa | 


i=0 V(s) 


Găsirea originalului primului termen al sumei din membrul al doilea nu prezintă 
nici o dificultate prin aplicarea proprietăţii de liniaritate (teorema 5) şi căutarea, 
in tabele a originalelor expresiilor puterilor lui eg. 
Rămine de găsit originalul fractiei Se 
S 
La aceasta se reduce si cazul cind m >n. 
__ Douä cazuri se pot prezenta : (a) ecuaţia V (s) = 0 nu are rădăcini mul- 
tiple si (b) ecuaţia V (s) are rădăcini multiple. 
a) Ecuația V (3) = 0 nu are rădăcini multiple 
Fie 
8, (k = 1, 2, ..., m) rădăcinile ecuaţiei 


V (s) = 0 (10.70) 
și se presupune că ** U (s) £ 0. | 
Fractia (10.69) se poate scrie 


U(s) an U(s) a 
V(s) (8 — 8,) (8 — Sa) ... (S — Sm) 


[ee 


gemenge 


` * Trebuie observat că puterile lui s mai mari deci 1 ar reprezenia derivatele de ordin superior 
sat funcţiei unitate, care n-au incă un sens fizic, Pe de altă parte, originalele corespunzătoare nu se 
Done și nici nu pot fi determinate prin mijloacele cunoscute astăzi, astfel că, valoarea cea mai 
mare pe care o poate lua exponentul {, în relația de mai sus, este Q. 
de De altfel, în problemele de fizică, în majoritatea cazurilor rezultate 
€ fracţii la care m> n; sint foarte rare cazurile cind m = n. 
** S-a suprimat indicele 1 în expresia acestui polinom, ace 


we, calculul ori iceasta neputind duce la nici o confu- 
ginalulul unei fracții algebrice raționale facindu-se per x A 
caz reducindu-se la acesta, pentru cazul m > n, oricare alt 


le calculelor apar sub forma 
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care sé poate descompune în fracţii simple, Sen we 


U(s) y U(s;) 
č Vis) à = d VS) 


DEN 


\ ` 


şi rezultă, pe baza proprietăţii de liniaritate, 


ETES U(s)) (Origen Wee; te A3 
[= [$ EA Es s—s 


Vis) fel (s — s) Vis] GC | 
m Us) e-1(_ 1) = Și UE) es (10.71) 
= ve) (ss) av, ees, “d 


a A3 


COHEN MRX 


căci, conform relaţiei (10.48), 


Fige- [+2 VA 
SaN 


A 


~ -Cazuri particulare : 1. Ecuația (10.70) are o rădăcină nulă. În acest caz ** 


E RUN EU UG) E Ga Let si 
£71 i == + si en oe 10.72) 
| ye) | V1(0) d Si Va (si) : 


= „ Relaţiile (10.71) şi (10.72) constituie teorema dezvoltării a lui HEAVISIDE. 
2. Ecuația (10.70) are cel putin o pereche de rădăcini complexe conjugate. 

E = jo, Şi Se — ja, cele două rădăcini complexe conjugate. In acest 
* H - 


UC) U(s) 


Vis) E+ WHYS)’ 


» FE 
s a 


în care s-a notat 


rezultă éi 
g- Jesse ebe Dieser "Be. Wao N 
Probe) lave) TZ ` IT Ara ap yet? (40:19) 


——— 


* Vezi (116) pag. 179, 
** Vezi [116] pag, 181, 
*** Vezi [116] pag, 182, 


w Ke ra Au E de t] = ‘am H Au e joy n, 


CS (884 ef) Va(s) Lan Va Gen) = + 2 Ba a e vz ër mia RO 
£ b # 
‘Tabloul 10.1 
| (ar AU ORIGINALUL FRACTIILOR ALGEBRICE, RAŢIONALE 


> 1, Polinomul de la numitor nu are rădăcini multiple 


_U(s) 


A Uls) Dou ee A1 i 10.71 
Ka vea e O <t 7 (10.71) 


AMD 


- k "a Sen de la numitor are o rădăcină nulă i 


UE) | UO most. ds (10.72) 
sV,(s) | Va(0) jae % Vi (si) 


b) Polinomul de la numitor are o pereche de rădăcini complexe con- 


2) peste pe axa complexe 
U(s) Io) UG) gy oe 
meee WS) ose CGO — st CE RTE 
)E. (pt + oi) Va (s) | jo Vo (j on), JE > Gi + w%) Va CD z ( 
est Sau ` | 
2 Ulo) ` nidoga SIN aie € 
gm | 22 — ‘elo! sets» CAR etes er 10.7 
) | ©, Va Go) i e [+ H 3 (St + &f) Vo (si) ( O (e) 
2, Polinomul de la numitor are rădăcini multiple 
IO) || da A digi Ges | 
E, Gehier Al k out 0 t 75 
Vs) | fire (U= K)! : SC (20,19) 
în care | 
73) e A 1 ES d = spui U(s) | 
EA = — VE 
(e — 1)1 | dek) V(s) aa 
Vin) = (8 — BI (8 — Ball, . . . . (S —8,) 
Dh... TQ SM, 
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aceste conditii ecuatia (10.70) 


3) Ecuația V (8) = 0 are rădăcini multiple. În 
poate fi pusă sub forma 
V (8) = (8 — 81)" (8 — 8%... (8 — d'W 


on restrictia gq, + de + +++ +q, =m gi U (8) # 0. 


fn acest caz * 


= | U8) | = , Ze ax gait (10.75) 
$ | V(s) À à (q; — K)! 


în care coeficienții K, sînt dati de relația 


e A O CEE =: 
(ke —1)1] ds#-1 viel GE 


Ki, 


Rezultatele obtinute sint rezumate in tabloul 10.1. 
10.4.4.6. Exemple de aplicatii. Pentru ilustrarea metodelor de calcul 
ale originalelor se vor trata in cele ce urmează cîteva exemple. 


Exemplul 1. Fie de calculat originalul expresiei 


S 
PT HB +), 

Expresia dată are patru poli simpli: s, = jB, S = — jf, Ss = A hh = Sa 
Se va aplica, în consecinţă relaţia (10.66). Vom avea deci 


ar dr) hy e ER EN. 
fa D MA (rats x — pa 


Notă. Teorema dezvoltării, prin aplicarea relaţiei (10.71) dă acelaşi 
rezultat. 


Exemplul 2. Fie de calculat originalul expresiei 


1 

De) 

Expresia dată are trei poli simpli: sı = 0, s =j mure : 
À ) : Sy = = Jo, Ss = — jo. Unul din poli 

fiind nul, se aplică relaţia (10.72) a teoremei dezvoltării si se its 


2 
iist Se RE e 
oy o? Téi Sh 25 Q? (1 cos a). 


N o ta D Cu i Wl A aj ` VC 
St age reziduurilor prin aplicarea relaţiei (10.67), se obţine 


m em n M 
— 


* Vezi [161] pag. 184, 
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ob QAREQNRS ABE 


rn 


Alen) 


=f 


elasi 


poli 


ptn? 


Exemplul 3. Fie de calculat originalul expresiei 
Vs 


spal 


9(8) = 


Expresia dată are doi poli simpli, s = + jo, gi un punct critic pentru 8 — 0. 
Pentru efectuarea integralei (10.33) se va lua un contur D echivalent contu- 
rului lui BROMWICH care să înconjure 
cei doi poli, punctul critic şi să aibă o 
tăietură de-a lungul părţii negative a axei 
xlor (fig. 10.20). Este uşor de verifi- 
cat că cele două contururi sînt echiva- 
lente: valoarea integralei de-a lungul 
arcelor de cere de rază infinită situate la 
stînga conturului lui BROMWICH este nulă 
căci Y(s) = Vs și E(s) = P Le, 

Pe de altă parte, neexistind singu- 
laritati ale funcţiei între conturul T şi 
conturul lui BROMWICH, aplicînd formula 
lui CAUCHY si tinind seama de sensul de 
parcurgere a conturului, vom avea 


c+jo 
igs ou 
o—ja T 


_ Observind ca integrala de-a lungul drumului de dus şi întors care leagă 
polii de punctul critic e nulă, vom avea 


Fig. 10.20. Conturul echivalent. 


g-1 o(s) = > reziduuri + | +f +f , 
fi Ya Y 


3 


unde y, este un cerc cu centrul în 0 si rază infinit mica 
y, este drumul situat putin deasupra tăieturii 
Ya este drumul situat putin sub tăietură. 
Pentru calculul reziduurilor aplicăm relaţia (10.66) şi se găseşte uşor 


T 
j (ot + ei 


st vi Kg 
Rez (jo) =(- E | sudo or ag 
s=jo 


s+ jo 2j aile: P 
Te 
= —— = j {oi + — 
Bt Va = (SCH 
Rez( — jo) = (7) eine cu Li 
jo). 10 —2jo -2i Vù 


și rezultă 


2 reziduuri = = sin (o ch el 
o NUE 
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| dot d n jurul origini 
Pentru calculul integralei de-a lungul cercului de rază e în jurul origini, 
vom pune s = pe și cum |s| & w, vom avea 


| 3 ag 
Li Schaf 3 — 
lim | alim |” elo 0 +1852 e 240 = 0. 
p=0 Jy, P20 2nw Jo 


| 


De doud imediat de deasupra, tăieturi | — igle": şi deci 
` Pe drumul imediat de deasupra täieturii vom pune § | ele $ 


È « CX ri 


1 (° e-at a der 
— mm ë eet 
\ 27 Jo : Le 
Y PE A r 


f 


Pentru drumul imediat dedesubtul täieturii vom pune s = al ERIE: și 
deci KK lb an FO MORE ati tol D? 


— — 


ët, be ! 2. TETE 
j 27 ei Epir) 


pa ( ne 
24 


În consecinţă, originalul căutat va fi. ne E 


ii à 1 (Se sfr S 
GE et = + sin [ot IE =< eee ao e ` 
Arse lusumen DE Dt ale: 4 T Jo © +10 A 


„ Exemplul 4. Fie de calculat originalul expresiei 


as? + ous + gu 
LOS EE, 


(SE a)? se 
Numitorul expresiei avind rädäcini multiple, se va aplica relatia (10.75). Se 
obtine es | 
Ce s) = EL Zu Kız Kıs Ka Kaz 
ES Lë SI (s—a)? s— a să = ele 

Sieg | 

-(= Geen a: Kije + Kuyt + Ka 
unde 


Ky, = | ROS Oe 
= EE Een, 8 
3 ? 

j Bs -QQ a? 


pa i 
Kız aia eea) Lanta 
H wee 

dt 8 lai 


HK 
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CÌ 


sl 


Expresia dată, se poate serie, 


RS re eet dk, N LE ag 09 Ai aj ate aptă hae ca aa 249 
ati nor, AISCH emt a usé 


| 21 \ ap TE A a 
AMENER S LEYTE CT 2 Lë À Sr en e ‘1 ‘> 4 
A GC a” Ee E à Za Ge = ay 8: mr 41.8 + ge A = Ag ` E jat f 
Ki San. We EPS 4 ; 
Dé (s + a)? 520 a? 
Mont fo Hegi Mi entame ite 1, BIN 
PU n Plan Past a] de +3 ay 
22 TT z 3 KA : 4 Za g | 
dl (s + «) 220 di 


= Exemplul 5. Se poate găsi, in unele cazuri, originalul unei funcţii imagine 
oarecare aplicind relaţia (10.42) dată. de teorema lui BOREL. Fie de calculat 
originalul expresiei pr PETAT ; ARE 

5:10 NAT PSN EN: EH (D si zer HTC 
j vi i SGA ES GA AUY ji K ei ë +a? ' 


+ 
ce 


PEARES ‘ dg 9 (8) ES Poe DT RME CR = Pi (s) 92 (8S). 


DÉI ue 
Hi? z d v> 1E 


ę-1 Pı (8) = I Say jo) t gi Cal ?2(5) — e: G — jo) t 


Teorema lui BOREL dă imediat 


i A i à e | 
; J 0 WA j $ 
oa ôt eil EER ge io > St 
— 0 a => sin ate 
@ el © 
a 137 


OBSERVAȚIE. Rezolvarea problemelor de găsire a originalului funcţiilor 
imagine este în general o operaţie dificilă şi laborioasă. De aceea au fost întoc- 
mite tabele de transformare, al căror calcul a fost efectuat pornind de la deter- 


minarea imaginilor funcţiilor uzuale, această operaţie fiind mai simplă, inte- 
grarea fäcindu-se în domeniul real. Soluţia problemei se obţine astfel folosind 
aceste tabele si efectuind diverse transformări asupra funcţiei imagine în 
aga fel, incit să se poată găsi corespondentul respectiv *. 


10,4,5, METODA GENERALĂ DE CALCUL A REGIMURILOR TRANZITORII 


„_10,4,5.1. Reguli generale. Metoda generală de calcul a regimurilor tran- 
zitorii cu ajutorul calculului operaţional comportă următoarele etape : 

I, Punerea în ecuaţie a problemei. Aceasta constă în aplicarea legilor 
Și teoremelor cu ajutorul cărora se poate descrie fenomenul respectiv, sorin- 


e 


* Vezi anexa 10.1, 
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erat 


li 


ee 

“AH 

AS. À 
2. i 111 
ie ; 4 
A i 

kr 
í ët gr 


mp 


du-se astfel ecuatiile sau sistemele de ecuatii diferentiale gi integro-diferentiale 


corespunzătoare. KE ; 
m, Transformarea ecuaţiilor diferenţiale și integro-diferentiale, urmin 


se metoda indicată în paragraful 10.4.2. gi aplicind teoremele cunoscute, 
Se obtine astfel un sistem de ecuații algebrice între imaginile diverselor funcții 
necunoscute. i à KA 
- Ill. Rezolvarea sistemului de ecuații algebrice in raport cu ima e 
funcțiilor necunoscute. Se obţin astfel imaginile tuturor funcțiilor necunoscute 
sub forma de expresii algebrice in 8. ` ; e ; 
IV. Gäsirea originalului functiilor imagine obținute. Această operație 
se face aplicind una din metodele indicate in paragraful 10.4.4. 
V. Interpretarea rezultatelor. 
De multe ori pentru punerea in ecuaţie se foloseşte o schemă echivalentă 
a sistemului fizic respectiv, înlocuindu-se diversele mărimi componente prin 
reactantele si impedantele operaționale corespunzătoare. Pe această schemă 
echivalentă se stabilesc apoi ecuaţiile de legătură corespunzătoare între diver- 
sele imagini ale mărimilor ce intră în joc. Ecuațiile ce se obţin sint de data 
aceasta ecuaţii algebrice, sărindu-se astfel prima etapă de operaţii indicată 
mai sus. 
Metoda este generală și se aplică oricărui sistem fizic. Ea constituie o 
rutină de calcul care conduce întotdeauna la soluția completă a problemei. 
Dificultate mai mare se poate intilni la calculul originalelor funcţiilor necunos- 


cute căutate. 


10.4.5.2. Exemple de aplicaţie. Problemele de regim tranzitoriu în electro- 
tehnică se rezolvă aplicînd metoda indicată în paragraful precedent. Ele se 
pretează mai ușor la construirea de scheme echivalente. Este necesar, pentru 
aceasta să se definească în prealabil impedanta operațională. Se va presupune, 
în exemplele ce urmează că circuitele respective sînt liniare. 

Fie un circuit format numai dintr-o bobină de inductanta L, căreia i 
se aplică, la timpul { = 0 o tensiune u oarecare ; se presupune de asemenea că, 
la momentul initial, à = 0. Ecuația de funcţionare a circuitului este 


© 


Inmultind ambii membri cu <~“dt si integrind î imi i 
obţine § egrind între limitele 0 şi co, se 


Su =s Dei. 
Se deduce de aici 
Go LS 
SL 


adică, es imagine a curentului se obtine impartind functia imagine a ten- 
ees ' fi éi Rene reactanta inductivd operatională. ` 
n cazul unui condensator de capaci in: 
V D C o Ca d € 
Ung = 0, Be poate serie apacitate C si în ipoteza 
1 t 
U = | idt, 
d 0 
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Ae 


ja 


Pa 
x 

Pa 

ee, 
y 


À 

Ke 
LR 
Gë 
SA 
SC 
à A 


SR EN d CRE A Ge? 
ENEE 


Leger 
gemenge 


{nmultind această egalitate cu e" di, integrind de la 0 la co gi tinind 
seama de relatia (10.37), se gäseste 


sau 
Li = gs O Lu. 


N D vw e 1 *,¢ 
În această expresie, mărimea zg Se numeşte reactanja capacitivd opera- 
: S 


jională. de An | 
* În cazul unei rezistenţe ohmice se scrie imediat 
Lu = RS. 


Cu aceste rezistenţe şi reactante operaţionale se lucrează întocmai ca și 
eu rezistentele şi reactantele complexe. Se va putea scrie deci, pentru un cir- 
cuit serie, impedanta operaţională 


1 


Z(s)= R + SL + = (10.76) 
£ S 
Expresia 
| à | 
= 10.77 
LE ei (10.77) 
se numeste admitanta operationalà. 
n caleulul operational, legea lui OHM se scrie 
| | Lu = Z (s) Li. = ba (10.78) 


| Exemplul 1. Închiderea unui circuit oarecare pe o sursă de forță electro- 
motoare constantă. Se presupune că la timpul t = 0 se aplică o forţă electro- 
motoare constantă E unui circuit format dintr-o 
bobină de inductant& L în serie cu un rezistor de 
rezistență R si un condensator de capacitate C 
(fig. 10.21). Se presupune de asemenea, că la mo- 
mentul initial curentul din circuit și sarcina electrică 
à condensatorului sînt nule. 


Impedanta operaţională a circuitului este (10.76) 


Fig. 10.21. Circuit electric format 
dintr-un condensator legat în 
serie cu un rezistor şi o bobină. 


1 

Z(s)= R + 8L -+ - 
sC 

Forţa, electromotoare fiind constantă, imaginea ei este 


EN =“. 
8 


467 


cuitului, se găseşte . 


u. Aplicind legea lui Onm (10.78) cir 


Re SC EN d'Ee 
i Mets i | y 
; E 1 
Se E 1 
SL 
R + sL + SC 
sau | 
D ve i$ E ~ 5 
E GC (10.79) 
L(st-+ —8s + —) Keeler | SE 
vu ZE HONTE As: IEEE LS LC: À ANIL fae SE 
Pentru a găsi curentul 2, se aplica relaţia (10.7 1) H curentul căutat Va 
avea forma N dela ta LIRE | : 
| E. der > nee 
EE E CRT a i pai 
S EE à Pat 6 ah Geng EI, 29 L i E pe SCENE | ei o 


sau, tinind seama de expresia sinusului hiperbolic, 


Den hot. 
O L 


Discutia rezultatului se face în raport cu Q’, aşa cum s-a arătat in para- 
graful 3.6.4. Sante à 
Se poate scrie direct originalul expresiei (10.79) folosind oricare din 
metodele indicate in paragraful 10.4.4. (metoda reziduurilor, teorema lui BOREL) 
sau folosind tabelele. Pisce dé een uit ns ps SCH 


> : Pea. f 
KT: re BAPE | | 
J $ 


„i Exemplul 2. Aplicarea unei forte electromotoare constante unui circuit for- 
mat dintr-o bobină de inductantă L, în serie cu un condensator de capacitate C, 
suntat cu un rezistor de rezistentă R (fig. 10.22)... t 9 locrarS 
. -La timpul t —.0 se aplică circuitului forța- electromotoare constantă E 
si se presupune că, pind in acest moment în 
“sistem nu existau curenţi sau sarcini electrice. 
nr Impedanta operaţională a circuitului se 
poate determina: uşor, aplicînd regulile de 
compunere a impedantelor circuitului echiva- 
lent corespunzător. Ea este ` 


t 1 
Es SC S®LER+sL+R 
Fig. 10,22. Circuit electric format dintr-o Z(s) = SL + Mee: Ghee SCRE 
inductantä in serie cu un condensator S RA — | = 
A imperfect, : : sG 


Imaginea forței electromotoare fiind ` 


E 
LEA = 0 


E 
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d 
Be 
Kat 
NV 
Li + Să 


aplivtiă legea lui Om (10.78) se găsește ` F Ke. 
SC = E “SCR +i i 


S(s? LCR + sL + R) 


Aplicînd relaţia (10.69) se găseşte fără dificultate 


Sri ve —at CREME (BR 
M res eiS È e” [ner (à - EE 


TERESI S) 


| in care Eug 
1 ` 1 

a = si 6 =|/ —-———. 

2 CR AC LC 


où sai 
OBSERVAȚIE. Această relație este exactă dacă o > g` Dacă 


e Ser 


steet OÙ FOI geb à (Gap ter, 
eh Toe atunci B este imaginar. În acest caz punind 


D 
~ a 


SEL CEOTO) As 
B = jQ 
in care 
) St TRES TES 
LG 4 C2R? 
L relatia de mai sus se scrie 
H a E — ot n E Re Dek baths R i Së . Wr. ean 
| 4=—tl—e cos Qt + {| — — — sin Qij} 
E R Q QL 
>. 
e Së 
e Exemplul 3. Aplicarea unei forte electromotoare sinusoidale unui circui 


A format dintr-un rezistor de rezistență R şi o bobină de inductanté L în serie. Fie 


e = E V2 sin Qt, 


forța electromotoare care se aplică acestui circuit. Se presupune că, la timpul 
! = 0, înainte de închiderea circuitului, curentul în circuit este nul, Aplicind 
legea lui Onm rezultă | 


Pentru a calcula Ze, se aplică ecuaţia (10.30) gi se obţine, tinind seama că 


Pentru simplificarea calculului este mai bine a se lăsa £e format din | 


doi termeni adică 


$ 
Le = Le, + Les | 
în care | 
1 SIS 1  EV2 | 
£e = HORS ȘI Ze — i ES S $ 
2j s— jo 2j s+ Jo | 


şi să se găsească soluţiile corespunzătoare fiecărui termen à lui £e. Se vede uşor 
că este suficient a face calculele numai pentru Ze, deoarece, pentru Le, soluția | 
se obtine prin simpla inlocuire à lui j cu —j. Cum soluţia finală este suma soluții- | 
lor corespunzătoare lui £e, si £e, si ambele soluţii sînt funcţii complex con- 
jugate, este suficient, să se ia dublul valorii părţii reale a soluţiei corespunză- 
toare £e,. Astfel 


i = 28(J,) 


unde J, este soluţia corespunzătoare lui Ze, 
Functia imagine a lui J, fiind 


es run 
EE 


aplicind relaţia (10.71) se găseşte ` 


EV2 R 
Th = BU SIE) À AT ee 
1 2jZ Lt © 


te partea realä à acestei SE şi înmulţind-o cu 2 se obţine soluţia 


e CHE R 
4 =", [sn (wt — ẹ) + sin de 


e 4. Aplicarea unui impuls de tensiune într-u 

Res o pote © pi roere de rezistentă R. Să considerăm un circuit 

ee dint E) l ensator legat în serie cu un rezistor neinductiv. 

ee pli ` impul t= 0 0 impulsie electrică de forma indicată 
1%, Be cere à se determina curentul ce apare în circuit. 


M ctreutt cu un CN- 
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or 
ia 
ii- 
n- 
à- 


{ia 


Pre 


Imaginea acestei tensiuni a fost determinată (par. 10.4.3.8. ex. 3) 
si esto | 
Lu = SE E ss 21; —)s |, 
u=u(s =! E qi ar | 
` Impedanta operaţională a circuitului fiind 
1 
Z(8) = R -}- st , 


aplicind legea lui OHM generalizată, imaginea curentului va fi 


Z(s) s | As AS 1 
D 


1 
in care am notat ne B. | 
Pentru calculul originalului curentului, se desfac parantezele, obtinindu-se 


E 1 BE age 
_ A 


OR GFO DR e LH EA sis LEI 


£i 


unde, fiecărei imagini i se poate găsi uşor originalul, pentru ultimii doi termeni 
aplicindu-se gi teorema 9. Se găseşte astiel 


t 
EE e pentru À >t >0, 
REC | Meee x 
A = 2 60| SEET || i = Sel) nl pentru t >À. 
À RC 


Curba curentului in funcţie de timp este dată in figura 10.25. Se observă pe 
curbă discontinuitatea pentru t = A, care corespunde căderii bruste a tensiunii. 
Explicaţia fenomenului este următoarea : Pina în momentul ¢ = A, sursa dă 
0 energie, care serveşte la încărcarea - 
condensatorului. Lat = A, sursă dispare 
bruse gi condensatorul devine el sursă 
in circuit, debitind un curent care de 
data aceasta este de sens contrar curen- 
tului de încărcare. Acest curent se stinge 
in timp, condensatorul rämänîind incar- 
cat cu o anumită sarcină care se calou- 
leazä ugor 


age RC EES 
erf All 
A À Fig. 10.23. Curba curentului. 


+  «Trebuié observat că saltul brusc (discontinuu) al curentului nu are. nici o 
semnificaţie fizică. El apare numai datorită faptului că s-a neglijat inductanță 
circuitului. | | 
Exemplul 5. Studiul galvanometrului balistie. Fie un galvanometru 
cu cadru mobil, avind momentul de inertie J, prevăzut cu un resort antagonist, 
avind coeficientul de elasticitate S, sistemul fiind cu frecări mecanice, caracteri- 
zate prin coeficientul A (fig. 10.24), Cadrul mobil are rezistența electrică E 
şi inductanta proprie L; el se mișcă între polii unui magnet permanent, produ- 
cînd un cîmp de inducţie magnetică Bo, constant. Prin suntarea cu un condensa- 
tor de capacitate C, galvanometrul este făcut balistic. Se cere funcționarea 
© — acestui galvanometru. Se presupune că, pentru 


` ek | toate regimurile de funcționare, D, = Const. 
p {kK | Funcționarea galvanometrului Ya fi descri- 
i RU să de mmătoarele grupe de ecuaţii dife- 


rentiale : 
a) ecuatii ce descriu fenomene mecanice 
Sei | 
= Ppa, dÉ : 


. Fig. 10.24, Galvanometrul balistic. unde 0 este deplasarea unghiulară 2 cadrului 
: | si i curentul ce-l străbate; 
b) ecuaţii ce descriu fenomene electrice 


a 
dt 


E 


UEN RTD, 
e FORT ! dt 


q 

RL) AN ee ees 

G Ioa sie 

Pentru simplificarea problemei neglijăm pe LA faţă de Ri i ii 
a tä de Ri în ecuaţiile 


ce descriu fenomene electrice ‘bj 
ceea ce este posibil in tic “af 
form I EE P practică. Aplicind trans- 
area LAPLACE acestor, ecuații și admițind următoarele re initiale 


À. ole f 
%=0, o TO w=% și =O 


f 


se obtine , 
Tare 6 + Ase0 i seo = Du 
Ei + datt = — £q 
| Li = — 8£q + Qo» 
Eliminind între aceste ecuaţii pe Li gi £q, se obţine 


Dy Qo 


£0 = eee 
(CA 8-- 1) (Js* + As + S)+ CW, s? 


(10.80) 
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e 


ui 


ile 


18- 
„le 


80) 


sau* a e eng aa ët 


1 LE 
D2. J Al d 
0 Ar + D A C 


Al Ra vanar. 


Pë (10.81) 


R+— 
Cs 

Problema se poate rezolva complet căutînd originalul expresiei: (10.80), 
care prezintă numai dificultatea rezolvării ecuaţiei în s de la numitor şi care, 
în cazul general, nu se poate face. 

Problema poate fi însă discutată după cum urmează, trăgîndu-se concluzii 
interesante pentru practică: > 


aa Să presupunem. că, așa cum, se întîmplă în. practica, constanta de timp 
OR a circuitului electric este foarte mică, ceea ce. reyine a spune că, durata de 


descărcare a condensatorului este foarte scurtă sau R<—. Vom scrie deci 


IA "GARE Ale D'Z E Gr 


i 


Zn = Js? + (A + OF Os) 8 + S = J's? + As + 8, 


in care am notat cu " WE Es 
J' =J + DC, 


momentul de inertie aparent al SEE AN mobil ; in pr acetic: 5 
De da? alt es ES 1 ci ‘a ee ro di ‘ eit Sé 1 RIRE i 


Lët CR Băi We) 


Cu acestea, relatia (10.81) devine 


€ 2 MORE 7e METS S 
“J's? + As + S J fans Bun 
dt 
Rădăcinile polinomului de la numitor fiind . 
| At 3 A? | | 
H = — — 
192 SE E PIZ 
— S 
* În relația (10.81) se notează obişnuit 
i TESSE T Ze Erk ae impedanţa electrică 
Lah 4 TELE ' Cs 
Zn, = Jet | A+ — e s + S Impedantn mecanică 
KS Lä 
Us 


H 


Zem = Ze Zm  impedanța electromecanică, 


se gäsegte ugor că 


a A, t pă 7 SAN, 
To A fe, EE 
EE 
Notind 
S A 
2 — —— 1 D=) 
w0 J ÿ Ape 


canicä este in general foarte mică, deci 


i ma că amortizarea me 
UT Se metrului devine 


o > a2, expresia oscilatiei galvano 


d EARR 
0 Ee sc "Sin of. 


— — 0 
— 4}; 


Elongatia maxima se obţine pentru valoarea lui t pentru care 
Se găsește 


vU 
D, =K r75 Qo SC K: Qo; 


adică este proporțională cu Qo. 
Este ușor de observat că in funcţionarea în balistic a unui galvanometru, 


prezenţa unui condensator la bornele sale are ca efect mărirea momentului 
de inertie al cadrului mobil. 


10,4,6. e FENOMENELOR TRANZITORII LA INCHIDEREA 
ŞI DESCHIDEREA UNUI CIRCUIT ELECTRIC | 


= 10.4.6.1. Închiderea unui circuit electric. Fie o reţea liniară R, activă 
gi două borne ale sale A şi B; bornele A şi B fiind deschise (circuitul funcţio- 
nind în gol prin aceste borne), între ele va exista o diferenţă de potenţial U. 
Dacă se închide circuitul pe o impedantä Z, prin această impedanta va circula 
un curent 1,4, dat de teorema THÉVENIN* 


Un 
Li 
Z + Zap 


Las = 


in care Zap este impedanta reţelei R pasivizat i | 

A e R pasivizatä, văzută prin bornele A gi B. 
EEN transformata Laplace relației echivalente în HAEA RRA şi 
ÿ seama de cele arätate in paragraful 10.4.2., se obtine SÉ 


(10.82) 


Lin = reen e 
e Z(8) + Zan (8) 


* Vezi 6.2.3.4, relaţia fiind scrisă in cantități complexe 
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BF 


deci 


etru, 
tului 


în care Ei este imaginea curentului căutat, £U,, este imaginea tensiunii ini- 


tialo la bornele AB, Z,, (8) este impedanta operaţională a reţelei pasivizată 

văzută prin bornele A gi B (s) este impedanta operațională pe care se închide 

reţeaua dată. | 
Pentru exemplificare să considerăm rețeaua din figura 10.25 la care, 

la timpul t = 0, se închide întrerupătorul K, aplicindu-se tensiunea circuitu- 

lui tensiunea constantă P; la timpul | 

t=, se scurtcircuitează rezistenţa. Se L; Ry A 


cere Să se determine curentul? de scurt- 
+ 
W: 


circuit. 
Fig. 10.25. Închiderea unui circuit electric. 


În acest caz impedanta operati- p 
onală Z(s) e nulă. | 
o 


Avem, uşor de stabilit 
imaginea acestei tensiuni la timpul t = t, este 


R, EL 
Uyp(t) = I — € fân 
1 2 


e E _Rı Sir 

90 1 + fe L = 

— st Ra A R 1 > = 

S Dachs "E R SE SE AE ET RTS Eed De 
by 20. A R+R| 5 ae 


1 


impedanta operaţională a circuitului pasivizat, văzută prin bornele A si B, 
este 


Berane 
(Rone Sa 
Zag (S) R, + L, S Rz R, Ro 

L, + RS 


Aplicind relatia (10.82), imaginea curentului cautat este 


x ; D — st 

SE e VA 
RE Re Ra 

L 


à cărui original se determină imediat; aplicind teorema dezvoltării a lui HEAVISIDE 
ĝl ținînd seama de teorema 9 a translatiei variabilei t. Se găseşte 


: E d Mt, _ (Sg A _ Ri 
i = (1— e Ly e Te Leg Ware Lé ll EE SES 
1 


Unde Y(t — !,) este funcția unitate. Este uşor de văzut că la timpul t= œ, 


n regim permanent, curentul i este curentul din circuit şi este egal cu =. 
R, 
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zitorii 

uërg la studiul fenomenelor tranzitori | 
rg de utilizare a teoremei lui THÉVENIN | 
itele trifazate, să, considerăm circul- 


t (ai 
GË Le, ‘ 


10.4.6.2. Aplicarea teoreme 
în sisteme trifazate“, Pentru a arta modul 
la studiul fenomenelor tranzitorii în cirou 
tul trifazat din figura 10.26. în acest circuit 


SEENEN pari DE pian OO déet a e à enen! 
NS N äi ch RO ate | RES si! ies 
| ep = D/2 sin (ot + ph © ae dl 
‘ bal A i e AUS | 
N di d SE SÉ GI , 
ege sin (wt + 9) ` d 
A FAN ] | | 4 ‘ ; À 2 n { ER și js f a Ai RAE K 1 
Se presupune că sursa este de putere infinită şi deci impedanta el internă este 
considerată nulă. p + | LETA EN À 


H 
-. 


PL Fig. 10.26. Sistem trifazat. 


> 


lui K 


Se cere să se determine curentul din faza A la închiderea intrerupätoru- 
Conform teoremei lui THÉVENIN curentul din faza A este dat de relatia 


i( ) =, avi (s) 
rez a B Blana dare 


Pi Q SO en (4) = eL BY2 sin (wt + 9), 
VENU) ee S AVS sin (ot + e). 


tensiunea de linie V,, se aplică im Și 
LE pedantelor Z, si Zo legate în serie: deci** 
pe fiecare fază se aplică 1/2 din tensiunea, de linie si deci (fig. 10.27 j LS ai 


Într-adevăr, sarcinile pe fazele B gi C fiind egale, cînd fază A este deschisă, 


Pao iea iv 
LE LEA | 9 — A 2 V A 


4 
1 


Imaginea, tensiunii V gor (t) este È EG ISEK 
TE Ee Jo ; 
A S gs À ca — nana a "ES wn n © Ki y 
A | 8 — Jo STEE CA 


Juind numai par 


OI pe | 
Em ei 


De pozitivă și rezultatul fiind dat de i = 2 Reli) 


* Vezi [41] pag, Ar | 
* Vezi 8223, 0 (de 
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| 


CRE 


- — Seances: — — ns LE = e SANTER e 


[| 


ap ea. 


este 


Oru- 


latia 


ose dmpedanta: fazei "A estes ile ao etio tle pO eM mueren 
Za (8) = R + Ls, 


iar impedanta sistemului vazuta prin bornele A şi 0’, sistemul fiind pasivizat, 
este egală cu cele două impedante de pe fazele B și C legate in paralel 


— = — 2 = a R re $ 
Z;(s) R peels (5) 2 Ki = 


în consecinfä, >= on) 


i(s) a 3/2 E Cs à 
- Hs — Jo) (2SLC + 3RCs +1... | 
Originalul curentului se determinä apoi eu aju- 
torul teoremei dezvoltärii sau cu ajutorul tabelelor si 
se ia | £ 


` 
-tu Ti Zich r 
-a x 


i(t) =2 Re i(t). ; : Fig. 10.27. Diagrama tensiunilor.. 


= 10.4.6.3. Deschiderea unui eireuit electric. Se considerăm o rețea electrică 
liniară, activa, R avind două borné A $i.B legate între ele printr-o impedanță 


Z, străbătută de curentul I ,,. Tensiunea la bornele A şi B ale acestei impe- 
dante este dată de teorema NORTON* 


ët 
E 
$ PY- t YAB 


unde Y,, este admitanta rețelei R pasivizată si văzută prin bornele A si B, 
l&r ZY SL | 

so „Deschiderea circuitului echivalează cu introducerea unei impedante 
infinite (sau'& unei admitante nule) între bornele A şi B şi relaţia teoremei 
lui NORTON se serie 


Re transformata LAPLACE relaţiei echivalente în mărimi instantanee, 
obține 


Ean F Sân ina (10.83) 


4 ajutorul căreia se determină tensiunea la bornele A si B ale întrerupătoru- 
i, Ca exemplu, să considerăm acelasi circuit. 1 

fnch£a" soe), PA CONSIOG ACOH CCUG, la care la timpul t 0., se 
chido întrerupătorul K, întrerupătorul K, fiind închis; la timpul CS 
© deschide intrerupätorul K, (fig. 10.25), ` E 


ere 


* Vezi 6.2.3.5, 


rentul care se stabileşte în circuit se determină ușor 


La timpul t = 0, cu 
şi este 


Imaginea acestui curent, corespunzătoare timpului t = {, este 


a Bi t E ta 
TH E 1 Le Ly JE 
Li = est E iee Lı dt pe EEL RRQ EE KE st. 
SC R Rl s R, + 1,8 


D 


Impedanta operaţională a circuitului pasivizat, văzută prin bornele A 
şi B este 
| s R(Rı + Las) 
S) = ——— e 
Z az(8) RI Rt Las 


Aplicînd relaţia (10.83), imaginea tensiunii U 4g la bornele intrerupatoru- 
lui este ai Gee ae 


R, 
ET la 
By 2 TPE || iba fa agite ei da JP 
bi SR +R + Las) R; + Rat Lis) 


a cărei original se determină cu ajutorul teoremei dezvoltării lui HEAVISIDE 
şi a teoremei 9. Se găseşte 


Rs, t) 

Vi — Lab 

24. = E | — s £ g€ 1 + „Ra 
RI 2 RÉF Ra 


Ry, _& +R, 
L 


În regim permanent, pentru t = œ, această tensiune este 


U As == bit 


R+R 


cum se poate determina si direct. 


10.5. UTILIZAREA INTEGRALEI FOURIER LA STUDIUL 
REGIMULUI TRANZITORIU ÎN CIRCUITELE ELECTRICE 


10,5,1, PERECHILE DE FUNCŢII 


Bă considerăm integrala FOURIER sub forma sa complexă, dată de relaţia 


ft (t) = [ efit G( jo) de 


m OO 
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Sor 


TU- 


IDE 


aţi? 


IS E x 
Că 
i 
be 
CS 


în care : 


este spectrul funcţiei f(t). 
Relaţiile de mai sus pot fi deduse si direct, pornind de la expresia seriei 
FOURIER cu termeni complecși. Într-adevăr, repetind raționamentul făcut în 


. paragraful 9.2.7.2. vom avea 


f(t) =m > deal > 


t> pow 
27 
în care ©, = —-> 
T 
Punînd 


EE Gë Selly sev EL e | 
O = +0, +20, +3a,,... 


expresia (9.39) coeficientului termenului general poate fi scrisă 


T 
0, = |? file dr = Clio) = Offa) (o= + op +20. à. 
SSES TE 


Cu acestea, expresia (9.53) devine 


f(t) = lim A = Ce) eil (o = +a), ie Seck 
0,0 a 
Punind 


G(jo) = lim — C(jo) = lim = Ojo) = = ave 
27 sE 


o0 ^T t-> T 


relația (9.54) poate fi scrisă 


f(t) = lim J) a G(jo) af G(jo) |do, 


0,20 


adică tocmai expresia (9.02), expresia lui G(jo) de mai sus fiind identică cu 
expresia (9.51), 


Fäcind în relaţiile (9.52) gi (9.51) ¢ = —t (respectiv t = — T), se obţine 


f(—1) = W e "at G(jo)da 


= 00 


— G(ja) = sch" elt Î(— +) dr. 


= 00 


Cele două funcţii PO) si G(jo) se corespund una cu cealaltă, în sensul că 


una din ele poate fi determinată cînd se cunoaşte cealaltă. 
Functiile f(t) şi G(jo) formează. perechi de functii* si pentru ele se pot 


întocmi tabele de corespondență. A 
See 10.5.2. TRANSFORMAREA FOURIER . e 
pasi Zrrtaar SHOR NT Legale sic. | LTE? i ALAN 
Înmultind relaţia (9.51) cu 27 şi punind ..,, P e 


27 G(jo) = Dlo) 


şi revenind la variabila ¢, se obține 


H 


® (o) = 1 EOE dT, | aes EK 


0 


în care am limitat domeniul de integrare de la 0 la ©. > 

Funcţia die) se numeşte transformata FOURIER a funcției f(t). Ease mai 
notează 
l ia EE Sh Bese ie Gaza Tac GG PEESI 


"Sun = Plo). 
-Transformarea inversă este definită de relația (9.52) sub forma 


S~ Oo) = f(t) = | , 3 D(w) dos . (10.85) 


— 90 


Ca şi pentru transformata LAPLACE şi pentru transformata FOURIER 
s-au construit tabele de funcţii echivalente. PT ëm 

De altfel, metoda integralei FOURIER şi aceea a transformatei FOURIER sint 
atit de strîns legate între ele, încît ele pot fi considerate ca fiind una şi aceeaşi 
metoda**. Într-adevăr, transformata FOURIER definită prin relaţia (10.84) 
şi deci funcţia die) poate ti considerată ca limita către care tinde imaginea 
o(s) a funcției f(t), obţinută prin transformarea LAPLACE, definită de relația 
(10.30) cînd termenul real al lui s tinde către zero 


® (w) = lime (s), 
be o—0 
bineinteles, cu ena ce această limită să existe. 
In consecin acă în expresia lui cui jo S i 
funcţia Ziel dack Dle) Se p(s) se înlocuieşte s cu jœ se obţine 
Astfel, fiind dată funcția — i i A Wa i works 
f(t) = era, AS 
imaginea ei fiind 


+ Vezi [244] pag. 280, 
** Vezi [155] pag. 8. 


4 | ge 


CU 


Sa 


că 
Pot 


se obtine 
J 
jota 


D(w) = 


10.5.3. APLICAREA INTEGRALEI FOURIER LA STUDIUL 
CIRCUITELOR ELECTRICE 


10.5.3.1. Generalitati. În regimul permanent se defineşte impedanta com- 


plexă a unui circuit, raportul complex care există între forța electromotoare 


complexă şi curentul complex 


Biel = Z = +. 


ES 


Astfel, pentru un circuit serie cu R, L si C, expresia acestei impedante este 
RO ER Lo. 
jCo 


Din relaţia de mai sus, dacă se cunoaște forţa electromotoare periodică 
armonică, la care se poate atașa vectorul complex E, cunoscind impedanta Z, 
se deduce imediat curentul respectiv prin vectorul complex asociat. 

Fie o forţă electromotoare f(t), neperiodică, pe care o presupunem nulă 
A d TEF T 
în afara intervalului k Sc? Si . 


Dezvoltind funcţia f(t) în serie FOURIER complexă in intervalul | =- ` p2 ) , 


dacă Z(jkw,) este impedanta complexă a circuitului pentru pulsatia ko, atunci 
curentul permanent din circuit va fi 


C; gikont 


(IL = Sa E 
w „2 Z(jko.) 


sau, tinind seama de cele stabilite 


DS OH 


00 jka,t 00 ` 
Ci, E = | SE sit du. (10.86) 


i(t) = lim 
1) Z(jo) 


0120 fa — oo Z(jko,) a on 


Relaţia (10.86) reprezintă răspunsul pe care îl dă reţeaua cînd i se aplică 
un semnal neperiodic oarecare f(t). 

__ Metoda constă deci în a determina spectrul G(jo) al tensiunii date, cu 
ajutorul relaţiei (9.51); împărțind. expresia acestui spectru cu impedanta com- 
plexă à circuitului respectiv si calculind integrala din relaţia (10.86) se obţine 
expresia curentului căutat, 
| În afară de aceasta, aplicarea integralei FOURIER dă posibilitatea găsirii 
modului de conectare a elementelor pasive constituitive ale reţelei atunci cînd 
se cunoaste tensiunea aplicată reţelei si răspunsul corespunzător al reţelei (efec- 
tuarea de sinteză de reţele), 
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Baemplul 1. Fie de determinat curentul 


re într-un circuit serie format dintr-un rezistor Ce. re 
+ o SE inductant’ Z, căruia i se aplică o tensiune continuă e(t) = Æ 


la timpul t=0. Bee 
Spectrul acestei tensiuni este 


e TG am salad ey ee Pure 
G (jo)= = | pem de = | Gees 


2T 0 


Impedanta complexä à circuitului fiind 
Z(jo) = R + jol, | 


Bets ero 
ER NES 


curentul cäutat este dat de relatia (10.86) 


pa Adi GQe) jet do = BACO LP CRUE do = PS Re Ca) - 
AQ) = Ve Z(jo) SCH 27 J o jo(R + joL) 2T) J œ jo(R+ joL) 


So li RARES 


| Calculul integralei se face prin metoda reziduurilor. Se gaseste 
L 
(Gy a EH |” 


expresie cunoscuta. , 
Exemplul 2. Fie acum același circuit, dar la care se aplică forța electro- 


motoare sinusoidala 


me 2 | e(t) =E V2 sin ot, 
gi se caută curentul care apare în circuit. 
raté Aplicind identitatea lui EULER, rezulta 
E: 
e(t) = zt (clot — sit), 
j 


cum cele două mărimi din paranteză sînt mărimi complex conjugate şi soluția 
finală este reală, este suticient a calcula numai cu una din aceste mărimi şi 
a lua dublul părţii reale a rezultatului. 

Vom avea deci 


D 1 E d %9 | H d Kéi 
27 2j we 2T 2j 0 


Ne: E V2 1 


Avem apoi, 
ilt) = LA | EE ee a (one. k mme OU 
—— (W —Q)(R+jLQ) Qn 2 -o Wo — GOI [R + LOL 


STE 


Integrala se calculeazä prin metoda reziduurilor. 


Punind R+ L(jo) = Z|e, unde Z = (R? F Lau? si tg ọ = +, 


curentul căutat va fi 
e 2 az me 
i = 2 Re i(t) = sin (wt — ọ) + sin es ai 


relație de asemenea cunoscută. 
Exemplul 3. Fiind dat un circuit, cărui aplicindu-i-se o forță electro- 
motoare constantă E la timpul t = 0, răspunde cu un curent de forma 


R 
D R = easy v e 
SE za — € Fb ), se cere să se determine modul de conectare a elementelor 


acestui circuit. 
Spectrul curentului este 


SL deci, circuitul este format dintr-o bobină de inductantä L şi un rezistor de 
rezistență R, legate in serie. 


ANEXA 101 E 


TABLOU DE CORESPONDENȚĂ PENTRU FUNCŢII IMAGINE ȘI ORIGINAL * | 
(TRANSFORMAREA LUI LAPLACE) | 


0.00 @(s) KO 


GEES LA E 6 F 

iE 

a9(s) | at) | | 

0.01 | 
a este o constantă sau o variabilă independentă de £ si s 


0.02 sl + pas) LO) + fo(t) 
0:03 so(s) — 1(0) SO (t) | 
dt | 
n=] f) (0) d'r) 
0.04 — —— 
dÉ SS | Se 
0.05 | s@(s) O RO)AG 
(—2) 
0.06 a a —7 ue = HH (4) 
ONE E DR E SRI 
t 
0.07 26) | | 1(0) dt 
E 0 
e E 
8) | x 
0,08 SE 2 Treo (0) 12) (L) 


a Ii PERI ____A este 0 constantă sau o variabilă independentă de £ sis 


0,10 2-4 o(s) I(t — a) dacă pentru 0 <t<a {({—a)=0 
a număr real pozitiv 


o 


Li s 7 ; 3 
În acest tablou e reprezintă baza logaritmilor neperieni, iar &, A, y sid sînt numere reale. 
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SEI: 
9 ET eu 


Ge 


eh, 


— 


pes 


ANEXA 10.1 (continuare ) 


I(t + a) dacă pentru—a<t<0 f(t + a) = 0 


0.11 ST" @(s) a numär real pozitiv 
SAR" 
| PT 
12 s4 (i) a număr complex cu partea 
° E reală pozitivă 
0.13 p(s— a) e% f(t) a număr complex cu partea 


reală pozitivă 


i 

EENEG 
lim ois, oi lim f({, oi 

0.14 a —> ao a> 49 


a o a doua variabilă, independentă de ¢ si s 


eeh EE EE 


3 (s, d) g Di, a) 
da E da 
0.15 
a o a doua variabilă independentă de t sis 
E and mn 
ds 
2 1 
Ke | g(s) de ` — f(t) 
t 
8 
a a 
| p(s, a) da | DO. a) da 
0,18 do ao 
| aoa doua variabilă independentă de {sis 
ie EE gen a EE 
0,19 8 [o(s)] R [KO] 
f(t) o funcţie complexă 
0,20 I [p(s)] du) 
eee Uwe. E Te Ree 
A(s) Fraclie algebrică n Ata.) 
0,21 : ZE raţională, numitorul ———— eul 
| B(s) cu rădăcini simple, GA B(S) 
| 
Kee 
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ANEXA 10.1 (continuare) 


Nr. IO | f(t) (Oe 4) 
e, eet 
0.22 | Fractie algebrică 5 5 Kir 14,-K esi 
D A ar l l PRE eae KR 
© "raţională, numitorul GA ke (U— K) 
B(S) cu rădăcini multiple; 
cazul general 1 dk-1 (s — s)“ | 
Kin = (e —1)1| dsk- B(s) SCH 
B(s) = (S= $,)% (S — Sp)... (s—s;)4 .. -(S—Sp)™ 
Gedo a hi ch Im 
EE 
1.01 1 Cum funcția impuls la {= 0 
1.02 S Y(t) funcția impuls de ordinul 2 la £ —0 
EEE r 
1.03 as noe Sie pea Ton functia unitate 
S : 
— eege S 
1.04 ZS € — 
S + a 
EE 
1 30 sat f | eat — e— Bt 
1.05 — ——— — 
(s +a)(s + B) B — a 
oo EE 
Ae s+ a | (ay — a) eat — (dy — B) e—® 
(s + a) (s + B) | A — a 
1 1 Beat — we—Bt 
1.07 LR, TEE à 
s(s + a) (s + B) of af (a — B) 
| >. 
| 1,08 SE EE Ee ee 
| E aB ` ais — 8) B(B — ai 
: - ne N O a eee nie st 
| 1.09 tare (sil (doze de eg 
MES ap ` a(a — H G(x — 8) 
| | | e 
| LI. jh ` e € — at pr en bt oe SE 
Wish) (B-a)(y—a) (a—Bly—68) (e 0 
1,11 EK = Oy’ S ee E ere (ao — DI _ NA 
(Aa 2) (er Biker (B — a) (Y = a) («=B (y — 8) 
TE SE T e-Yt 


EE EE E Ee 
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CERI: —%) 


SR a PI ae 


e DES ee Al INI GR TARG 


=> ps 


Io 


S s? Las 
Gr Zeep Biel A 
(s + a) (s + B) (s + y) 
1 
1,18 
s? + Ch 
1 
1.14 = e 
S — 
1.15 = 
s2 + Bi 
1.16 ren 
s? — B? 
| 1.17 Sta 
s2 + ey 
1.18 l -— 
s (s? + B?) 
1.19 SE ae 
s(s2 + B?) 
1.20 s? + d,s + a 
s (s? + B?) 
1,21 SF. do: 
(5 + a) (52 + B?) 
| 
| 
i- | 
Ze Sëch DE “lo 
| (5 + a)(s2 + B?) 
ISS ke 


a? — dia + do 
(B — æ) (Y — ai 


e E 
elt sing + Qu) unde te dy = = 


o Pare (Bi + du 


ga: a 
aè — daat o oat 


ANEXA 10.1 (continuare) 


B? — aB +a e-Bt+ 

(x — B)(y—B) 
d — ay + Go 
(e — y)(B—y) 


eat + 


e—Yt 


1 

— sin Bl 
e i 

1 

— sh BI 
SE 
cos Bt 


ch Bi 


1 
— (1 — cos Bi) 
CH 


| 
ua 
v Ve eres | 
D cos (Bt + Ya) | 
p? E | 
unde tgp, = RB ` 
y — Bi 

Ou — 8 


eat + — DES 
tc SESCH sin (BE + Ya) 


oi + B? 


unde Lu Va = R si ba == py — Ps. 
x 


1 (a, — Bac 
| Pie amara 
undo Va mm ai > da) 


aa + Bi 
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ANEXA 10.1 (continuare) 


fut) Ch 
Nr. ete) 
D1, ETE A. meet e et ta 
| Ss | cos al — cos ĝt 
(SE où) + EI a — B 
1 


— sin «isin BI 


[3 + (a + BIS + (e — Pr 228 


— E SI sin Bt 


cote E na Re 
MR A gta ae Vali COUDES PS sect TL M 
S + & (Os - s-at sin (Bf + Ye) 
(s + a} të 8 
unde tg Vs = B 
Een $i 
sta s—® cos Bt 
(s+ a} + 
EEN ÎL c-ai sh Bt | 
(s+ a? — 8 Re À 
s-a s-—at ch Bi 
(s+ a? — 8B e na i a nc Se En: 
L i 
s2 
i ii Loue. i"-1 (n întreg si pozitiv) 
sn (n — 1)! 
ee Mee Steg + et 1) 
(s + ois" a? 
SEO ace da (a a) 
(s + æ) s? a? 
2 
S + 4S + d EE ee 
(S + a)s? a 
f tea 
(s + a)? 
S + Oo 
——— [(@ — œ)t + 1] s-a | 
(s + en | 
: EEA t-l -at (n întreg şi pozitiv) | 
(6 +a)" CET = | 
5” Co AU— ak | 
——— eat ii E (nintregsipozitiv) | 
(8 + ani 2 (R = DIR (n întreg şi pozi 
a ap a, | te ene | 


1 
— D — (1 + at) et] 
EX 


 S 
” 
+ | 
R | 
"Si 
b 
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Ware) ; ANEXA 10.1 (continuare) 


ZS yts) f(t) (0 < 0 
| ae | Ge EE 
ll le 
s(s Leit a? e a? 
| | S + as + dy | fh OCS Ce ul, Ci do x 
| s(s + «)? ~ (a2 o a? d 
=N 
1 ; 1 | = o 
ee ea EDIT. gy 
| (S + a)(s + B) (o — BY? (a — Be 
S + a AN — IX ay — = 
— O2 _ z DES a CE (rs OI ee 
(s + æ) (s + B) (to— B)? a — (o — Bi 
a - 
SS EE i {2 ge — ae 
— (à (s + œ)? ; 2 
Gei 
| 5 1 
| SE t| 1— — at le-a 
| (s + ei 2 
— AS 
| 1 1 i a, i 
= — i — — sing 
(s? + œ2)s? GP ei 
h at 
— sh at — — t 
(s? — a2)s2 e iB 
SEE. i e Ia a, 
s? + 2a2 1 
= Fin CFU ONCE 
EA RES SL 
s? — 2 a? SH 
== = cos at shat 
st + 4q o 
S I t t 
| —— (sh «at —'sin o 
| sâ— od 203 
re 
| s 1 
E Ce COSTEL) 
| s4 — q4 202 
| | En en nn D 
ol s2 1 
| — (sheit + sina t) 
| si — oi 2a 
Sch E het | 
— (ch e 
| SE Sr SCO 
| EE 
Reg — (Sin a! — at cos af 
(e? + oi 203 ( ) 
PR EEN 
SH i 1 
(32 — op leu ch at — she?) 
Sc 5 1 
1.56 ER — { sin at 
1) Rs Ee GK E AE E NR AR PR E 
2 1 
De" 1.57 Pee ot A me — (sin «f+ atcos at) 
(s? Lei Ze 
"bt 
i 
KSE 
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RE mener t cos at 
EE egene 
| a À ou (sin ft — B (cos Bf) 
RE a TO a 
1.60 | a: SAP CIE KH sin pt 
A [ts + œ)? + 67]? 4 26 
LIT RE | ES E eel IE Į | 
1.61 OO te—at cos Bt 
: [(s + a) + BP 
EE PE TNT VE 
1,62 EE tee gy ln al 
: s(s + a)? y ad Zei ; 
AOAN bal a Ee 
1 
îi stu Bes (cos af — 1) + —# 
SS (SAO) MA i E at 2q? 
EE Ee, LEE 
SE Ara 
SAS? — a?) ai 2a? 
1 1 
Vs. re Vrt 


ch 


SL dk 
s Vs | | T 


— 


Vs on fn 1 
gt t1 45315 on 1) Vrt 
LEE? 
2 e—% 
Vs + o Vrt | 
Si ET — 2at) ec | 
(s + a)l s+ a | Vt | 
2.06 E Ze [1 + 2(a — al)] s-a 
(s+a) s +a Vrt 
Pere M 
2.07 ra SE ei 
d s? + on” T 
2 2 Rae 
2.08 Vs + ot ts KAN E 
ES să + a? ef rel 
TTET Wë SC 
2,09 | ES = Se CE shat 
Bees. SÉ — oi SE Gil E NER 
Ee pee A 
2,10 la ZE —chatl 
LAS 2 Ld à ri 
1 | 0 (<a 
3,01 ers 
| $ | G SUSA 


= i STE 


ANEXA 10,1 (continuare) 


2 
1 Fac 1 ca 
es z 7 ee Vi 


i ace Fa CT PE SNS 
ET E — cosa Vi 
Pete Vs | ES 
Ze a E EE 
1 FE 1 = 
F HE E s SE sh 2a Vt 
Sep a Va 
€ az 
M TT 2 
pe € = PRI d D 
e Vs al sin o Vi 
RER EN MMS AR D T = TE 
1 g? — { à. 
3.10 — | 1+ —le * 2 |/—chaJt 
s Vs 2s x 
ns i ee IE EE EENEG 
1 a? => { a 
3.11 ——j 1 — —lJe 4s 2 — COS a Vi 
s Ps 2s } = 
2n T 
Quis cos at t< 
3.12 = aL o 
| s? + oi 0 SCH 2nx | 
o 
1 — — 
4,01 Cee — ch |2t cos V2t 
Ve S xt 
e = 
4,02 SS sin Gs = sh IER sin V2 t 
S S Vrt 
Lee EE EE A 
— — 1 d 
4,03 23 e" Væ cos Vas —— cos | — 
Vs Vrt st 
he SEE wie E ER DOERR ANN 50 A bi să E a RS 
— — 1 o 
4,04 t e" Vos sin Vas —— sin (= 
Vs Vri | 2t 
Els Y Sait, Cl Ve A 
o 
4,05 TETI cos ¢ + eus À | cos (xt 6) 
s? + ai 8 
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ANEXA 10.1 (continuare) 


Nr. (8) f(t) Os") . | 
ad A a 


4,06 sin ] 8 + arteg = sin (xt + 
IGR A 1 T A | 
4.07 — ch — — (eh 2 Vt+ cos 2 Vt 1 
Vs = 2 Vrt ( $ 
1 1 1 7 rs Ki 
4,08 = ch — ——(sh2Ÿt+ sin 2 Jt T 
> s Vs S Allen. Vo TE 
S— a 1 $ 
5.01 Eege fl = GC | 
s t | 
ay | 
s +a 2 i 
5.02 seet eck ) 
S — & t } 1 
1 
s — 1 
s—& | 
s2 E 2 
5.04 In ——— — (1 — chat) | 
s t } 
52 2 2 | 3 
5.05 fa ees — (1 — cosa £) | 
à s2 d E | 
s? + a? 2 f l 
5.06 In ——— — (sin at + sin Bt) | 
s2 + EM S t 
| 
h 1 
5.07 In l + a Ks sin? a 
s2 2 
s2 >> a? 2. | 
5.08 sln M a [(ch «f — 1) + ta sh at] l 
( 
2 2 
5.09 e 2 
sln 2 ral [(cosat—1)+tasin ef] 
(s + a)? + y? 2 | 
5.10 In +6) 42 — (e- BI — e` at) cos yt 
G NES) l : 
< 
ee 0L 1 
5,11 arctg — — sin at | 
S t 
; Ki 1 Ze" 
5,12 arctg —— — cl sin at | 
8 Ap eege Hl ars | 
5,18 arctg PEL RER? Sé sin æ {cos ft 
en. | |. B: 
5 E Să — aS + B 1 A ee GEES 
14 arctg TA f (eat — 1) sin Bt 


= ——— memes 
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Capitolul XI 
SISTEME ELECTRICE NELINIARE IN CURENT ALTERNATIV 


11.1. GENERALITĂŢI ȘI DEFINIŢII 
11.1.1. GENERALITĂŢI 


Consideratiile făcute asupra funcționării unei reţele electrice de curent 
continuu *, sînt integral aplicabile şi pentru reţelele electrice de curent alter- 
nativ. Fenomenele care apar în cazul curentului alternativ sînt însă mai com- 
plicate si multiple **. De asemenea, în circuitele de curent alternativ pot fi 
utilizate nu numai rezistenţe cu caracter neliniar, dar ai inductante si capacităţi 
care au caracteristici neliniare. 

Utilizarea elementelor neliniare nesimetrice (de exemplu supapele elec- 
tronice, care prezintă o rezistenţă foarte mică pentru un sens al curentului 
şi o rezistenţă foarte mare pentru sensul opus) permit redresarea curentului 
alternativ, adică transformarea acestuia într-un curent electric a cărei valoare 
medie să nu fie nulă, practic în curent electric continuu. 

Existenţa unui element neliniar într-un circuit electric de curent alter- 
nativ, la bornele căruia este aplicată o tensiune electrică alternativă sinusoidală, 
sau care este străbătută de un curent electric alternativ sinusoidal, are drept 
consecință faptul, că tensiunea la bornele circuitului, respectiv curentul din 
circuit, este deformat, rămînînd totuşi periodic ***. 

În circuitele de curent alternativ, serie sau derivație, care cuprind elemente 
oscilante (condensatoare si bobine) cu caracteristici neliniare, se pot produce 
unele fenomene deosebite asemănătoare rezonantei electrice, numite fenomene 
de ferorezonanţă ****, 

A De asemenea, circuitele electrice neliniare în curent alternativ pot prezenta, 
in anumite condiţii, stări de nestabilitate adică, în cazul unui proces tranzi- 
toriu, oscilatiile care apar nu se mai amortizează ci dimpotrivă se amplifică *****, 

Studiul teoretic al fenomenelor care apar în circuitele electrice de curent 
alternativ neliniare este deci mult mai complicat decit studiul fenomenelor 
in circuitele electrice liniare sau chiar în cazul circuitelor electrice neliniare de 
curent continuu. 

Ecuațiile diferențiale pentru studiul circuitelor electrice neliniare de 
curent alternativ se obţin tot cu ajutorul celor două teoreme ale lui KIRCHHOFF 3 
ele sînt ecuaţii diferenţiale neliniare. Pentru rezolvarea acestor ecuaţii nu există 
o metodă generală, 


* Vezi 2,5,1. 

** Vezi [19]. 
#** Vezi 9,4, 
999% Vezi 11,3, 
###4% Vezi 11,4, 
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11.1.2, CLASIFICAREA ELEMENTELOR NELINIARE ALE RETELELOR 
ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV 


ircui ice ai că i sînt constanti. 1. Un circuit — 

1.2.1. Circuite electrice ai căror parametri S b 
eae o rezistenţă EE E E dere a 
bornele circuitului si curentul care strabate ee inion d ea ; 
dent de alte elemente. Această definiţie care se ap că e EH 
inuu (sistemelor staționare), se aplică gi circuitelor de cul iv 
Enea cha ions) in general, in condiții normale de încălzire, rezis E 
tentele metalice îndeplinesc aceste „condiţii. E: 
Caracteristica volt-amper a unei rezistenţe cons 


tante este o dreaptă care ` 4 
trece prin origine, de coeficient unghiular 2 D 


Np 


g 


Fig. 11.1. Caracteristica volt-amper Fig. 11.2. Caracteristica weber-amper 
a unei inductante constante. aunei inductante constante. 


a 2. Un circuit electric prezintă o inductanta constantă atunci cînd raportul 
dintre forţa electromotoare de inducţie care apare la bornele circuitului şi 
variaţia in timp a curentului care străbate circuitul este constant şi independent 
de alte elemente. Această definiție este dedusă din relaţia 


di 
Ur = | — 
k di 


Și caracteristica sa volt-amper ** este o dreaptă care trece prin origine (fig. 11.1). 
„Definirea unui circuit cu inductantä constantă poate fi dedusă si din 
relația (3.120) i 


Li= Ne 


În acest caz circuitul este definit; ca prezentind o inductantä constanta, atunci 
cînd raportul dintre fluxul total al bobinei si curentul care o străbate este con- 
ont EE weber - amper corespunzătoare este de asemenea o dreaptă, 
7 ce prin origine, a cărei coeficient unghiular reprezintă i A cir- 
ein ie toy ; ghiular reprezintă inductanta cir 


* Vezi d 2,5,2, 
** O caracteristică volt-amper propriu-zisă 


nici o relaţie directă între uz, 1 si L. Se Litres a unei inductante nu există, deoarece nu există 


ază totuși denumirea prin analogie. 
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3, Un circuit electric prezintă o capacitate sau o elastantä constantă, 
atunci cînd raportul dintre tensiunea la bornele sale şi sarcină electrică înmaga- 
zinată în circuit este constant si independent de alte elemente. Această defi- 
nitie este dedusă din relaţiile (1.92) 


u, = Bg = +. 


Caracteristica volt-coulomb corespunzătoare este o dreaptă care trece prin 
origine avînd coeficientul unghiular egal cu elastanfa circuitului (fig. 11.3). 

Parametrii circuitului indeplinind condiţiile arătate mai înainte formează 
grupa de parametri liniari ai unui circuit electric. l 

4. Impedantele, respectiv admitantele, constituite din rezistențe și 
reactante liniare sînt impedante, respectiv admi- 
tante liniare ale circuitului electric. Ele sînt definite 
ca raportul dintre tensiunea, la bornele sale si curentul 
care le străbat. Caracteristica lor volt-amper este 
o dreaptă care trece prin origine și al cărei coefi- 
cient unghiular este impedanta însăşi a circuitului 


Z= = PR r. g=fidt 


Fig. 11.3. Caracteristica 
volt-coulomb a uneielastante con- 
11.1.2.2. Cireuite electrice ai caror parametri stantă. 

variază numai cu timpul. Se consideră ca parametri 
care variază cu timpul, acei parametri ai unui circuit electric care sint funcţii 
explicite de timp si independenţi de curent şi de tensiune. Dacă se notează 
cu Ri, Li, S, respectiv C,, aceşti parametri, atunci ecuaţiile de funcţionare 
a circuitelor electrice caracteristice speciale sînt : 


U 
I 


— pentru circuitul rezistiv Uni — le, A, 
REE d (Ly i di AL 
— pentru circuitul inductiv Oy = RENDENT le ee 
d dt dt 
— pentru circuitul capacitiv Ory = | S, idt, 
4 a A d (Cyu due ac; 
respectiv i = Au) — C.— + u—- 
‘ dt dt at 


vee „Există numeroase cazuri în care aceşti parametri sînt funcții de timp, 
rä a depinde de curent sau de tensiune. Astfel, de exemplu, inductanta înfă- 
parari polifazate a unui alternator față de întăşurarea inductorului este o 
unchie de poziția acestuia din urmă gi deci de timp; de asemenea, rezistența 
unui microfon CU granule de cărbune este o functie variabilă de timp deoarece 
ea, depinde de presiune, deci de unda sonoră care este o functie de timp, si nu 
depinde de caracteristicile electrice ale microtonului (tensiunea şi curentul) 


H 
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4 ilie € rept ind originea ca 
Caracteristicile volt-amper formează o familie de di Arena EE 
punct comun ; in figura 11.4 este reprezentată 0 asemene 


o rezistenţă variabilă în timp. se poate aplica întotdeauna 


re apar asemenea parametri, À 
ee principiul suprapunerit efectelor. 


11.1.2.3. Cireuitele electrice ai căror 
parametri variază numai cu curentul sau 
numai cu tensiunea. Parametrii unui Cir- 
cuit electric, rezistenţa E, inductanta L 
sau capacitatea C, care variază In raport 
cu curentul care îi străbat sau cu tensi- 
unea aplicată la borne, după o lege oarecare, 
bine definită, dar care nu variaza In mod 
explicit cu timpul, se numesc parametri 
liniari. 

Caracteristica de funcționare a aces- 
tor elemente nu se poate determina decît 
experimental, ecuaţia lor analitică nepu- 
tind fi în general stabilită. O asemenea 
Rg curbă poate fi simetrică sau nu in raport 


ZS Fig. 11.4. Caracteristica volt-amper a unei 
| rezistente variabilä in timp. 


ei care este definita in douä moduri 


cu originea, iar curbura ei este variabila. 

a) În cazul unei rezistente neliniare, 
aceasta este caracterizatä prin valoarea 
(fig. 11.5): 


1) Rezistenta staticä, care este raportul dintre diferenta de potential de 
la bornele rezistentei neliniare şi curentul care o străbate 


şi este definită pe caracteristica volt-amper 
a rezistenţei neliniare, prin unghiul pe care 
il face dreapta ce uneşte originea axelor 
de coordonate, cu punctul de funcţionare 
corespunzător cu axa absciselor 


ctgo=-4=R,. 
i4 


Fig. 11.5. Caracteristica volt-amper a unei 


2) Rezistenta dinamică, care este rezistențe neliniare 


SNR ntre variația diferentei de 
potentia bornele rezistenței n lini j iati 
) eliniare si variat ` i à 
cind, aceasta tinde către zero ȘI vanaţia curentului ce o străbate, 
Ai=o Ai di 


Această mărime este defini 


înclinare al tangentei la cur 


tă pe caracteristica volt-amper, prin unghiul de 
absciselor 


ba caracteristică, în punctul de funcționare, cu axa 


ctg d = Ki Fe JA 
AE 
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nes 


te; 


Ké 
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Rezistentele statică şi dinamică ale unei rezistenţe neliniare sint varia- 
pile de-a lungul caracteristicii corespunzătoare și diferite între ele, R, Æ R,; 
dacă R, = Ra, rezistenţa este liniară, cel puţin pe porţiunea de caracteristică 
pentru care această egalitate este satisfäcutä. Trebuie observat de asemenea, că 
rezistenţa statică e întotdeauna pozitivă, pe cînd rezistenţa dinamică poate fi 
pozitivă sau negativă, aceasta depinzind de poziţia concavitätii caracteristicii 
faţă de origine. 

Un exemplu de rezistenţe neliniare îl constituie redresoarele de orice fel. 


b) Caracteristicile inductantelor neliniare se pot reprezenta, de asemenea 
grafic. Astfel, curbele de magnetizare dau caracteristica, weber-amper a acestor 
mărimi. Tinind seama de relaţia care definește fluxul în funcţie de curent* 


AZEN OEO; 


se poate defini si in acest caz o inductanta statică şi una dinamică, însă acestea 
nu au o utilitate practicà. | Wes ` 

Ca exemplu de elemente de circuit prezentind inductante neliniare, pot 
fi date bobinele cu miez de fier cu caracteristicä saturata, in categoria carora 
intra transformatoarele electrice. 

c) Utilizarea capacitatilor neliniare iu circuitele electrice este foarte putin 
uzitată ; reprezentarea grafică a caracteristicii unei asemenea capacități este 
în orice caz posibilă, deşi obţinerea ei este mai dificilă în cazurile practice. 

În probleme în care apar parametri neliniari ai unui circuit electric, prin- 
cipiul suprapunerii efectelor nu poate fi aplicat; decît în cazuri cu totul parti- 
culare. 


11.1.2.4. Cireuite electrice a căror parametri variază în acelaşi timp eu 
tensiunea sau cu curentul si cu timpul. Parametrii unui circuit, À, L sau C, 
care variază cu curentul care le străbat sau cu tensiunea la bornele lor si simultan 
si cu timpul se numesc parametri neliniari variabili în timp. 


Caracteristica de funcţionare a acestor elemente este formată dintr-o 
familie de curbe trecînd prin origine, fiecare curbă reprezentînd caracteristica 
neliniară a parametrului considerat pentru o anumită valoare a timpului 
(fig. 11.6); aceste caracteristici pot fi reprezentate şi prin suprafeţe în spaţiu în 


z 
_ Ulf t bcoswt) 
Ap (7-au) 
t 
8 9 
asf 
Fig. 11.6, Caracteristica volt-amper t, = 7/80 6 
a unei rezistențe neliniare și vari- toa 7/4 
abilä in timp, 2° 4 
elt 
T= Perioada 2 


A St 


Ce 


* Vezi (3.120), 
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32 — c, 229 


gurile indicate sint redate aceste 


raport eu ambele variabile (fig. 11.7). tn dig 
caracteristici pentru o rezistenţă neliniat ; 
zentată prin ecuația | 


abilă in timp care poate fi repre- 


RO — au) à 
1 + b cosol 


R= 


_ Ao (1-4) 
7+6 cos wt 


| 


LY 
Yh, WE fe 
E DD CZ 
YY TLE Wy WI 


avans fi banu a 22242222 aad însa. 


Fig. 11.7. Caracteristica spațială a unei rezistențe neliniară şi variabilă în timp. 


în care R,, 4, b, şi œ sînt constante. Caracteristica volt-amper corespunzătoare 
este 


„_vu __ u(i+bcosat) à 
E R R, (1 — au) 

Analog, se pot găsi caracteristicile şi pentru ceilalți parametri ai unui 
cireuit electric, inductante sau capacităţi. 

Pentru circuitele conținînd asemenea parametri, principiul superpozitiel 
nu se poate aplica. Soluţia exactă a acestor probleme este în general imposibil 
de obţinut ; se obţin soluţii aproximative ale acestor probleme prin reducerea 
circuitului la unul cu parametrii variind numai în funcţie de timp, prin metode 
grafice de aproximare sau prin modelarea pe calculatoare electronice analoage. 

În tabloul 11.1 a fost rezumată discuţia precedentă raportată la rezistenţe. 


11.2, METODE GENERALE DE CALCUL ALE SISTEMELOR 
NELINIARE ÎN CURENT ALTERNATIV 


11,21, METODE DE CALCUL IN REGIM PERMANENT 


11.2.1.1. Generalităţi. Rezolvarea problemelor de circuite electrice cu 
elemente neliniare funcfionind în regim permanent se face, ca şi în curent 
continuu* prin metode care variază de la caz la caz. Reguli generale nu pot fi 


* Vezi 2.5, 
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Je M (u) wu A (i) 


Analog, inductanfa » L(u) sav ZOU 
elastenfa = Glu) sau 8 (q) 


Teorema suprapuneri olbotelor nu 
se aplică 

Eovafil diterenfiale neliniare cu 
parametrii AJ, 8, fonefi de tensiune 
sou curent, Gu excepfia uhor coturi 
porticulora, nu este posibili decit 
d solufie aproximativă 


| 
y s Aa gonst 


Analog, L» canst 
Se const 


Independente de ting 


Teorema suprapunerii elăotelor. se 
aplică | 
Ecuatii diferențiale liniare cu pa- 
rametrii R,L,8, constant 

Soluția exactd se abline relativ 
ugor 


d- Razistenta neliniară variabili 


b-Rezistenta variabilă in fimp e fi 
(Ia n în fimp 


A 
E 

à 

Š + sA (tu) sau (Li) 
Li R Analog , inductanfa = L (t) Analog, inductanfa = L (tu) sau L(Li) 

§ elastanfa = S(t) elastanfa = S(tu) sau S(ti) 
>j | > | Teorema suprapunerii efeclelor se Teorema Supgrapunerii eloclelor pu 
il aplică. se aplica 
à Ecuofii diferențiale liniare cu Ecuafi diferenfiole neliniare cu 
| porometrii À,L,8, funchii de fimp. parametri RL, funcţii de fimp si 
£ Solutia exacta posibila obfinyta curent sou tensiune 
"e cu dificultate. Soluția obtinuté cu dificultere prin 
>, aducerea la cazurile a,b, 6. 

stabilite ca pentru circuitele liniare. Aplicarea celor două teoreme ale lui KIR- 
| CHHOFF sub forma 
al Zi = 0 
yh | 
fi pentru nodurile reţelei și 
ZS -- dit ue 
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inta tensiunea la bornele elementului 
er corespunzătoare — conduc întot- 


neliniar — dată de cara r co l € 
dei de rezolvare a circuitului respectiv. 


Astfel, în cazul unui circuit 
variabilă în timp, de forma 


în care Ro si R, Sint constante, alimentate de o forţă electromotoare constantă, 
valoarea curentului ce se stabileşte în circuit este 


4 = AE Rm Ba 5 ” 
Ry — Rm cost LL SE |. R? cos? t +... IC 

= o + cos t + I,cos2t + Iscossi +... (11.1) 
deoarece — 


1 1 
cos?  — — + —0c 
> Ta os 2 t, 


3 

3 1 

cos? t = — cost + — cos 3t 
d A A H 


SE = 1 "e k 
92n—1 H Cr COS (2n—2k—1)t 
k=0 3 
RE SE 
Za oan A CenCOS2(n — k)t. 


k=0 


Metodele d 

e rezolvare ale cireui 

in curent ale circuitelor electri aa 

alternativ electrice nel <a A ‘ 

- ; ot fi or a A iniare în reg’ 

metode analitice, ` p grupate în două mari categorii : sim permanent, 
| : gorii : metode grafice si 


15212; Metode ¢ à 


metoda constă în 
a găsi form 
constructi APRES a curentului vd Re 
În E a BEE ou sa CAE circuitul printr-o 
BE ul cînd circuitul este mai COR À 

teristica volt-amper rezult este mai complicat, se determing, i 
curentului utantä a circuitului dein? rmină în prealabi 
ui în raport cu această litului după care se construiest. abil carac- 

FER stă caracteristică printr-un nstruieste diagrama 

* Vezi 2.5.4, procedeu analog. În 
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figura 11.9 este dată această operaţie pentru un circuit format dintr-o supapă 
electronică (o diodă) care functionează in serie cu o rezistenţă liniară, fiind ali- 
mentată de o sursă de tensiune alternativă sinusoidală (fig. 11.10). 


Fig. 11.8. Determinarea curbei de 
curent într-un element neliniar. 


Fig. 11.10. Circuit redresor mono- Fig. 11.9. Determinarea curbei de curent absorbit de o diodă. 
alternanță. 


11.2.1.3. Metode de aproximare analitice. Fiind dată caracteristica volt- 
amper a unui element neliniar oarecare, dezvoltind-o în serie Taylor în jurul 
unei valori ae a tensiunii, se obţine 


u — Uy Oi 


EE E oo 


ilu) = au 
) o) + le Gi 21! ou? 


= A) + a, (U—U,) + a, (U—Uy)? +..., (11.2) 


ceea ce arată că funcţia caracteristică volt-amper a elementului respectiv poate 
îi aproximată, printr-un polinom întreg în «. Dacă tensiunea de alimentare 
este alternativă sinusoidală, atunci curentul absorbit de circuit este nesinu- 
soidal*. 
Partea dificilă în aplicarea metodei constă în necesitatea cunoaşterii 
ecuației analitice a curbei caracteristice, ceea ce in general nu se poate obţine 
ecit dintr-o prealabilă operaţie de ajustare a curbei experimentale **. Odată 
această ecuaţie cunoscută, expresia curentului se deduce imediat. Astfel, dacă 
operaţia de ajustare a condus pentru caracteristica volt-amper la o ecuaţie de 


forma, 
3/2 
à ~ u 
cru 
a 


RE D 
* Vezi 9.1. 
** Vezi [113]. 
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prin dezvoltarea in serie a 


3 i ini r este* 
atunci, expresia curentului din elementul neliniar corespunzăto 


Ka — u — Uù +. OUE | 
K Da A CET 


dacà operatia de ajustare conduce la o functie exponentiala de forma 
i = a(e"—1), 


lui ein, expresia curentului in elementul neliniar 
respectiv va fi a SE 


` LE bu 
ali En = +...) 


in ambele cazuri, dacă tensiunea aplicată elementului este periodică 
alternativă sinusoidală de forma 


u = U V2sinot, 


curentul din element este un curent periodic alternatiy nesinusoidal de 
forma (11.1). 


11.2.1.4. Exemplu de aplicație. Pentru încărcarea unei baterii de acumula- 
toare de la o retea de curent alternativ, se relizeazä montajul din figura 11.11, a, 


Fig. 11.11. Circuit redresor pentru încărcat acumulatoare. 
a) Schema de montaj; b) diagrama tensiunii de alimentare si a curentului 


ege E Re pre puiv bateria de acumulatoare care urmează să fie încărcată şi a 
i, SCH electromotoare este E=7 V, T este transformatorul reductor, 
ensiunea în secundar e= 10 sin wt V, şi f = 50 Hz, D — o diodă, pre- 
supusă We d geng = 19, rezistenţa totală a circuitului. Se cere să se deter- 
pi ea Ee ee cu care s-a încărcat bateria de acumulatoare după 
ar Deea xima a curentului ; 3) valoarea maximă a tensiunii pe diodă. 

nvul din circuit va fi dat de legea lui ONM si este 


ge — E 


Q =m 
= 


ser e mem 


* Vezi [28] p.! 9, 
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Tinind seama de modul de funcţionare a diodei*, curentul va apărea în circuit 
la timpul t, cînd e,= E, va dura atit timp cit ez > și va dispărea din circuit 
la timpul t, cînd din nou e, = #. În aceste condiţii, diagrama de funcţionare a 
circuitului este dată in figura 11.11, d. l e À 

Este uşor de văzut, că într-o perioadă sarcina electrică cu care se încarcă 


acumulatorul este 
aie VE 1 1 
=\. Zen d = ——__| 2 EZ, cos ot, + E [2 = pi) , 
ue À. Titre | x | ; 2 
S căci ta = > T —t,, T fiind perioada funcției sinusoidale, egală cu 0,02 s. 
Timpul ¢, se determină din relația 
E sin of, = E 
ă şi deci, 
“th Eanes are sin =- = 247.10 5%. 
co Em 
Cu aceste date, 
e 
0,504 
Häer = f C 
a f fiind frecvența reţelei de curent alternativ; într-o secundă acumulatorul 
? se va încărca cu o sarcină electrica** 
d =f Geen = 0,504 C = 0,504 As, 
iar într-o ora 
Q = 3 600 q = 1814,4 C = 0,504 Ah. 
Valoarea maxima a curentului este 
dg SoS ent 
Ta + e 
Valoarea maximä a tensiunii inversä pe diodà este 
U, = E —(—#) = 17 V. 
à 
l; 11.2.2. METODE DE CALCUL IN REGIM TRANZITORIU 
B- 
ë j 11,2.2.1. Problema generală. Rezolvarea regimului tranzitoriu de func- 
i fionare a unui circuit electric se face găsind soluţiile generale şi particulare 


ale sistemului de ecuaţii diferenţiale care descriu fenomenul corespunzator** 


ECA SEATA E 
* Vezi 11:2;1,2; 
** De fapt ar trebui să se scrie 


q = 0,504 G/s = 0,504 As/s; 


in aceasta relalie f trebuie privit ca un număr fără dimensiuni, 
994 Vezi 3.6.1, 
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Dacă sistemul de ecuaţii diferențiale este liniar, se poate găsi întotdeauna 
o soluţie exactă a problemei fie rezolvând sistemul respectiv prin metode directe, 
fie utilizind metode speciale de calcul (mărimile complexe, transformata 


LAPLACE etc.) *. 


fn cazul cînd parametrii circuitului sînt funcţie numai de timp, regimurile 


tranzitorii corespunzătoare pot fi calculate transformind ecuațiile diferențiale 
de funcționare ale circuitelor în ecuații integrale a caror rezolvare este posibila* ; 
rezolvarea acestor ecuatii integrale devine însă dificilă, dacă se tine seama de 
fenomenele de ereditate magnetică sau dielectrica. 
Dacă parametrii circuitelor electrice sînt neliniari, simpli sau depinzind 


de timp, solutia problemei nu se poate gäsi, decit facind oarecare aproximatii 


si utilizind metode de calcul grafice sau calculatoare electronice, analogice sau 


cifrice, pentru fiecare problema stabilindu-se în prealabil programarca cores- 
punzătoare. 

Pentru exemplificare, fie de determinat curentul ce se stabileşte într-un 
circuit electric format dintr-un element prezentind o rezistență neliniară, legat 
în serie cu o bobină de inductantä L, cînd se închide pe o sursă de tensiune 


constantă (fig. 11.12) ; se presupune, că bobina are inductanta constantă şi nu are 


rezistență, proprie, ceea ce revine a admite 
că rezistenţa, acesteia este cuprinsă in valoa- 
rea rezistenţei neliniare. 

f Dacă v = v(i) este caracteristica re- 
AL zistenței neliniare, atunci ecuația de func- 
tionare a circuitului este 


A 


Fig. 11.12. Circuit electric neliniar. == v(i) ms E, (11.3) 


care este o ecuaţie diferenţială neliniară, a cărei integrare nu se poate face 
direct, întrucât funcţia v(i) nu este cunoscută ; în general funcţia v(i) este cunos- 
cută sub forma unei diagrame, caracteristica volt-amper a rezistenţei neliniare. 
ră Tate integrarea ecuației (11.3) se folosesc diverse metode ca integrarea 
gralica, Uniarizarea caracteristicii volt-amper, aproximarea acestei caracteristici 
Bento ecuație analitică etc. | 
à Š = De 
EE (an Kanoton) a EE, in ta 
TEs 1 caracteristică este dată în figura 


Se va rezolva această à pri 
| asta problema prin toate me indi au ti 
o 
dE p t dele indicate, cäutindu-se 
Metodele de rezolvare j 
ale acestei probl î icabi icărei 
bleme an D eme sint aplicabile oricărei pro- 
aloage, oricare ar fi parametrul variabil. z 


11.2.2.2. Metoda integrari i a hs 
si integrind se obţine egrari grafice: Separind variabilele în ecuaţia (11.3) 


Seen (i Saa 
L PENO (11.4) 


în care i ; d gu 

Ze Boe eue ump ul t = 0 si à valoarea curentului la timpul t oare- 

tica volt-amper v(i) a di ia ale se face in modul următor : cunoscînd caracteris- 

A de iod ei (fig. 11.14, a) se trasează curba E—v(i) Si se ded 
4—v(i)] (fig. 11.14, b, el, Integrala din relatia (11.4) re En 


_— 


* Vezi 10,4, 
** Vezi [164] pag. 14, 
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a absciselor si ordonatele 

Hoi d între curba 1/[E — v(i)], ax SE P= 0 si 
es LE e SEH t— 0 şi t =t oarecare, Presupu er See oară a 
Eet on pentru diverse pures n i See inmultite 
É Re $ + limi rdonata - 
e VT E rafetei limitată de ord SC rdonata ? 
e KK EE a timpului i; astfel, pentru ord S 

U 


j scu D. . Procedind în acelaşi mod 
(fie. 11.14, ¢), aria suprafeței 0.4 BC este egală e 7 


j in fi ăseşte curba integrală căuta- 

le curbei (0) din figura 11.14, c, se gases 
EE GE mai dificilă a acestei metode este oya varen: ane 
GE supratete, mai ales atunci când, Curba SE S a Er 
est scop se utilizează hirtia milimetrica sau „U 
EE in desenarea curbei pe 4 Se EH E ZS i 

ări i elor suprafețe cu ajutorul unei balante analı > 
Ser e GE SC e unei suprafete a cärei arie se determina 

uşor, de exemplu un pătrat cu latura de 1 cm. 


3. Metoda semigraiică. Această metodă constă în liniarizarea car aC- 

E diodes prin dc unei linii poligonale în curba Car acter RR 
(fig. 11.15). Pentru fiecare din aceste coarde, funcția v(7) este liniară şi penin 

intervalele corespunzătoare ale lui 4 şi à integrala (11.4) se poate efectua ann y : 

Soluţia astfel obţinută este valabliă, numai pentru intervalul considerat ; pen E u 

a obține relația completă a problemei, se racordează diversele soluţii obţinute 
pe intervale, prin condiţii comune la limită. ? PC 

Modul acesta de a rezolva problema constituie metoda semigraficà, întrucît 

se utilizează calculul analitic pentru calculul fenomenului pe porțiunile liniari- 

zate ale caracteristicii. 


Fie un interval a, b (fig. 11.15). Pentru 
acest interval 


în care 
este coeficientul unghiular al coardei consi- 


derate. În aceste condiții, integrala (11.4) 
se poate scrie 


L L = u 3 
Fig. 11.15. Liniarizarea caracteristicii 
volt-amper a diodei. 


(11.5) 
Calculul numerie se face pentru fiecare coardă în 


u = 0 și i = 0. Diversele rapoarte t/L, pot fi ca 


parte, luînd pentru t = 0, 
recurenţă, 


lculate cu ajutorul relaţiei de 
En e tata Dé En a 


L L 


LÉI 


în caret, = Q. 
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Rezultatele ce se obţin prin această metodă sînt foarte apropiate de acelea 
care se obţin prin metoda integrării grafice. 


11.2.2.4. Metoda coardei unice. În cazul cînd se urmăreşte o aproximaţie 
mai putin precisă a urmăririi fenomenului în ansamblul său, acesta räminind 
bine determinat pentru un anumit punct de funcţionare a sistemului, se înlo- 
cuiește caracteristica volt-amper a elementului neliniar prin coarda care uneşte 
originea cu punctul de funcţionare corespunzător (coarda A din figura 11.15). 
Aceasta revine în a înlocui rezistenţa neliniară a kenotronului printr-o rezistență 
constantă a cărei valoare este egală cu inversul coeficientului unghiular, al 
coardei considerate. Problema se reduce astfel, la o problemă cu elemente 
liniare. | 

O aproximație mai bună se poate obţine, dacă se înlocuieşte caracteristica 
de funcţionare a rezistenţei neliniare, printr-o secantă care să se apropie cît mai 
mult de caracteristica reală dată (dreapta B din figura 11.15). Ecuația acestei 
drepte fiind 


u = E, + Ry, 


aceasta revine în a înlocui rezistenţa neliniară printr-o rezistență constantă 
R, şi a introduce, în acelaşi timp în circuit o forţă contraelectromotoare F. 
Ecuația de funcţionare a circuitului devine 


EE 72,6 23 19) TM 


care este o ecuaţie diferenţială liniară. 


24 


ms ete 


SAAS Solufia exacta prin 


AVA integrarea grofica ii 
Be eet Lk 


g 
CANTINE U0 CT p KI So 87 ao age th. 3 te 
=, milisecunda pe henry 


— E II === 


s à 


2, muliompers 
N 


dÙ & 


Fig. 11.16. Curbele de curent obținute prin diversele metode de calcul. 


„Rezultatele ce se obțin cu aceste aproximări sînt foarte apropiate de acelea 
obținute prin metoda integrării grafice (fig. 11.16). 


11.2.2.5. Metoda curbei analitice. Sint cazuri cînd, printr-o anumită metodă 
e aproximare, se poate construi o funcție de polinoame algebrice care în anu- 
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H LA * 
i ; ! ia data obţinută experimental”. 
te intervale considerate si convel git către funcția dé 3 ob! S 
tease te volt-amper a unui element neliniar poate lua form 


a aus +a, u% +... + 4,4 (11.6) 


ve bin + bg ia +... + Din. (11.7) 


Tn practică se poate lua, pentru caracteristica volt-amper, o expresie de forma 
D i A u” (11.8) 


sau 
u = Bt. (11.9) 


See Ă ilor 
iile de tipul celor indicate mai sus se pot aplica semiconductor 
a ee eut ec in limite foarte largi ca germaniul, siliciul, RO 

dul ete. ; pertru tuburile oc oc TN Me ae a stabilit valoarea coeficien 

i in ecuaţia (11.8) egală cu 3/2. | pr 
sade SE GH “rd caracteristica, volt-amper a unui element neliniar 
N este reprezentat printr-o ecuație de tipul (11.8), acesta fiind cazul cel mai frec- 
vent întîlnit in practică. Pentru determinarea constantelor A și a se construieşte 
caracteristica elementului neliniar într-un sistem de referinţă cu coordonate 
logaritmice şi curba obţinută se aproximează printr-o dreaptă ai cărei parametri 
sînt constantele căutate. Într-adevăr, aplicind logaritmii expresiei (11.8) se 


obţine 


| logi = log À + alog u 
care este de forma 
y = M + Na. 


Este uşor de văzut, că ordonata la origine îl determină pe A, iar a este panta 
dreptei, fata de axa ab sciselor şi e data de relaţia 


__ logi—logA log 


log u 1 


Substituind valoarea lui à din relaţia (11.8) in ecuaţia (11.3) se obţine: 


LAgu A = E =M 


de unde, prin separarea variabilelor si integrarea între limitele O si u, rezultă : 


ea P a| aa 

BE i Aale (11.10) 
* Vezi [199] pag, 98. 
** Vezi [168]. 
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Integrala din această relaţie se calculează relativ uşor cînd « este un număr 
întreg şi pozitiv ; astfel, prin efectuarea împărțirii si integrarea polinomului 
obținut între limitele date, se obține 


t x-1 u el à u \*-I-1 

— — oo aA E —— — — D 

Ka DE H | 
În cazul cînd « este fractionar, calcularea integralei este mai dificilă, dar nu 
imposibilă ; în cazul particular în care « este un multiplu impar de S , punind 


du d(u?) d(u?) 


—$ Cee 


E—u Së oh ES put 


si făcînd schimbarea de variabilă 


Bs — ui = L, 
ecuatia (11.10) devine 


t 3 
—= «A — de 
L |a 4 x ? 


in care, de data aceasta, exponentul 2(«—1) este un număr intreg. 


In cazul diodelor « = = se obtine 


t — u u 
+= 34z (cth P = la (11.11) 


OBSERVAŢII. 1. Considerind că metoda integrării grafice ar da 
rezultate exacte, în comparaţie cu ea metoda curbei analitice dă rezultatele 
cele mai precise. 

2. Pentru o comparare concretă a celor patru metode expuse, în tabloul 
11.2 sînt date rezultatele rezolvării problemei propuse, pentru o diodă a 
cărei caracteristică volt-amper este dată prin cifre (primele două coloane 
din tablou); în circuit a fost luat D = 100 V. 

3. În metoda semigraficä s-a aplicat relaţia (11.5). 

4. În metoda analitică s-a aplicat relația (11.11), în care s-a luat A = 

Rx 105, 
ù 11.2.2.6. Metoda pas eu pas. În cazul unor circuite complexe, care contin 
în afară de elementele inductive și rezistive şi elemente capacitive, problemele 
de stabilire a regimului tranzitoriu de funcționare a circuitului nu mai pot fi 
rezolvate prin relaţii simple — ca în cazurile examinate în paragratele prece- 
dente — problema, complicindu-se foarte mult, chiar dacă numai unul din 
elementele circuitului este neliniar. În această categorie intră circuitele 
redresoare, circuitele sistemelor de protecţie ale reţelelor electrice etc. Rezol- 
Varea acestor probleme se face prin diverse metode, dintre care cea mai utili- 
Zatä este metoda pas cu pas sau din aproape în aproape. 
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Tabloul 11.2 | 


COMPARATIA INTRE REZULT 


Motoda Metoda somigrafloă 


RS d'en integrării 4 
Ses ie + Diferonti gl Diferenţă ; $ 
ZA L À 
i a 
sw mA wen mai ua ms/EL us/Æ | mA. 
j i 
o 0 0 0 | 
ei 0,9 0,0095 0,00953 + 0,08 0,00759| — 1,86 0,70 A 
20 2,15 0,0242 0,02422 + 0,02 0,02243| —1,77 1,97 KI 
30 3,75 ; 0,0456 0,04559 — 0,01 0,449 — 0,70 3,62 E 
40 5,65 0,0751 0,07492 — 0,08 0,746 — 0,50 5,75 K 
30 7,80 0,1144 0,11417 — 0,23 0,1148 +0,40 7,78 % 
60 10,20 0,1684 0,16782 — 0,58 0,1705 +2,10 10,23 | ` 
65 11,50 0,2033 i Ei 
SC 12,90 0,2466 0,24562 — 0,98 0,2469 +0,30 12,88 | 
75 14,25 0,2961 ZE 
80 15,68 0,3605 0,35842 — 2,08 0,3615 +1,00 15,74 
82,5 16,35 0,3964 
85 17,08 0,4416 
87,5 17,80 0,4945 
90 18,50 0,5575 0,55392 — 3,58 0,5760 | +18,50 18,78 
92 19,10 0,6250 
94 19,70 0,7126 
96 20,30 0,8376 
98 20,94 1,0776 1,04492 - — 32,68 1,092 + 14,4 21535 
100 21,60 co co CO 22 


OBSERVAȚII. 1. Diferenta s-a făcut în raport cu metoda integrării. 
2. În metoda semigratică s-a aplicat relaţia (11.5). 
_ 3. În metoda analitică s-a aplicat relaţia (11.11) luindu-se pentru caracteristica volt-amper 
ecuaţia i—22 x 10 Sul: A. 


Fie un circuit electric format dintr-o diodă in serie cu o bobină şi cu un 
condensator (fig. 11.17). Se presupune că rezistența electrică a întregului 
circuit este cuprinsă în rezistența neliniară a diodei, a cărei caracteristică volt- 
amper este dată în figura 11.14, a. Se cere să se determine regimul tranzitoriu 
de stabilire a curentului electric in circuit, la închiderea întrerupătorului K. 

Ecuația de funcționare a circuitului este 


di 
De = Eup ey ` (11.12) 


in care s-a notat cu up tensiunea, la bornele elementului neliniar, dată de carac- 
FE teristica volt-amper corespunzătoare si cu 


le Ce 
Ha = a idt, 


+ 
E a a, 
tensiunea la bornele condensatorului. 
Separind variabilele, rezultă 
Fig. 11.17, Circuit electric serie, nelin ai 
D jar t = m ] — 
suis di E (E—ug—u)dt, 
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ATELE OBȚINUTE PRIN DIVERSELE METODE DE CALCUL + 
ALE SISTEMELOR NELINIARE 4 
Metoda analitică E 1 


oa 


Pa ui = A 


re 


Rezultă dar, că pentru a calcula curentul 7, este necesar să se cunoască valorile 
tensiunii la bornele elementului neliniar și ale condensatorului. Soluţia poate fi 
obţinută presupunindu-se că, în intervale de timp At, suficient de mici, variaţia 
curentului, di/dt, este constantă în întreg intervalul. 

La timpul ¢ = 0,, corespunzător momentului imediat după închiderea 
întrerupătorului K şi care este considerat ca origine de timp, curentul în cir- 
cuit rămîne egal cu zero, din cauza prezenţei inductanţei ; rezultă dar că și 
a, = 0 şi u, = 0. Din relaţia (11.12) rezultă : 


(3) E 
il jh de 
Tinind seama de ipoteza facuta, curentul la sfîrşitul intervalului de timp At, 
este 


Cunoscind valoarea curentului à, din caracteristica volt-amper a elementului 
neliniar se deduce up. Pentru a determina tensiunea la bornele condensa- 
torului la sfîrşitul acestui prim interval de timp, se calculează sarcina electrică 
înmagazinată în acest interval de timp şi care este egală cu cea cuprinsă 
între curba de curent, axa timpurilor şi ordonata corespunzătoare timpului 
At, (fig. 11.18). Pentru primul interval, între 0 şi At,, se găsește 


UE 
d= 3 hAt 
si tensiunea la bornele condensatorului este deci 


Leal 
Cn = ge 


i Pentru al doilea interval de timp At, variația curentului va fi data de 
relația 


di 1 : 
la) = F (E = Up, = We). Ł 


În timpul acestui interyal, curentul creşte di 
de la valoarea i,, la valoarea tp 
= + Ai At 


A 


, di 1 
Ai, = EY At, —s a (1 Szen Ur mt Me, Ata. di, 
1 


În a, D D L VE = a 

celagi interval de timp, sarcina elec- 

D e z g j 

trică a condensatorului creşte cu ayy ty dle da ARN 


Aq, = 4 (4, ti) Ala = (4, + 4 Aia) Ais Fig, 11.18. Metoda pas cu as. 


ul celui de-al doilea interval este 


astfel, că sarcina condensatorului la sfirgit 
| da = qı + Ada 


si tensiunea la bornele condensatorului la timpul t, este 


"rw 


Calculul urmează în acelaşi mod pentru oricite intervale de timp At au 


fost alese ; rezultatul obţinut este cu atît mai precis, 
alese sînt mai mici. 


cu cit intervalele de timp — 


11.2.2.7. Exemplu de aplicație: Punerea bruscă sub tensiune a unui La 


transiormator functionind în gol. Elementele neliniarescare apar cel mai des 
în sistemele energetice sînt bobinele de inductanta cu miez de fier, reprezentate 
prin transformatoarele electrice, numărul acestora fiind destul de mare. Con- 
structia modernă a acestor transformatoare utilizează fierul magnetic în regiunea 
cotului de saturație şi chiar după acesta. În aceste condiţii, inductantele proprii 
şi mutuale ale transformatoarelor nu mai sînt elemente liniare, valoarea lor 
depinzind de intensitatea curentului de magnetizare a fierului. 

Punerea sub tensiune a unui asemenea circuit constituie un fenomen 
tranzitoriu foarte complex, cu consecințe importante în practică și care nu se 
poate rezolva prin mijloace analitice directe. 

S-a arătat, că în cazul închiderii unui circuit inductiv liniar, alimentat, 
cu o tensiune electrică alternativă sinusoidală, curentul poate ajunge, la un 
moment dat, la o valoare maximă egală cu cel mult de două ori valoarea maximă 
Po E i DE a cazul unui circuit neliniar — un 
regimul tranzitoriu respectiv, pot SE e E SE Ze EE RW 

et EE 2 GE p Spp! aintensitati cu mult mai mari. 
en RER Bere oxi relat © care străbate bobina cu miez de fier şi 

stă relaţia (3.120), care nu poate fi determinată decît 


experimental in ridi i eg . ciur 
SS E , prin ridicarea curbei de magnetizare a materialului (fig. 141919) 


Ll 


este o märim iniara și i i 
e neliniară şi deci ecuaţia care dă căderea de tensiune în circuit 


. do 
Ri + gg = U cos (wt+ y) (11.13) 


nu se poate integra, deoar 


ADO ece nu E 
analiticä a functiei se cunoaşte expresia 


ọ = HO, 


PET LT EE e, wl U ? d 
Y ae I SKS D D 
I studiu cantitativ ŞI calitativ al fenomenului 


tranzitoriu car 

care se prod AS 

Fig. 11. Er Se produce poate fi f; ; 

8.11.19. Curbă de magnetizare Oarecare aproximaţie, numai E T PEN] de 
à -un interval de 


a fierului. jj jury 
timp in jurul momentului producerii regimului 
5 


ee RE 


* Vezi 10,2,2,2, 
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de 


Ex] 


ner 


ter 


au 
mp 


nui 
des 
ate 
ON- 
nea 
prii 

lor 


nen 
l se 


tat 

un 
imă 
- un 
— în 
ari. 
r ŞI 
ecit 
19), 


cuit 
13) 


egla 


anpitoriu (t = 0.) şi daci so noglijonsi cücdoren do tonsiine în infägurarea 
ee Va de căderea de tensiune Inductivä corespunzătoare, 
în aceste condiţii, din counfin (11.13) #0 deduce 


dọ = = cos (wt ++ 4) dt, 


de unde, prin integrare se obţine 
o = U-sin (ot + Ÿ) + K 
No 


in care Æ este constanta de integrare, 

Pentru determinarea acestei constante de integrare, observăm că la timpul 
t = 0_, înainte de închiderea intrerupätorului fluxul este nul sau egal cu fluxul 
remanent ©, datorit magnetizärii fierului; imediat după închiderea intreru- 
pătorului la timpul t = 0,, fluxul rămîne tot nul sau egal cu fluxul remanent 
U întrucât el nu poate varia brusc. În consecință, la t = 0, @ = 0 fi rezultă, 


K = fUr sin d <- Dp. 
No 
Expresia fluxului în jurul originii este deci, 
UREN , | SE 
RE a [sin (wt + b) — sind + Oa]. (11.14) 


După un timp suficient de lung, fluxul ia valoarea lui din regimul perma- 
nent 


U 15 
termenul 
U 4 N ` * 
D sind -|- dr, (11.16) 


se amortizează cu timpul după o lege mai mult sau mai putin complicată, care 
nu se poate determina pe cale analitică si care depinde de rezistenţa Tè a cireui- 
tului precum gi de alte cauze de amortizare* , 


i * Dacă se consideră func{ionarea transformatorulul numai pe porțiunea dreaptă a caracteris- 
Ac de magnetizare, ținind seama că relația (3,120) este liniară, ecuaţia (11.18) este de asemenea 
Mark și are expresia 


n dq 
N SE + N PS U cos (ct -+ Y) 


33— e, 229 


Din relatia (11.14) r 
manent din circuit pp, à car 


e suprapune fluxul aperiodic (11.16) l IDS, ` 
SE D Be momentul in care se face inchiderea circuitului. 


între zero si + (u+ Oa), 


IC Ia 
| 
| 
| 
| 
| 


—7- 
7 


Fig. 11.20. Fluxul rezultant in transformator. 


a carei solutie este 


ezultă că, peste fluxul corespunzător regimului per- 
ui valoare maximă este 


a cărui amplitudine iniţială poate varia 


Curba fluxului apare astfel ca o curbă defor- 
mată, a cărei valoare medie e diferită de zero, 
şi care poate să varieze de la O, la Zut: 
+ O, (fig. 11.20). 

Cunoscind curba fluxului, precum şi 
curba de magnetizare a fierului, curba curen- 
tului de magnetizare care se stabilește în 
circuit în momentul închiderii acestuia, se 
determină pe o cale grafică, analoagă cu aceea 
cu care s-a determinat curentul permanent 
din circuit, în cazul cînd se ţine seama de 
fenomenul de histerezis din fier* . În figura 
11.21 este arătată forma acestui curent în 
primele perioade după cuplarea transforma- 
torului în circuit. 


OBSERVAȚIE. Amplitudinea maxima a curentului de magnetizare 
depinde de calitatea tolelor miezului de fier. La transformatoarele moderne, 


R 
9 = Bacon (at t4 = = cosy Daa 


In care 
z LU Do 
"NVR? + Lei ; SE R 
pentru R = 0 se obține 
U 
No 2 


expresia fluxului fiind in acest caz 


RUSIN ay 
CEET sin (ot + p) — singe L | 


Comparind aceasta rela 
factor exponențial care să e 


* Vezi 9,4.2,1. 
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ție cu relația (11 14) se ved 

d e cà, ter d 
EH onducă la amortizarea lui pia be 
ral L este neliniar ; experienta confir 


ar trebui să conţină un 


dar care nu po i ~ 
ate fi determina 
mă această afirmatie. at întrucît în 


LIBRES RS EE EE 


aceste fenomene, si fenomenul de ferorezonantàä est 


nelor conexe ce apar in retelele electrice, ca deformarea curbelor de cur 
de tensiune, disimetrie etc. Se poate totusi face un studiu calitativ suf 
pentru a cunoaşte anomaliile funcţionării unei rețele datorite fenomene 


se poate obţine un curent de magnetizare nominal cit mai redus, folosind tole 
magnetice de calitate superioară ; in acest caz, curba de magnetizare (1) are un 
cot de saturație foarte pronunţat, ceea ce face, ca la închiderea circuitului, ampli- 
tudinea maximă a curentului tranzitoriu să fie mult mai mare decit la vechile 
transformatoare, construite cu tole magnetice de calitate inferioară (fig. 11.22). 


Fig. 11.21. Regimul tranzitoriu al curentului 
de magnetizare, la punerea în circuita unui 
transformator 


Fig. 11.22. Influenţa calităţii tolelor mag- 
netice asupra curentului de magnetizare 


11.3 FEROREZONANTA CIRCUITELOR ELECTRICE 


11.3.1. GENERALITĂŢI 


În reţelele electrice, în care există simultan rezistenţe electrice, reprezen- 


tate prin rezistenţa conductoarelor şi infagurarilor maşinilor electrice, induc- 
tante, reprezentate prin întășurările transformatoarelor sau maşinilor rotative 
ȘI capacităţi, reprezentate de capacitatea cablurilor sau a liniilor electrice, apar, 
în anumite condiţii, fenomene de supratensiuni sau de supraintensitäti cu totul 
deosebite de acelea examinate pînă aici. Aceste fenomene se datorează în primul 
rind faptului, că inductantele din rețelele electrice, în majoritatea lor, sînt neli- 
niare, Ele sint cunoscute sub denumirea de fenomene de Jerorezonantà. 


Din cauza caracterului de neliniaritate a inductantelor care apar în 
; A e un fenomen neliniar. 
n calcul precis al acestor fenomene este imposibil de tăcut, din cauza fenome- 


ent şi 
icient 
lor de 


érorezonantä, care, adesea, sint mult mai periculoase decît acelea datorite 
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este fenomene se traduc prin supraten- 


siuni sau supracurenti foarte mari, prin producerea, de regim deformant în 


reţea, prin nestabilitatea funcţionării reţelei electrice ete. 


fenomenelor de rezonanţă simplă* ; ac 


orezonanţă se face aplicind metodele de calcul, 
d în special metodele grafice, acestea fiind 
ltate satisfăcătoare din punct de vedere 


Studiul fenomenelor de fer 
indicate în paragraful 11.2, utilizin 
mai expeditive şi conducind la rezu 
practic. 


11.3.2. FEROREZONANTA ÎN CIRCUITELE ELECTRICE SERIE 


Fie un circuit electric format prin legarea in serie a unui condensator 
liniar de capacitate C si a unei bobine de rezistenţă liniară R si de inductanta 
neliniară L a cărei valoare variază în funcţie de curent 


co AL (fig. 11.23). Ecuatia de funcţionare a acestui circuit este 
: d E 
e = Ri + — (Li) + — idt. (11.17) 
df C 
ee à i 3 
; EE Un asemenea circuit corespunde, de exemplu, functio- 
“à SN Ke E it electric GER : S à Se S E ` 
be EE unui transformator electric alimentind un cablu 
e A inductantä neliniarä, legatä subteran. 3 e 
: in serie cu un rezistor si Luat in toată generalitatea lui, fenomenul este 


SS / un condensator liniare. foarte complicat, prin faptul că atit tensiunea, cit şi 
M mai ales curentul nu sint marimi sinusoidale. Analizarea 
Ini se poate face cu suficientă aproximaţie, dacă se neglijează armonicele de 
tensiune și de curent, presupunind deci că fenomenul se produce într-un 
regim perfect sinusoidal. 
Fie U, = î(1) caracteristica volt-amper a bobinei cu miez de fier, care este 
presupusă a îi trasată la frecvenţa f a tensiunii aplicată circuitului | 
Ecuatia (11.17) poate fi scrisă în valori efective, sub forma 


0) 


as îi A 
Ba = RD + Ir, = a (11.18) 


defazajul curentului față de tensiune fiind dat de relaţia 


Sieft, (11.19) 


Relatii j 

e si (11.19) se deduc din diagrama fazorialä de 

Et rennes A e a rae aise in mod obisnuit, consider 
a ‘espunde pe diagrama - Aine 

o tensiune la borne bine definită. falar oh ey 


Ecuatia (11.18) poate fi scrisă sub forma 


functionare a 
Ind un anumit 
per a elementului neliniar 


Sn 
— 


* Vezi 4,3,8, 


p — Pr = [us il = D 
: ) 
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de unde, rezultă că ea poate fi descompusă în sistemul 


E v, S (11.20) 
| Go) 
U = VE? — ET. (11.21) 


Regimul de functionare alsistemului corespunde punctelor de intersectie a 
celor două curbe, reprezentate de aceste ecuatii. 

Pentru aceasta se construieşte o diagramă luîndu-se tensiunea U, ca axă 
a ordonatelor, și curentul I, ca axă a absciselor, în care se trasează curbele 
(11.20) şi (11.21). Curba (11.20) se obţine trasind, în valori absolute, diferenţele 


Fig. 11.24. Studiul grafic al ferorezonantei într-un circuit 
electric serie. 


dintre caracteristica volt-amper a inductantei şi dreapta (1/0). Această curbă, 
pornind din origine, trece printr-un maxim, corespunzind cotului de saturație 
a caracteristicii Uz, trece apoi din nou prin zero în punctul B, corespunzind 
intersecţiei dintre dreapta (I/Cw) si caracteristica U, si curba, creşte apoi din 
nou către infinit (fig. 11.24). 

Ecuația (11.21) reprezintă un arc de elipsă cu centrul in origine şi virfurile 
pe axe, și care intersectează axa ordonatelor în punctul de ordonată maximă 
E și axa absciselor în punctul de abscisä maximă E/R. 

„În general, arcul de elipsă intersectează curba (11.20) în trei puncte dis- 
tinte M, N si P. Punctul M, cuprins în partea ascendentă OA a curbei (11.20) 
corespunde unui punct de functionare stabilă si care se numeşte punctul de 
funcţionare în regim de curent redus. 

_ In adevăr, pentru o creştere a sarcinii (curentul Z ) corespunde imediat 
ȘI o creștere a tensiunii şi deci echilibrul se restabileste. 

Pe toată această parte a curbei (11.20), tensiunea la bornele bobinei de 

1 este mai mare decit; tensiunea la bornele condensatorului 1/0; rezultă, 
tgo >0 şi deci curentul este în urma tensiunii, 

. Punctul de functionare N corespunde unui regim în general nestabil, 
căci pe toată porțiunea AB a curbei (11.20), la o creştere a sarcinii, corespunde 

0 scădere à tensiunii ; sistemul se comportă ca o impedantä negativă. 


017 


nare P, care reprezintă un nou regim de func- 
tul de funcţionare în regim de curent intens. 


Pentru acest punct Ur Sat rezultă tgo <0 şi deci curentul este înaintea 


tensiunii, e D 
Fie un asemenea circuit cäruia i se aplica la bor 


Al treilea punct de functio 
tionare stabilă, se numeşte punc 


ne o tensiune foarte mică, 


care este mărită progresiv. Arcul de elipsă (11.21), nul atunci cînd GER 
aplicată este nulà, creste progresiv raminind asemenea cu el însuși. ăn ul S 
funcţionare M porneşte din origine şi se deplasează pe curba QU GE 
ramura OA, pind în punctul A ce corespunde unei tensiuni ap ica i e 
face ca arcul de elipsă să fie tangent curbei (11.20). Dacă se creşte acum tensit = 
cu o valoare oricât de mică, astfel incit arcul de elipsă să depăşească maxim 
A al curbei (11.20), şi dacă se presupune că rezistența R nu este prea mare, 
punctul de funcţionare M trece de pe ramura OA pe ramura BC. Se trece 
astfel, in mod bruse, de la regimul de functionare cu curent redus, la regimul de 
functionare eu curent intens. Noul regim de functionare este un regim stabil. 
Dach acum se micsoreazä tensiunea aplicata, pentru a reveni. la regimul 
de funcţionare cu curent redus, aceasta nu mai este posibil, atit timp cât punctul 
de intersecţie al elipsei cu axa I, de abscisä E/R, rămîne in dreapta 
punctului B. i 
Pe de altă parte, se vede că pentru o aceeași tensiune E aplicată circul- 
tului, tensiunea la bornele condensatorului poate avea fie valoarea M'H, fie 
valoarea P'K, după cum punctul de funcţionare se găseşte în M sau în P; 
de asemenea, tensiunea la bornele bobinei cu fier poate fi M’’H sau P”K. 
Dacă circuitul funcționează în mod normal în regimul de curent redus, 
este suficientă o variație de tensiune, datorită unui fenomen tranzitoriu, de 
exemplu o supratensiune datorită manevrării unui întrerupător, pentru ca 
punctul de funcționare să treacă din M în P si să stabilească astfel, regimul de 
funcționare în regim intens gi care poate dăinui indefinit. În aceste condiții, 
tensiunea la bornele condensatorului si la bornele bobinei trece brusc dela valorile 
M'A, respectiv M” H , la valorile P'K, respectiv P”K ; supratensiunea ce apare 
poate fi foarte mare și ea poate dura atît timp, cit circuitul nu sufere o modifi- 
care importantă. ; 
pa Ata Sie fenomenul de ferorezonantà. 
i eoria făcută în cele ce preced au fost neglijate ar ici rio: 
precum și pierderile datorite SE Altii fierului, Dacă Eet 
can Seen de functionare a circuitului capătă forma indicatà în figura 
ai nua. Din examinarea acestei caracteristici se vede că sistemul 


functionind la limită (punctul A 
de funcționare), se produce o 
supratensiune oarecare, punctul 
de funcţionare sare în punctul 
Q, pe a doua ramură de func- 
tionare stabilă, curentul crescind 
bruse in circuit. Pentru orice 
creştere de tensiune ulterioară, 
curentul creşte de asemenea. 
Dacă se micşorează tensiunea, 
7 arent Geen continuu pind in 
| punctul 5 al caracteristicii à 
F ny 22. Caracteristica circuitului ferorezonant cînd se ţine ale, la o scădere Net Ae E 

armonicile superioare și de pierderi, a tensiunii, punctul de functio- 
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nare a circuitului să sară în punctul T, apärînd astfel o scădere bruscă a curen- 
tului în circuit. Discontinuitätile corespunzătoare de curent sînt însoţite de 
schimbarea semnului defazării în circuit. 


11.3.3. FEROREZONANTA IN CIRCUITELE ELECTRICE DERIVAȚIE 


Studiul fenomenului de ferorezonanta într-un circuit electric derivație, 
format dintr-o bobină cu fier legată în paralel cu un rezistor şi cu un condensa- 
tor (fig. 11.26) se studiază în acelaşi mod ca şi în circuitul serie. 

Ecuatia de funcţionare a acestui circuit este 


a U 1 du , 
i= + + fu ai + E 


neglijind si in acest caz armonicile superioare de curent si de tensiune, precum 
şi pierderile suplimentare, dacă I, = ọ(U) este 
caracteristica volt-amper a bobinei cu fier, trasata 
la frecvenţa f şi presupusă cunoscută, ecuaţia de mai 
sus poate fi scrisă în valori efective : 


2 


2 U 
1h 5 (Ul, COUR 


care poate fi descompusa in sistemul 


I = |\CoU—I,|, (11.22) 

Fig. 11.26. Circuit electric format 

A U2 dintr-o bobină de inductantä 

I = JE TES (11.23) neliniarä în derivatie cu un rezis- 
R tor si un condensator liniare. 


Defazajul curentului fatä de tensiune este dat de relatia 


Brix — Co U) 


py a OL 
PEN = 


Punctele de functionare ale sistemului sint date de intersectiile curbelor 
(11.22) si (11.23). Prima dintre aceste curbe reprezintà variaţia, în valoare abso- 
lutä, a diferenței dintre ordonatele caracteristicei I, = e(U) şi dreapta CoU, 
lar a doua, reprezintă un are de elipsă cu centrul in origine, intersectind axele 
în virfurile sale (0, 1,) si (R I,, 0), (fig. 11.26). 
| În cazul general curba (11.22) este intersectată de areul de elipsă (11.23) 
in trei puncte M, N si P. Punctul M, cuprins în regiunea OA a curbei (11.22) 
corespunde funcţionării stabile, pentru care te) < 0 şi deci curentul este defazat 
inaintea tensiunii ; punctul P, cuprins în regiunea BO a curbei (11.22) corespunde 
unui al doilea regim stabil de functionare, în care însă curentul este defazat în 
urma tensiunii; punctul N, care se găseşte în regiunea AB a curbei (11.22) 
corespunde în general unei functionäri nestabile. 

„___ Deci, impedanta rezultantă a unui asemenea circuit poate lua două valori 
diferite după modul de funcționare a circuitului : în cazul cînd circuitul functio- 
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care, poate face ca punctul d 


ul À pe figura 11.27 ), un fenomen tranzi- 


NAT stabilitate (punet pe tigu SE 
nepak ECH EN poate produce o supraintensitate sau o SUP 
t : d j. LE i 


o functionare M (funcționare Re subexcitata) 
să treacă in punctul P (fune{ionare induotivă supraexcitata). 


UX ab Lav 


„da PU) 


g 


g | I 


Fig. 11.27. Studiul grafic al fero- Fig. 11.28. Caracteristica e 
rezonanței într-un circuit electric nului ferorezonant în circuitu 
el derivatie. derivație cînd se tine seama de ar- 


monicile superioare si de pierderi. 


Dacă se tine seama de existența armonicilor superioare precum şi de pier- 
derile suplimentare, caracteristica de funcționare a circuitului capătă forma din 
figura 11.28. Rezultă dar, că întocmai ca și în cazul circuitului serie, la creşterea 
sau la micşorarea curentului se vor produce discontinuități însoţite de modifi- 
carea defazajului dintre tensiune si curent, în circuitul respectiv. 


11.3.4. CARACTERISTICILE FENOMENULUI DE FEROREZONANTA 


Fenomenul de ferorezonantä se deosebeşte fundamental de rezonanţa 
obișnuită, atit prin modul de producere cit si prin condiţiile care îl provoacă. 
Din studiul făcut în paragrafele precedente rezultă : 

a) Rezonanţa obișnuită se produce în cazul cînd este îndeplinită condiţia 
L0o*—1 = 0. Ferorezonanta poate să se producă chiar în cazul cînd caracte- 
risticile inductantei și capacităţii sînt foarte diferite unele de altele. Pentru ca 


să se producă un fenomen de ferorezonantä este necesar ca dreapta E 
Co 


intersecteze caracteristica U,— HI, adică valoarea reacta 
fie cuprinsă între valorile extreme ale react 
dupä saturatie, Domeniul periculos al fer 
decit acel al rezonantei obisnuite, 
vam ege Fonte obignuite, intensitatea curentului în circuit 
tenté RARES Ss pyar a acestuia ; in cazul lerorezonantei, această rezis- 
Eer P Leona ; Sabura(ia circuitului magnetic produce supra- 
oy e EE AH Ap Și amplitudinea acesteia, Într-adevăr, dacă 
elipsă ri Ze Her | ipsa (1 1,21) He înlocuieşte cu tangenta în origine la 
AA panel >) unctionar e trece din P în Q (fie. 11.24), asttel, că tensiu- 
a bornele condensatorului nu depäseste tensiunen LQ'. 


! ntei capacitive sa 
anţei inductive a bobinei, înainte si 
orezonantei este cu mult mai intins 
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el În rezonanţa obişnuită, regimul tranzitoriu face ca valoarea periculoasă 
să fie atinsă după un anumit timp, depinzând de constanta de timp a circuitului ; 
în cazul ferorezonantei supratensiunea se produce brusc şi apare cu toată valoa- 
rea ei la cea mai mică creştere a tensiunii peste tensiunea, critică. | 

d) Aceleasi consideratii sint valabile si in cazul fenomenului de ferorezo- 
nanta care apare in circuitele derivatie. 


11.3.5. EXEMPLE DE FENOMENE DE FEROREZONANTA 


11.3.5.1. Consideratii generale. Fenomenele de ferorezonantä nu pot fi 
prevăzute gi ele apar in reţeaua electrică datorită unor circumstanțe fortuite, 
producind astfel fenomene de supratensiuni, supracurenti, modificări de im- 
pedante etc. Cazurile de ferorezonantä de acest fel apar destul de rar în reţelele 
electrice, de aceea ele sînt semnalate si urmărite cu mult interes. 

În afară de acestea, fenomenul de ferorezonanta este utilizat şi pentru 
realizarea de aparate sau dispozitive avînd diferite utilizări tehnice cum sînt stabi- 
lizatoarele de tensiune, multiplicatoare de frecvenţă ete. 

În cele ce urmează se vor da cîteva exemple de 
fenomene de ferorezonantä, întîmplate în practică 
precum si modul cum se poate realiza un stabilizator 
ferorezonant de tensiune. 


11.3.5.2 Cabluri armate. Un cablu armat poate fi 
considerat ca o inductantä cu fier, acesta fiind consti- 
tuit din armătura de oţel de protecţie. În cazul unei 
centrale electrice, avînd punctul neutru izolat de pământ, 
care debitează pe un număr mare de cabluri subterane Fig. 11.29. Schema unui circuit 
legate în paralel, dacă o fază a unui cablu se pune la ferorezonant serie, obținută 
pămînt, circuitul echivalent al reţelei poate fi reprezen- Bt CRC e 
tat prin schema din figura 11.29. p | 

În această schemă, bobina cu miez de fier S repre- 
zinta inductanţa, circuitului constituită de faza avariată 
à cablului armat si din pămînt care servește ca conduc- 
tor de întoarcere ; circuitul este alimentat de alternatoa,- 
rele A și curenţii produşi se închid le, pămînt prin capa- 
citatea C a celorlalte faze. 

„S-a calculat că, in acest caz, deși lungimea cablului 
nu atingea valori prea mari, totuşi tensiunea ce apărea, 
la bornele capacităţii C atingea valori de 4—5 ori tensi- 
unea normală 2 instalaţiei. 

11.3.5.3. Transformatoare de tensiune. Un trans- 
formator de tensiune este un element, care poate pro- 
duce cu multă ușurință fenomene de ferorezonanta. În 
adevăr, asemenea aparate funcţionează cu infäsurarer, 
secundară deschisă, sau închisă pe o impedanţă foarte 
Mare, constituind astfel o încărcare extrem de redusă ; 
in aceste condiţii, înfășurarea de înaltă tensiune con- 
Stituie bobine cu miez de fier cu o inductantä foarte 
Mare, capabilă să intre în rezonanţă cu capacităţi mici. Fig. 11.30. Circuit ferorezo- 

Fie un asemenea transformator, legat la bornele "antal unui transformator de 
unui alternator trifazat, avînd neutrul legat la pămînt Hir Tue în cazul închiderii 


j A E 2 nesimultane a sepa E 
fig. 11.30), In cazul cînd capacitățile ©, şi CO 1 si 2 ZER 


A 


921 


ele 1 gi 2 sint RN RA 
: ` ' x se închide unul din separa oare, 
o ferorezonanfh poate apăros bla i nal deschis : regimul tranzitoriu de 


ale legăturilor cuprinse intre transformator și separatoar 


doilea, separator rămin fenomenul de 
spre exemplu 1, SE i suficient pentru à produce teno 
| i cuitul LC, poate fi suticient pe n- 
SE sx Sie tel supratensiunl importante la bornele conde 


satorului Ca 


i reţele trifazate. Fie un 


ului neutru al une ( 
11.3.5.4. Deplasarea Wee stea; secundarul acestui transformator este 


punctul neutru al infäsurärii primare este legat la 
W 


transformator trifazat, cupl 
de asemenea legat în stea, lar 


à | j + 
Fig. 11.31. Sistem trifazat alternator-transformator. Fig. 11.32. Diagrama tensiunilor. 


pămînt. Transformatorul este legat la un alternator simetric şi echilibrat, prin 
intermediul unor conductori care au fiecare aceeaşi capacitate C fata de pamint. 
Punctul neutru al alternatorului este izolat faţă de pămînt (fig. 11.31). 

Dacă impedantele aparente ale celor trei faze ale sistemului sînt identice, 
tensiunea punctului neutru al sistemului e nulă şi acesta se confundă cu centrul 
de greutate al triunghiului tensiunilor la borne. 

În sistemul considerat, însă fiecare din impedante este formată din o 
angers cu fier, în paralel cu o capacitate si formează sisteme ferorezonante 

paralel. | 

În timpul unui regim tranzitoriu oarecare, se poate întîmpla ca două din 
faze să se comporte ca inductante (funcţionarea în punctul M”, figura 11.24), 
iar cealaltă, ca un condensator (funcţionarea în punctul M, figura 11.24). În acest 
caz, două din faze vor fi astfel supraexcitate, iar a treia subexcitatà Şi inversatà 
in raport cu celelalte. Diagrama tensiunilor pe fază va avea de data aceasta 
punctul neutru în afara triunghiului (fig. 11.32). 


t Pentru a evita acest fenomen care produce Supratensiuni pe fazele trans- 
ormatorului, secundarul transformatorului se leagă in triunghi, sau se prevede 
0 à treia infășurare legată în triunghi. 


S Ge Stabilizatoare de tensiune, feromagnetice. Fenomenul de fero- 
Des Paza SE Stabilizatoarelor de tensiune feromagnetice ; 
| le tensiune servesc la menţinerea i tensiuni 
la bornele unui receptor at at CA st pee à a unel tensiuni constante 

| | | ' atunci cînd tensiunea la bornele d i RES 

Stabilizatoarele de tensiune f at mot Era nea Ce alimentare variază. 
HZ siune feromagnetică pot fi realizate fie ntilizi 

EE Un netic: uzate fe utilizînd fenomenul 

de ferorezonanță din circuitele serie, fie fenomenul de terorezonanţă din cireui 

tele derivate, schemele de montaj fiind mai is FoLezonanță, din oiroui 

ontaj und mai mult sau mai putin complicate. 
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Schoma de principiu a unui stabilizator de tensiune ferorezonant — func- 
tionind po principiul terorezonanţei din circuitele serie — este datä in figura 
11.39, iar diagrama de funcţionare a acestui circuit este dată în figura 11.33. 

Funcționarea acestui stabilizator se bazează pe faptul că punctul de func- 
tionare P a circuitului se găsește pe ramura ascendentă à curbei OABO, pentru 
care fiorul bobinei de inductant este foarte saturat. Unei variații mari a ten- 
siunii U, aplicată la bornele circuitului, îi corespunde o variație mare a curentului 
T din circuit — şi deci şi a curentului J, din circuitul inductanfei. Din figura 
11.84 se vede uşor că acestei variaţii de curent Z în jurul valorii nominale T; 
a curentului de funcţionare a dispozitivului are drept consecinţă o variație de 


a; SH 
C 
Ur i “2 
A 
L EU 
d 
e bp 
Fig. 11.33. Schema de principiu a Fig. 11.34. Diagrama de functionare a unui 


unuistabilizator ferorezonant serie. stabilizator ferorezonant serie. 


tensiune AU, la bornele de ieşire, foarte mică în raport cu tensiunea nominală 
de utilizare U,. 

Există numeroase scheme de stabilizatoare de tensiune ferorezonante, 
bazate fie pe fenomenul de rezonanţă serie, fie pe acela de rezonanţă derivație ; 
descrierea lor iese din cadrul acestei lucrări. 


11.4. STABILITATEA CIRCUITELOR ELECTRICE 
11.4.1. GENERALITĂȚI 


Schimbarea caracteristicilor de funcționare ale circuitelor electrice se face 
trecînd printr-un regim tranzitoriu. Acesta apare fie sub o tormă aperiodică, 
fie sub o formă de oscilaţii periodice amortizate, adică oscilaţii a căror amplitu- 
dine scade cu timpul, după o lege exponențială oarecare. Condiţiile de amortiza re 
și periodicitatea fenomenului oscilant nu depind, decît de caracteristicile proprii 
ale circuitului si deloc de acţiunile exterioare. 

Cînd un circuit a fost scos din starea lui de echilibru şi lăsat de-sine-stätätor, 
tinde după un oarecare interval de timp, să revină la o stare de echilibru ; se 
Zice că circuitul este stabil. 

Sint cazuri îngă, în care circuitul nu este stabil, ceea ce înseamnă că osci- 
latiile sale în jurul poziţiei de echilibru nu se amortizează niciodată. Se zice că 
regimul tranzitoriu creează un sistem de oscilații autointretinute. Aceste oscilaţii 
sint caracterizate prin faptul că ele singure creează şi controlează forțele elec- 
tromotoare care le intretin; bineînţeles că o oscilație autointretinuts nu poate 
exista fără o sursă exterioară de energie, însă pulsafia sa este independe. vi de 
pulsatia acestei surse, care dealtfel poate fi chiar constantă. 
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Un sistem auto-întreţinut poate fi considerat ca un sistem ren Ae pon 
dind un amortisment negativ, lucrurile petrecindu-se ca şi cum Si E E 
impedanjd negativă ceea ce nu SC poate realiza decit dacă, circuitul cont 


mente neliniare. Dacă circuitul ar conține numai elemente liniare, cun ne 
tiunea de impedanta implică o proportionalitate între curent ȘI EH 

otential, rezultä ca amplitudinea oscilaţiilor amorsate ar deveni i SH À 
n adevăr, pentru ca să se stabilească un regim stabil de oscilații este neroa 
să existe un echilibru între energia consumată în circuit şi aceea produsă, de 
cauza de amortizare negativă : dacă cei doi factori de amortizare, unul pozitiv 
şi celălalt negativ ar fi liniari, cu alte cuvinte, cele două forțe electromotoare 
de semn contrar produse ar fi amindoua proporţionale cu curentul din circuit, 
nu există posibilitate de echilibru. Rezultă dar, că un circuit in care apar osei- 
latii auto-intretinute va conţine întotdeauna elemente neliniare. 

Problema stabilităţii se pune pentru sisteme pur mecanice, sau pentru 
sisteme în care intervinsimultan fenomene electrice şi mecanice, sau în circuitele 
pur electrice, dacă acestea sînt neliniare şi pasive, ca de exemplu atunci cînd 
ele comportă tuburi electronice sau circuite magnetice saturate. 

Există sisteme pentru care problema stabilității este primordială si anume : 


a) aparatele de reglaj automat sau regulatoarele, a căror rol este să menţină 
constantă valoarea unei mărimi oarecare, cum ar fi, de exemplu, tensiunea la 
bornele unui generator de curent continuu sau a unui alternator, frecvența 
unei reţele, curentul sau puterea într-un circuit, viteza de rotaţie a unui motor 
sau a unei turbine etc. er 

* b) aparatele de telecomandă aservitd, destinate să modifice la distanță 
poziţia sau regimul de funcţionare a unui aparat receptor, cu o cantitate con- 
formă cu ordinul dat. 

Atât regulatoarele, cit si aparatele de telecomanda constituie servomeca- 
nisme. Astiel, in cazul regulatoarelor, perturbatia este, in general, accidentala 
§1 scopul aparatului este să aducă mărimea reglată la valoarea ei fixată, fie ca 
perturbatia a fost pasagera sau de durată. Pentru ca reglajul să fie stabil, este 
necesar ca abaterea accidentală dintre valoarea fixată a mărimii si valoarea 
instantanee a acesteia să tindă să se anuleze de la sine; revenirea la echilibru 
se face aperiodic sau oscilant ; în acest din urmă caz, amplitudinea oscilaţiilor 
joue să se mai mes posibi Calitatea unei reglări se apreciază prin durata 

nima a reducerii abaterii de reglaj sub o anumită limită si icimii j 
See = 1ta ai | - 
tudinilor de reglaj. Ge 

Studi d : . a S KÉ 
e E Neien iese din cadrul acestei lucräri* ; este necesar 

Kee nele precizări sumare necesare studiului stabilităţii însăşi. 
n servomecanism de reglaj sau de t à ireui i 
S elecomandă are un cir 
format din urmätoarele elemente (fig. 11.35): Bir GE ae Ce 


5 7 eee une format din unul sau mai multe elemente intercalate 
ntr l de nad care dă ordine şi organul de execuție, care se conformează 
ordinelor primite. (li cai EE Je dl 

— circuitul, de reactie, care stabileşte o legătur 


i orga OO A ă între organul de execuţie 
f ganul de comandă în scopul de a modifica în sensul necesar ordinele i i 
D raport cu rezultatul urmărit. SET primite 


y Instabilitatea unui servomecanism se 
derii circuitului de reacție, 


eme y 


produce, în general, din cauza închi- 


* Vezi [80] pag, 9, 
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Ca un exemplu de sistem de reglaj, asimilabil unui servomecanism să 
considerăm reglajul tensiunii la bornele unui alternator (fig. 11.36) : prin varia- 
{in reostatului de cimp a excitatoarei, (elementul de comandă) se produce 
variația curentului de excitație a excitatoarei, deci a tensiunii la bornele sale 
(prima amplificare), deci a curentului de excitație a alternatorului (a doua 
amplificare), ceea ce conduce la variația tensiunii la bornele alternatorului 


Comanda Eroarea Execu 7 


A (8) E(s) 


Circuitul de 
Zë actiune 
Fig. 11.35. Schema funcțională Semnal de À B(s) 
a unui sarvomecanism.  Peaci/e 


Circuiful de 


reacfie 
Excitatoare Alternator 
Inductor Indus Inductor Indus 


Fig. 11.36. Schema de reglaj a ten- 
siunii la bornele unui alternator, 


Co ba sa 


Reostat 


de cimp © Reactie 


Aegulator de 
; fensivne 
(organul de execuție). Tensiunea (mărimea produsă de organul de execuție- 
este măsurată de regulatorul de tensiune care o compară cu o tensiune de refe) 
rintä si face să acționeze (reacția) abaterea constantă asupra comenzii reosta- 
tului de cîmp al excitatoarei ; circuitul este astfel închis. Sistemul este în echi- 
libru numai dacă tensiunea alternatorului are o anumită valoare. 


11.4.1.2. Ecuația de funcționare. Condiția de stabilitate. Considerind 
schema funcțională a unui sistem de reglaj (fig. 11.35), neglijind cantitatea 
preluată la ieşire pentru a alimenta circuitul de reacție si reducînd schema 
respectiva* , se obține ecuația operațională de funcționare a sistemului 


O(s) 


G(s)R (ol A 


9, 
14-G(s) H(s) (11.24) 


* Vezi [80]. 
Această relație se putea stabili si direct pe figura 11.84: rezultă imediat : 


C(s) = G(s) Es) 
dar 


f(s) = R(s) — B(s) 
şi B(s) = H(s) G(s). 


Scofind din acest sistem valoarea lui C(s) se obține, fara dificultate, relația (11,24). 


s) sînt fracții raționale de forma 


Să presupune că funcţiile G(s) şi H( 


Mail aj Mat 
G(s) = Se gi H(s) = "aset 


ecuația (11.24) poate fi pusă atunci sub forma 


Det. Mals) + Nu(s)-Na(s)] O(s) = Mi (8) N,(8) R(s). (11.25) 


Coeficientul funcţiei C(s) reprezintă funcția caracteristică a sistemului, care ega- 
lată cu zero dă ecuaţia caracteristică a sistemului“. 


M,(s).Ma(s) + Na(5).Na(s) = 0, 


caretpoate fi pusä "sub forma 


AS" GS + noa Str n =; (11.26) 

Stabilitatea unui sistem este determinata de regimul liber de funcfionare 
al säu si care este determinat de ecuatia caracteristica respectiva. Intr-adevar, 
soluția generală a unei ecuaţii liniare de ordinul n, fără membrul al doilea, este 


-~ deforma | 


y= > A; st, (11.27) 


Ze L 


în care y este mărimea studiată, A; constantele de integrare şi s; rădăcinile 
ecuaţiei caracteristice (11.26) care sînt de forma 


s= 8 + jo | (11.28) 


si este viteza unghiulara a fazorului a cärui proiectie pe axa realä trebuie sa 
reprezinte marimea considerata**. 

_ Pentru ca un sistem să fie stabil, este necesar ca relaţia (11.27) să inde- 
plinească condiţia, 


t+ oo 


și care este obţinută numai dacă toți termenii expresiei (11.27) tind si 
Ok simultan 
către zero, cînd timpul crește indefinit. Întrucît coeficienţii À, SCH marimi con- 


stante, condiția de stabilitate depinde de inilor ve 
baracteristice. P natura radacinilor (11.28) ale ecuatiei 


Dacă ò >0 si Q = 0, atunci y va er i ; E EL 
este aperiodic gi nestabil, ` y va crește cu timpul indefinit şi sistemul 


Dacă à < 0 si Q = 0, atunci y va ti r 0 ci : x fini 
și sistemul este aperiodic si stabil, H va tinde către zero cînd t tinde către infinit 


—— 


* Vezi 10.42, 
99" Vezi 4,2,5,3, 
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Dacă ô # 0 si Q 4 0, atunci soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este 
de forma 


y= 5 B, cos (Qt + di (11.29) 
del 


si rezultă că fenomenul este oscilant ; amplitudinea acestuia va crește sau va 
scădea in funcţie de semnul părţii reale a rădăcinii (11.28). Daca 5 > 0, atunci 
amplitudinea oscilaţiilor este continuu crescătoare cu timpul și sistemul este 
nestabil. Dacă à < 0, atunci amplitudinea oscilaţiilor va tinde către zero cînd 
timpul tinde către infinit şi sistemul este stabil. 

În consecinţă, pentru ca un sistem să fie stabil, adică pentru ca el să tindă, 
a reveni la starea de repaus, sau pentru ca amplitudinile oscilaţiilor care pot 
lua naştere să tindă către zero, este necesar şi suficient ca rădăcinile reale ale 
ecuaţiei caracteristice să fie negative iar partea reală a rădăcinilor complexe 
ale acestei ecuaţii să fie negative. 


Pentru ca un sistem să fie nestabil, sau pentru ca o oscilație să se amorseze, 
adică pentru ca amplitudinea sa să crească cu timpul după ce a luat naștere 
dintr-o cauză oarecare, este necesar și suficient ca cel puţin una din rădăcinile 
reale ale ecuaţiei caracteristice să fie pozitivă, sau partea reală a cel puţin unei 
perechi de rădăcini complexe să fie pozitivă (fig. 11.37). | 

Cele două regimuri de functioare ale unui circuit electric, stabil (sau 
amortizat) şi instabil (sau autointretinut) sînt separate de un regim critic la 
care amortismentul este nul (à = 0). 

Acest regim este caracterizat din punct +j 
de vedere matematic, prin aceea că ră- 


X 


dăcinile (11.28) ale ecuației caracteris- Domeniul ródd- Domeniul uneia 
tice sînt pur complexe, de forma +jQ. cinilor ecuatiei sau mai multor 
Studiul stabilității unui sistem se caracteristice radacini a ecu- 


a unui afiei caracteristice 


poate face uşor, dacă se cunosc rădă- 
cinile ecuației caracteristice. Determi- 
narea acestor rădăcini, cînd gradul ecua- 
Hei caracteristice este mai mare de 2, se 
face cu multă greutate si rezultatele ob- 
ținute sînt uneori numai aproximative ; 
pe de altă parte, aceasta nu se poate face Fig. 11.37. Divizarea planului complex în zonele 
in mod practic decît dacă se cunosce valo- de stabilitate si instabilitate a sistemelor. 
rile numerice ale coeficienţilor ecuației 

caracteristice. S-au văzut mai înainte condițiile în care un sistem este nestabil. 
Dacă s-ar căuta să se modifice într-un mod oarecare parametrii circuitului 
pentru ca sistemul să devină stabil, aceasta nu se va putea face întrucît nu se 
poate stabili o relație generală între expresia unei rădăcini şi coeficienții ecua- 
Hei caracteristice. 

_ Toate aceastea au condus la stabilirea unor criterii, care permit să se sta- 
bilească condițiile de stabilitate fără a se recurge la calculul explicit al radaci- 
nilor ecuaţiei caracteristice. 

Numărul acestor criterii este destul de mare şi studiul amănunţit al lor 
lese din cadrul lucrării de faţă, 

Unele din aceste criterii, permit numai să se vadă dacă sistemul este sau 
nu stabil gi se aplică numai în cazul cînd numitorul expresiei (11.24) este un poli- 
nom întreg în s, de forma (11.26). Dintre aceste criterii, pur algebrice, fac parte 


a unui Sistem +] 
instabil 


sistem stabi] 0 
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criteriile lui HURWITZ, 
sensul că nu este necesar ca numitorul să fie numai 
criterii permit în plus, | 
posibilitatea aprecierii rapidităţii cu car 
acestea citäm cri 
mixte, algebrice şi grafice. 


Rourx etc. Există criterii cu caracter mai general, în f 
decit un polinom; aceste | 
nu numai verificarea stabilităţii sistemului dar dau Şi à 
e se amortizează oscilatiile. Printre a 
teriul lui NYQUIST, care utilizează procedee de investigaţie | 


1142. CRITERII DE STABILITATE 


11.421. Criteriul lui HURWITZ. Fie o ecuaţie algebrică de forma (11.26) 5. 


serisă astfel, încit & > 0. 4 


Se formează tabloul coeficienţilor sub forma : 


E MAO Or NO Ee 0 Oe | 
a al GU ag à 0: 0 SEO Se Otita ` | 
Se la na Case 1 Cal Pa tofs im) One O te CET | 
GE dea et EM A Ma sa ai ag 10 ĝi | 


EE E SRE | 


_. Hurwitz à arătat* , că pentru ca toate rădăcinile ecuaţiei (11.26) să 
aibă partea reală negativă este necesar şi suficient ca cei n determinanti princi- 
pali* e care se pol forma din tabloul Ty să fie pozitivi. 

Pentru a ilustra modul cum se utilizează criteriul lui HURWIT j 
ES de gradul 1, 2, 3 şi 4. ERE Sey SERS? 
cuatia de gradul 1. Pentru aceasta ecua jie n = j ( ‘mi j 
eer L 1 si determinantul lui 


in AH = |a| = 4 >0; 
cum a, > 0, rezultă că ambii coeficienţi ai ecuației trebuie sa fie pozitivi. Acest 


rezultat se poate obtine si direct. 


H D D D 
Geng cuatia de gradul 2. În acest caz n = 2 si determinantul lui HURWITZ 


Gi Oe 

0 Oe 

condiţiile de stabilitate sînt | 
Ch ADR due > 0; rezultă a; > 0, 


adicä toţi coeficienții iei 
ii ecuaţiei caracteristice trebuie să fi itivi 
u bti ule gr ` 
pi tea obține de asemenea direct, să fie pozitivi, rezultat ce se 


A Vezi [138] pag. 273. 
Determinantii principali sint cei încadrați cu linii punctate 
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Ecuația de gradul 3. În acest caz n = 3 si determinantul lui HURWITZ 


este 
E Dit do CD | 
AH =| a. aaa 
0 0 as 


si condiţiile de stabilitate sînt : 
A, > 0; aA, — alz >0; Gales — oda) >Q. 


Comparind ultimele două relaţii, rezultă as >0; cum ag >0 si a, >0, din relația: 
a doua rezultă a, >0. Rezultă dar, că funcţionarea sistemului este stabilă dacă 
toţi coeficienții ecuaţiei caracteristice sînt pozitivi si satisfac relația, 


dude — Aya, > 0. 


Ecuatia de gradul 4. Pentru aceasta ecuatie n = 4 si determinantul lui 
Hurwitz este 


Gi do: 0 À 0 


de MW: Our Oe 


Conditiile de stabilitate ale sistemului sint 
A, >0 ; a,4,—4)43 >l; dal 44a. — 0003) — aa, >0 5 Oaldgaldude — Ads) — taa] > 0, 


Se deduce uşor că funcţionarea stabilă a sistemului se obţine atunci, 
cînd toți coeficienţii ecuației caracteristice sînt pozitivi si satisfac relaţia 


azla — A003) — Mad, >0. 


11.4.2.2. Condiţiile de funcționare în regim critic sau instabil. Regimul 
critic de funcţionare a unui sistem este un regim de funcţionare limita, între func- 
tionarea stabilă şi funcţionarea instabilă a sistemului. Acest regim este carac- 
terizat prin aceea, că nu are un element de amortizare şi deci, rădăcinile (11.28) 
ale ecuaţiei caracteristice sint pur imaginare. Pentru a găsi condiţiile pe care 
trebuie să le îndeplinească coeficienţii ecuației caracteristice pentru a corespunde 
unui sistem functionind în regim critic, se substituie în ecuaţia caracteristică, 
o rădăcină de forma s= + jQ și se elimină parametrul Q între cele două relaţii 
ce se obţin separind părțile reale de cele complexe. 

Pentru ca un regim de funcţionare a unui sistem să nu fie stabil şi deci, 
să se producă oscilaţii autointretinute, este necesar fi suficient, ca cel puţin. 
una, din condiţiile date de criteriul de stabilitate al lui Hurwitz să nu fie satis- 
făcută ; în aceste condiţii, cel puţin una din rădăcini va avea partea reală pozi- 
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respunzător va fi negativ şi deci unda va avea amplitudi- 


tivă, amortismentul co 
mar pe ditiile pe care tre 
| pci, condiţi e re | 
entii ee Se SE in SE regim instabil de e Ge E A 
sistem, se alege din inegalitätile lui HURWITZ pe acelea care dau condiția 
funcţionare în regim critic şi se schimbă sensul acestor inegalităţi. rie: 
Aplicind aceste reguli ecuațiilor de gradul 2, 3 si 4 se obțin următoarele : 
Ecuația de gradul 2. Fie ecuaţia 


buie să le îndeplinească coefici- 


dy 5? + as + a = 0. 
Fäcind s = + j Q se obţine 
— ag À + ja, Q + ag = 0 
de unde relatiile 
a,Q=0; — a À + a, = 0. 
Rezultă condiţia de funcţionare în regim critic 
a, = 0. 


Condiţiile lui Hurwitz pentru regimul stabil fiind a >0, a, >0 şi a, > 0, 
regimul nestabil (autointretinut) va fi obţinut pentru a,<0. 

Ecuația de gradul 3. Facind in ecuaţia (11.26) n = 3, puninds = +jQ si 
separind partile reale de cele complexe se obtin relatiile 


TG + az = 0; —m0 + ay = 0, 
intre care eliminind pe Q, se gäseste conditia 


A A — & Ag = 0, 


pentru ca sistemul să funcţioneze în regim critic. 
Condiţia lui HURWITZ, pentru regimul stabil, fiind 


A A, — A as >O, 
rezultă că regimul nestabil (autointretinut) va fi realizat pentru 
a (o re Xo @ <0. 


ai pie ae gradul 4. Procedind în acelaşi mod pentru ecuaţia de eradul 4 
4), fine condiția pentru funcţionarea în regim critic 7 


(3 (Qaa — ao as) — ai du = 0 


şi pentru regimul nestabil (autointretinut) 


Ms (Aya, — ay as) — ata, < 0. 


“OBSERVAȚIE. Criteriul lui Hurwitz este destul de simplu de aplicat ; 
el devine extrem de laborios gi practice inutilizabil dacă n >4. 


00 11.423. Criteriul lui Roura *. Cu coeficientii ecuatiei caracteristice à 


mului, scrisă astfel încît a, >0, se formează tabloul 


Le doa , nite do (5 
doa = da Gees 9 Ag Es ds Cent 9° D e 
ay ay 
1 1 
Tt ay a; , zi! ay dy 
ay ES (3 Ge 1 H ay — as eme 1 H D e D 
49 49 
1 1 1 1 
GER (bia a 
Jape ST 0 3 2 os À 05 
Din — 5 Cr 1 3 (o — az pret 1 H D e e 
or SH 
1 g2 1 2 
awa aja 
DĂ e Al Tina 2 Ce) es) Lë 
ai — da aromă 3 a3 g= as Cam 2 H e D e 
ag 49 


Condiţia de stabilitate a lui ROUTH este îndeplinită dacă : 
— toți coeficienţii ecuației caracteristice sînt pozitivi, adică 


a, 0 (i = 0,1,2,...,2); 
— tofi termenii primei coloane a tabloului 7, sint pozitivi adica 
a Os ai > 0 (= 1,2; n). 
Criteriul lui Born conduce la aceleaşi condiţii ca şi criteriul lui HURWITZ, 


fiind însă mai uşor de aplicat. Într-adevăr, pentru o ecuaţie caracteristică de 
gradul 3 se obţin condiţiile de stabilitate 


do: Ay, do Ag >0, 


Ay a 

NES CN EE SO) 
ay 

Rau 


dat ES Aglo > 0. 


* Vezi [250]. 
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LA dad, Criteriul lui Nyouist®, Să considerăm un sistem fizic oarecare — 
un eirentt eteotrio de exemplu, căruiu uplicindu-i un semnal, imaginen răspun- 
sului obtinut are expresia (11,24), pe care putom să o punem sub forma 


LA (3). (11.30) 
B (s) 


n(s) = 


în care A(s) si B(s) sînt două polinoame rationale ins, gradul polinomului de lu 
numitor fiind în general mai mare decit cel de la numărător; polinomul B(s) 
reprezintă iuncta caracteristică a sistemului. 

Pie gu a, Ass rădăcinile polinomului A(s), care se numesc 
sero-urile funcției (11.30) şi di, bus + sde: .b, rădăcinile polinomului B(s), care 
se numese polii funotiei (11.30). în ipoteza că polii funcției (11.30) sînt toți 
aşezaţi în partea stingă a axei complexe**, să căutăm condiţia de stabilitate a 
acestei expresii. Este evident, că în ipoteza făcută, condiţia de stabilitate va 
depinde de poziţia zerourilor functiei (11.30). 

Să considerăm functia 


a AS) AG) + BG) 
Di9 = LE —— = -— 7 
| ( ate = e SG (11.31) 
la care gradul numărătorului este de data aceasta egal cu cel al numitorului. 
as Fie CCa + «30e + Gw Lădăcinile numärätorului expresiei (11.32); putem scrie : 


E A ©) _ A(s) + B (8) _ G(8—q) Gol +. BH 
DO ey EL SOO a e)... (8 = er) 
B (s) B (s) B(s—d,) ..: (S6—b:) ... (S—bn) (EE 


Y 


#7 


Fig. 11.38. ial’ lui i 
g. 11 Ge Ree s a factorului Fig. 11.39. Asezarea rädäcinilor numärätorului 
i). in planul complex, 


complex Belo; ox planul complex (fig. 11.38) o rădăcină €, şi numărul 
dintre vectorii s şi e, A à Sr ee un vector egal cu diferenta 
eS ets A is ‘ul s a fost ales arbitrar, put i-l alee ` 
complex si deci situat pe ax rar, putem să-l alegem pur 
ae pe axa complexă. În acest caz, expresia (11.32) poate fi 
B (jo) B(jo—b,)..,.(o—b;)... (Ja dy) ( ECH 

astfel cä reprezentarea di i Gei 

zentarea diversilor factori ai pro i € | 

à Ge dusului de la RM hae cr : 
numitor poate fi reprezentat ca in figura 11.59, EK 


* Vezi [201]. 
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Dacă © variază în mod continuu de la — œ la + co, atunci fiecare vector 
(s—e,) se va roti în jurul originii sale (vîrful vectorului e) cu un unghi x și anume, 


pozitiv dacă rădăcinile se găsesc în stinga axei complexe si negativ dacă ele se 


räsese în dreapta acestei axe. Acelaşi lucru se poate spune și despre numitorul 
expresiei (11.33). 

Pe de altă parte, atit numărătorul cît şi numitorul expresiei (11.33) re- 
prezintă cite un vector al cărui modul este egal cu produsul modulelor vectorilor 
reprezentînd factorii respectivi şi al cărui argument este egal cu suma argumen- 
telor acestor vectori. Fie 


C(jo) = D C, | Ey, 
IC, | Eye 


B(jo) = IB, |= 8, 
1B,|= 6 


acesti vectori. În consecinţă, D(je) reprezintă citul a doi vectori al cărui modul 
este egal cu cîtul modulelor celor doi vectori, iar argumentul său egal cu dife- 
renta argumentelor acestora, adică 


i TTG; 
D (iw)=—D! à = teen DBE). 
(j ) | TIB; | It B;. 


Tinind seama de ipoteza făcută, că polii ecuației: (11.30) sînt aşezaţi in 
partea, stîngă, rezultă că argumentul vectorului de la numitor va fi egal cu nz 
atunci cînd œ variază de la — co la + co, 


> Pi 


i = NT. 


Gradul numärätorului expresiei (11.33), respectiv (11.31), fiind tot n, toate 
rădăcinile sale vor fi situate în partea stîngă a axei complexe dacă argumentul 
vectorului reprezentativ este egal cu nz, în cazul cînd œ variază continuu de la 
— œ la + œ, adică dacă ÈX y; = nr. 

Dacă această condiţie este îndeplinită, atunci vectorul 


Aljo) a 
D(jo) = 1 + = SS E (11.34) 


are argumentul egal cu zero cînd w variază de la — co la + e 

; t de vedere geometric, aceastä conditie este îndeplinită dacă 
originea axelor de coordonate , care este şi originea vectorului Di jo), este situata 
in afara curbei locului geometric al extremității acestui vector, cînd «w vatiază 
de la — co la + co, sau să se găsească pe această curbă. Într-adevăr, în acest caz 


Din pune 
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j j = j la valoarea 
ie. 11.40), unghiul ornind de la o valoare 0 pentru w = 0, ajunge à 

(E spa ) sea e 00 SC cazul cind originea se găseşte in interiorul curbel, one 
respectiv variază de la 0 la x si condiţia enunțată mai sus nu este indeplinita. 


tJ 


y 


Ds 
Q +92 + 


d 


Fig. 11.40. Locul geometric al vectorului D(jw) în diverse situații ale sistemului: 
a) și b) sistem stabil; c) sistem instabil. 


în consecinţă, dacă locul geometric al vectorului (11.33) este în afara 

originei atunci sistemul a cărei funcţionare este dată de ecuaţia (11.31) este stabil. 

Pentru a deduce acum condiţia de stabilitate a relaţiei (11.30) să mutăm 

originea axelor de coordonate în punctul (—1, j0) (fig. 11.41) şi rezultă imediat că 
A(jo) 


He) SO) a = 11.35 
ole) (jo) ae ( ) 


ceea, ce înseamnă că, în acest caz, originea vectorului D(jw) este în punctul 
(—1, j0) şi în consecinţă condiţia de stabilitate a expresiei (11.30) este ca punctul 

| (—1, 30) să fie în afara locului geometrie 
al vectorului 


A (jo) 

OL ek 

i B (jo) 

si este instabil dacä acest punct este 
cuprins de curba respectiva. 

_ Regula enunțată mai sus constituie 
criteriul de stabilitate amplitudine-fază 
= al a lui NYQUIST. 

ig. 11.41. Lezătura între vectorii D(jw) sin (jo). In general locul geometric al vir- 
, furilor vectorului aile) pentru variaţia 
pate EEN 9 KEE locului geometric al EE Ce 
GV co la 0 şi deci, este sufici o 

pentru, variația Ee do AE e a | uficient a trasa acest loc numal 
iul de mai sus a fost facut in ipoteza ca f i i polii 

Be ! unctia (11.30) are l 
oe E m poe enw on yee axei complexe. SE SE Abix 

in poli se afla in origine. În acest caz, curb ui geo- 
eee este o eră asimptotă la axa complexă si pentru a avea SEN SE 
Ce Ab A aT cn ne Ver cu raza infinită astfel ales, încît par- 

, 3 aay es Ger 4 
cercul să fie LEE ceea, ce corespunde sensului orar —semi- 
aca punctul (—1, j0) este cuprins intr i i 

Metparcureere fiind Mee pry n re curbă si acest semicerc, sensurile 
ȘI, Bau punctul este în afara curbei, sistemul este stabil 
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Pr, 


il 
il 


fig. 11.42); el este instabil în cazul cînd punctul se găseşte in interiorul curbei 


şi aceasta este parcursă în sensuri contrarii în raport cu punctul (fig. 11.43). 
Aceasta se poate vedea ugor, vectorul cu originea în punctul (—1, j0) 


ficind o rotafie completă (de unghi 27) în cazul sistemelor instabile și incompletă 


(de unghi <2r) în cazul sistemelor stabile, 

O metodă simplă pentru a vedea dacă sistemul e stabil este următoarea : 
se trasează hasuri pe dreapta curbei, dacă se merge de la 0 la + co, sau pe stinga, 
curbei dacă se merge de la 0 la — co; dacă punctul e de partea curbei unde 
nu sînt haşuri, sistemul e stabil; în caz contrar, este instabil. 


un +j 
es 
WE d'et 
N 
ag 
/ -~ 
\ A A > 
Fig, 11.42. Sisteme stabile. | 
\ 
\ 
SEE 


Fiz, 11.43. Sistema instabile. 


Cind polul nul este multiplu, atunci se vor trasa o serie de semicercuri de 
rază infinită egală cu gradul de multiplicare al rădăcinii nule *. 

OBSERVAȚIE. Pe cînd criteriile de stabilitate ale lui HURWITZ si ROUTH 
sînt bazate pe consideraţii pur matematice, privind proprietăţile ecuaţiilor al- 
gebrice, criteriul de stabilitate al lui Nyquist dă posibilitatea unei uşoare inter- 
pretări fizice. 

Criteriul lui NYQUIST are o serie de proprietăţi, care îl fac util în studiul 
stabilităţii sistemelor fizice şi în special în acelea, cu reacţie. Astfel, el intormează 
asupra existenţei de rădăcini ale ecuaţiei caracteristice în semiplanul pozitiv ; 
diagrama construită pentru studiul stabilităţii unui sistem poate da indicaţii 
asupra stabilității sistemului şi poate sugera calea de urmat pentru imbunata- 
firea stabilității sistemului, in caz de necesitate. De asemenea, criteriul de 
stabilitate dă posibilitatea să se examineze acțiunea independentă a diverselor 
elemente ale sistemului asupra stabilităţii acestuia. 


nm gege 


* Pentru o demonstraţie completa și rig 


uroasă a criteriului lui Nyquist, vezi [94]. 


"Pentru a se putea aplică criteriul de stabilitate a lui NYQUIST este necesar 


i sufici iile diferenti i i ionarea sistemului să fie - 
si suficient, câ ecuaţiile difer entiale care definesc funcționa 


liniare, cu coeficienți constanti; in afară de aceasta este necesar de EH 
G(s). H(s) din relatia (11.24) să tindă către o limita pozitivă sau nu 
inde e infinit. | AS 
Le EE se datoreazä faptului, că aplicarea acestul criteriu se et 
asupra unor expresii, care rezulta din aplicarea transformatel LAPLACE à Ss a- 
tilor, care definesc funcționarea sistemului. Sînt cazuri cînd însă, dest parametrii 
sistemului nu sînt constanti in întreg domeniul de funcționare à acestuia, pentru 
oscilatiile care iau naștere în momentul amorsării fenomenului, care în acest caz 
au amplitudine mică, se poate admite că toate caracteristicile elementelor care 
constituie acest sistem pot fi confundate cu tangentele lor ; aceasta înseamnă că 
fenomenul producerii oscilaţiilor unui sistem in jurul punctului de amorsare 
poate fi considerat liniar gi studiat ca atare. A 3 ee 

A doua conditie este inerenta sistemelor fizice a căror constituţie este 
analoagă aceleia a servomecanismelor. | 


11.4.3. EXEMPLE DE APLICATIE 


11.4.3.1. Arcul cîntător. Arcul cintator a fost utilizat la începutul tele- 
grafiei fără fir pentru producerea oscilaţiilor autointretinute, necesare posturilor 
emițătoare. 
Fie un circuit electric serie, format dintr-un rezistor de rezistență K, 
o bobină de inductantä L şi un condensator de capacitate C la bornele căruia se 
| produce un arc electric A (fig. 11.44). Acest are 
este alimentat de o sursă de tensiune constantă 
E, care debitează printr-o rezistenţă p. Se caută 
condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească 
parametrii circuitului pentru ca circuitul să consti- 
tuie un sistem autointretinut. Se presupune că, în 
imediata, vecinătate a punctului de funcţionare 
stabilă (înainte de introducerea circuitului LC), 
| caracteristica volt-amper a arcului electric este 
Fig. 11.44. Circuitul unui arc cîntător. liniară, de forma 


U, =a + bt; 
rezistența dinamică a arcului este deci, ` 


e ey Je 


De 
) di, 
Pentru stabilirea ecuatiei isti es 
a caracteristice à circuitului, sc ied. î S'A- 
tional, metoda potentialelor la noduri, nodului N EC: AP AC, AREA 
Se găsește 
1 1 1 ` 
E dier äs Syste 
P b Z (s) e 
in care, 


Bien = R 4 Le + —- 
Cs 


este impedanta operaţională a circuitului serie. 
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TET AONNE 
NANTES 


Ecuația caracteristică. a sistemului este* 


E p ee H 


| ai Een 


sau, dezvoltind si tinind seama că nici unul din parametrii circuitului nu este nul, 
| og CL (b+¢) s? + O [(b+e) R+bo]s+(b+p) = 0. 


, Pentru ca arcul electric care se produce să fie autointretinut, trebuie ca 
„circuitul să fie instabil; ecuația caracteristică fiind de gradul 2, condiţia de 
„instabilitate este** 


| | C[ ( + pe) RE + bo] <0, 
| de unde rezultă | 
| 5a 
e+R 


Rezulta dar, ca b trebuie sä fie negativ, cu alte cuvinte, caracteristica volt-amper 
a arcului să fie descrescătoare, şi valoarea absolută a lui b să fie mai mare decit 
= rezistența echivalentă a rezistentelor p si R legate 
în paralel. VĂ l 
În realitate, caracteristica dinamică a arcu- i 


lui electric prezintă un fenomen analog fenome- Caracteristica ideala 


| nului de histerezis, formînd o curbă închisă i 
l oarecare (fig. 11.45) astfel, încît condițiile de o AU 
stabilire a unui arc cîntător sînt mai greu de RTS Aa 
indeplinit. | peal 


electric de eurent continuu cu exeitatia in deri- 


| 
| 
11.4.3.2. Conditia de prindere a unui generator 
| 
vatie ***, Fie un generator electric de curent l 


i continuu cu excitatia în derivație (fig. 11.46) | 
„care debiteazä pe o rezistenţă exterioară bk Pre- VĂ, 


supunem, pentru simplificare, că circuitul de exci- Fig: 11.45. Caracteristica volt-amper 
a unui arc electric. 


tatie nu este saturat şi că inductanta indusului și 
a sarcinii sînt nule. Fie N numărul de conduc- 
toare a înfășurării induse, n turatia mașinii, de 
fluxul datorit inducției remanente, p şir rezis- 
tentele respectiv ale indusului si inductorului, L 
inductanta proprie a inductorului, à curentul de 
excitație si 7 curentul debitat de maşină. Presu- 
punem, de asemenea că numărul de căi de curent 
a mașinii electrice este egal cu numărul său de 
poli. 


Tinind seama că forța electromotoare a nL 
i maşinii e dată, de relația Fig. 11.46 Generator elec- 
tric de curent continuu 


e=NnO,+ Kni, cu excitatia în derivație. 


e 


* Vezi 10.4.2.1. 
** Vezi 11.4.2.2. wig 
*** Vezi [192] pag. 438 si 3.3.3.3. 


or la noduri nodului A, 


unde K este o constanta, aplicind metoda potentialel 
se găseste 
Pty Ney, = (Ne + Km), 
Loi p + 4 p ( 4 
de rezultă 
Cer FT £ n(N& D, + KE) (Ls + DR, 
A ~ oR + (Ls +17) (R+P) 


Curentul de excitație fiind dat de relaţia 


F CAT 
OR aay 
Ls +r 


rezultă imediat ecuaţia operaţională care defineşte acest curent 
[Re + (Ls +r)(R+e) — KnR,] Si = RNn Ev © 1 
Ecuația caracteristică corespunzătoare este | 


(R + o) ls +r(B +9) + Rp — EnR = 0. | 


= Pentru ca generatorul electric sa se „prindă! este necesar ca tensiunea la 
bornele sale să crească cu timpul — pînă la tensiunea nominală a maşinii — , 
deci sistemul respectiv să fie instabil. Condiţia necesară şi suficientă este ca 
termenul liber al ecuației caracteristice să fie negativ ; în cazul de fata 


r(R + e) + Ro — KnR <0. 
Rezulta 
Bee pie 
TAGE tt) aril) pont Rov (11.36) 
KR K 


H > 


| În consecinţă, generatorul electric de curent continuu cu excitație se va 
prinde din momentul în care turatia sa va depăși o anumită valoare, dată de 
relația (11.36). Se vede ușor, că maşina se poate prinde şi în gol (R= co) dar 
nu se va prinde niciodată dacă funcţionează în scurtcircuit (R—0). 


11,4.3.3. Exemple de utilizare ale criteriului lui NyQuisr. Fără insi 

| | QUIST. Fără a insista 

asupra modului cum se stabilesc relaţiile respective* à 

se aplică criteriul lui Nyquist : S EE 
Exemplul 1. Fie ecuaţia 


K 
n (8) > 
(TE + 1) (Tas + 1) 
care reprezintă funcția de transfer a unui re 


itez gulator de tensiune, £ i reo ` 
de viteză, a unui aparat de măsură ete. , & unui regulator 


Nett, 


36) 


va 
de 
ar 


ta 
ım 


OT 


ären mies prot" teen 
ee 


— >. 
ata, Aën Dec 


_ Efectuind produsul de la numitor, înlocuind pe s cu je gi separin i 
reale de cele complexe, relaţia dată se poate e jo și separind părţile 


LU — 2 Lé 
Gope EE TE 
(— a op + 1) + aĵo? (— ay 0 + 1)? + ata? 


in care On = Ti Ti >0 Si 4 Za (7,+7;) >0. 
Caracteristica amplitudine-fază se construiește prin puncte (fig. 11.47)*, 
avem astfel : 


: K 
® = 
Si 
tgp = — “Le 


(—ay w* + 1)? + a2 o? i 
Pentru © = 0: |7(jo)| =K; 
tgp = 9; 9 = 0, 
o = 0: |n(jo)| = 0; 
teo = 0; 9 =7; 


Vag or Fig. 11.47. Caracteristica amplitudine-fazi a 
unui regulator stabil. 


Rezultă, că pentru orice valoare a lui K, 
sistemul considerat este întotdeauna stabil. 
Exemplul 2. Fie ecuaţia 


K 
S) = —— » 
1) s (T,s+1) (T.s+1) 


care reprezintă, de exemplu, funcţia de 
transfer a unui regulator de poziţie co- 
mandat de un motor electric. 
Procedind ca si în cazul precedent, 
Curba & 


3 Wë e ET" 
se găseşte că argumentul maxim este = sistem instabil 


si 


stabil 


(în sensul orar). Rezultă că stabilitatea 
sistemului depinde de mărimea parame- Fig, 11,48, Caracteristica amplitudine-fază a 


trului K (fig. 11.48)**. unul regulator comandat, 
* Curba a fost trasată pentru cazul particular Ty = 0,5, ‘Ty = 0,04 si K = 20 [80]. 
** Curbele au fost construite pentru cazurile particulare 7, =: CH Ts = ES? K, = 10 
d A 


curba A) si K = 100 (curba B). 
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11.4.4. STABILITATEA SISTEMELOR NELINIARE 


m liniar depinde numai de 
de amplitudinea semnalului 
ete.) dau posibili- 
in prealabil in echilibru, supus la timpul ¢ la un 


11.4.4.1. Generalităţi *. Stabilitatea unui siste 
ametrii sistemului respectiv gi este independenta 


ar 
A iteriile de stabilitate (HURWITZ, ROUTE, NYQUIST 


aplicat. Cr 


tatea să se ştie dacă un sistem, | ul 
semnal sau la o perturbatie oarecare, revine la o nouă stare de echilibru, în 


cazul unui sistem stabil, sau va căpăta o oscilație autointretinuta, în cazul 


unui sistem instabil. dE E 
Stabilitatea unui sistem neliniar depinde atit de parametru sistemulul res- 
u à functiei perturbatoare. 


pectiv cit si de amplitudinea semnalului aplicat sa L toa 
În plus, variabila aservită poate da mai multe tipuri de răspunsuri atunci cînd 
încetează semnalul sau perturbatia. Este posibil astfel, să apară o funcționare 
stabilă sau instabilă a sistemului, analog cu acelea care apar în sistemele liniare. 

În cazul cînd condiţiile de funcţionare ale unui sistem neliniar sînt astfel, 
încît parametrii sistemului considerat variază putin față de valoarea lor liniară, 
atunci cînd caracteristica lor volt-amper poate fi confundată cu tangenta în 
punctul de funcționare considerat, în cazul cînd semnalul nu are o valoare 
foarte mare, sistemul poate fi considerat liniar din punctul de vedere al stabi- 
lităţii. 

Răspunsul unui sistem supus unei perturbații oarecare poate să se pre- 
zinte uneori sub forma unor oscilaţii autoîntretinute, cu amplitudine maximă 
constantă ; aceste amplitudini pot fi cuprinse sau nu între niște limite definite 
de precizia funcţionării sistemului. 

Trebuie observat, că examinarea producerii oscilaţiilor autointretinute 
nu trebuie limitată numai la consideraţii de amplitudine. Trebuie văzut, în 
special, dacă ele sînt destul de mici, pentru a putea fi tolerate de sistem sau din 
cauza, acestor amplitudini, ele nu pot fi tolerate de sistem ; în primul caz sistemul 
e stabil, in al doilea caz el este instabil. 


ae În consecinţă, amplitudinea unui semnal sau a unei perturbații poate 
a tipul de răspuns a unui sistem neliniar. Un asemenea sistem este stabil, în 
Sc, definit la sistemele liniare, daca este supus unor semnale de intrare de 
SH Zeg mica. Daca aceste semnale au o amplitudine mai mare, sistemul 
ae e Fi Le oscilaţii autointretinute cu amplitudine maximă constantă 

azul cînd amplitudinile sînt si mai mari, si i i j l 

caz sistemul poate fi in j 

5 es ) stabi 
definit la sistemele liniare. r ee 
Rezultă dar, că inai ifi ili 
nte de a ver ; i si ini 
ERC d S AG ifica stabilitatea unui sistem neliniar, este 
Sa se tixeze condiţiile sale de utilizare. 


11.4.4.2. 7 2 v D 
BE sitter E problemei in ecuatie*. Să considerăm schema funcţională 
piu cu reacție totală (fig. 11.49). Elementele circuitului de 


comonda. Etaj de ` $ Fig. 11.49. Sistem simplu 
Jini nda comanda comanda de comandă cu elemente 
iniara neliniara liniarä liniare: și welintace: 


LN 


bd (D = 


Lw RS 


acţiune, reprezentate prin funcţiile de transfer G,(jw) si GA) w), Sint liniare. 
in consecință, ele variază cu pulsafia w independent de amplitudinea a a sem- 
nalului respectiv de intrare. Se poate sarie deci* 


Fa G(jo) = Go). (jo). 


Această relaţie ne arată în plus că, poziţia în schemă a elementului neliniar e 
indiferenta**. 

Elementul de comandă reprezentat prin funcţia de transfer G’(a) este 
neliniar, el depinde de amplitudinea semnalului sinusoidal aplicat si este inde- 
pendent de frecventa acestuia. 

Urmind teoria aplicata la sistemele liniare ***, se gäseste 


CO G'(a) GGA) (11.37) 
R(s)  1+ G'(a) G (jo) i 


_ Pentru a stabili condiţiile de instabilitate (in sensul definirii date acestei 
noţiuni în sistemele liniare), să anuläm numitorul expresiei (11.37); se obține 
1 + G’ (a) G(jo) 
sau 


Goes ni (11.38) 


care este condiţia de apariţie a oscilaţiilor autointretinute. Relaţia (11.38) poate 
să fie astfel, încît să nu existe decît o singură valoare posibilă de producere a acestor 
oscilaţii autoîntretinute, pentru o anumită valoare a amplitudinii corespunză- 
toare unei anumite frecvenţe. 

În practică, valorile calculate pentru amplitudinea si frecvența oscilaţiilor 
autointretinute diferă sensibil de valorile corespunzătoare deduse experimental. 
Astfel, această metodă este numai un mijloc de a determina calitativ perfor- 
mantele unui sistem neliniar ; în practică este necesar să se introducă un coefi- 
cient de siguranţă pentru a fi siguri că se vor obţine rezultate multumitoare. 

Există numeroase metode de studiu a stabilității sistemelor neliniare. 
În paragratul următor se va examina una din acestea, care are o mare analogie 
cu criteriul lui NYQUIST, utili- 
zat în sistemele liniare. 


11.4.4.3. Metoda planului 
complex****, Fie un sistem, care 
comporta in circuitul sau un 
amplificator saturabil (fig. 
11,50); caracteristica ideală de 
saturație aamplificatorului este 
dată în figura 11.51, iar in Fig. 11.50. Sistem comportind un amplificator saturabil. 


C(Jo) Etajul 


linier 


Amplificator 
salurabil 


+ Vezi 6.3.1.5. 

** Afirmatie valabilă numai intr -o pr 
șa Vezi 11,4.1.2, 
**** Vezi [80]. 


imă aproximaţie. 


terizeazä functia descriptiva 

ee E SEN SE EE G( jo) a GE 

in funcție de frecvenţă gi o funcţie descriptivă G Q) d E 

eer ul schimbat in funcfie de raportul Xz |X mar = da Să pr e 

Get Lite EE un semnal sub forma unei functii treapta. ie 

in reat ah la intrarea amplificatorului saturabil este egal cu ampitu- 
ae iret semnalului de referință. 


tabloul 11.3 
G'(a). În figura Al 


wW Erën 
a 


—— 0 gescorcator 
Gja) 


Fig. 11.51. Reprezentarea idealizată Fig. 11.52. Reprezentarea în planul complex a functiilor 
a unei saturatii. G(jo), G'(2) si —1/G’(a) a sistemului considerat. 


Dacă ap mic, sistemul nu e saturat; sistemul funcționează ca un 
sistem liniar stabil, care se traduce prin aceea că punctul, — 1,j0 se găseşte 
| în stinga curbei G(jw) şi relația (11.38) 

Tabloul 11.3 nu e niciodată satisfăcută. 
Pentru semnale cu amplitudinea mai 
mare, astfel ca X maz > Xz, pentru 1 >a>4a,, 
valoarea —1/G'(a) se situează pe partea 


VALOAREA RELATIVĂ, A FUNCȚIEI 
DE SATURAȚIE 


EE en | Ag numeric | decibeli negativă a axei reale, dar nu există nici o 
Wee Kalte pentru şi pentru a care să 
0 0 GE satisfaca relatia (11.38). Sistemul este 
0,1 0,127 —17,9 stabil. 
0,2 0,253 —12,0 P 
03 0 376 BE entru semnale pentru care a, >a de 
0,4 0,495 = sl curba G(j) cuprinde valorile lui—1/G’(a) 
05 pene 413 se găsesc deci condiţii pentru satisfacerea 
îi oală + Se e relatiei (11.38) şi sistemul este instabil. 
0,8 0,895 bt _ Cînd amplitudinea Xmas este astfel, 
D fata Rema încât raportul X,/X,,,,— ds, variabila 
: : 0 i 


reglată tinde să se prezinte sub forma de 
e e oscilatii autointretinute. 
en — 4 j i 
Ger SE ori a SH 1/G'(a) se găsește la stinga locului funcţiei de transfer 
pa à SEN GE Ss e funcţionarea, pare stabilă, prin aceea că osci- 
| and catr d oar À à 
re acelea corespunzătoare lui 43; dacă aceasta 


valoare e atinsă, oscilatiile ili i 
` 8 ny | na € bh Ki d ` 
E, ) f e stabilizează si păstrează această amplitudine 
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Trebuie observat; că punctul de funcţionare corespunztor lui o cores- 
punde regimului critic de funcţionare; într-adevăr, pentru d >, functio- 
narea sistemului este stabilă, iar pentru d<a, funcționarea sistemului e 
instabilă, 

11.4.4.4. Oseilaţii de relaxare. Experienţa lui PAUL JANET, Fie un generator 
de curent continuu @, cu excitație în serie, rotit cu 0 viteză constantă 
şi care alimentează un motor M, cu excitație separată, functionind in gol 
(fig. 11.53). 

Generatorul fiind rotit cu o viteză constantă, forța sa electromotoare este 
proporţională cu fluxul; din cauza satu- 


ratiei fierului, fluxul nu este propor- | 
tional cu curentul ; forța electromotoare a G 
generatorului poate fi reprezentată apro- 


ximativ prin relația 
e, = ki — kai. 


Forța contra-electromotoare a moto- 
rului, a cărui excitație este constantă, este 
proporțională cu viteza sa de rotație 


Fig, 11.53. Schema de montaj si caracteris- 
En = Ke Oe tica generatorului. 


Aplicînd teorema a II-a a lui KIROHHOFF circuitului, se obține 
bi — kai = ha Da + E + Ri, (11.39) 
C 


în care à este curentul debitat de generator în circuit, R şi L rezistența si induc- 


tanta totală a acestuia. 

Puterea absolută de motor la mersul acestuia în gol, dacă se negli- 
jează toate pierderile, este consumată pentru accelerarea părții rotative. Daca 
J este momentul de inertie al rotorului motorului, energia cinetică a acestuia 


este SE Q2, şi deci ecuaţia puterilor este 


dia 


E Zum, SH. 
dl 2 d! 


de unde 


din Es 4, (11.40) 


Derivind ecuatia (11.39) in raport cu timpul şi tinind seama de relaţia 
(11.40) se obţine 


; i ka? » 
LČ — (h — R — Shi) Siim., (11.41) 
€ 
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Pentru valori mici ale lui î, al doilea termen al parantezei este foarte mic şi 
poate fi neglijat, finind seama de ecuaţia (11.39) 


ky — R> 0, 
ecuatia (11.41) se poate scrie 
ee ENEE (11.42) 
Lh kirt J ’ 


care este o ecuaţie liniară, cu coeficientul termenului de ordinul intii negativ, 
îndeplinind astfel condiţia producerii de oscilații autoîntreținute cu un caracter 
special, numite oscilații de relaxare*. Aceste oscilații prezintă, în afară de forma 
lor particulară, următoarele trei caractere fizice importante : 


1. perioada lor este dată de un produs de două mărimi de tipul CR, sau 


de tipul LX Sch numite timp de relaxare, in loc de a fi data, ca perioada unui 


sistem sinusoidal, prin rădăcina pătrată a produsului a două mărimi de 
tipul LC; © | | S 

2. se sincronizeaza foarte uşor cu o forţă electromotoare sinusoidală de 
frecvență oricît de diferită de a lor, însă, dacă perioada lor poate varia 


astfel uşor între limite destul de largi, amplitudinea lor rămîne practic 
constantă ; 


_ 3. sub influenta unei forte electromotoare periodice de frecvenţă cu mult 
mai mare decit a lor, ele adoptă o frecvență care este un submultiplu exact al 
frecvenţei forței electromotoare impusă, realizind astfel un demultiplicator de 
frecvenţă. 


Punînd 


si = 1 RE 


Dacä, rezistenta negativa, 


i —B<<< LO = k =: 
L 


* Vezi [10] pag, 671. 
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de 
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Vs 
Ce 
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d 


atunci coeficientul 
Dead 
SST 


termenul al doilea este foarte mic si solutia ecuatiei (11.41) este foarte 
apropiata de 


i = Iosin Qt ; 


regimul de funcţionare este sensibil reprezentat; de o oscilație periodică sinu- 
2T 


soidală de perioadă T = 


Amplitudinea 1, a acestei oscilaţii se determină scriind că energia totală 
cheltuită în timpul unei perioade este nulă. Puterea instantanee absorbită de 
sistem este dată de relaţia 


wi = (ki bänn = il — 2 


L 


si deci ecuaţia energetică corespunzătoare este 


T; 
| k, I? sin? Ot (1 — “1 sin? Ot) dt = 0, 
0 d 


k 
Ty = 2 males 
3k, 


astfel, incit expresia căutată a curentului este 


2) TOL 


2 


de unde rezultă 


Curentul à schimbindu-si sensul în mod periodic, rezultă că şi viteza 
motorului 
Q = | i dt, 
J 


m 


va varia periodic gi deci motorul se va roti astfel, cind intr-un sens, cind in 


celălalt. 
În practică însă E >>> şi perioada oscilaţiilor de relaxare are valoarea 


ap roximativa* 


f= = A BS 


Kë 
fiind astfel proporţională cu momentul de inerție al motorului. 
* Vezi [10] pag. 671. 
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PARTEA A IV-a 


PROPAGAREA 
ENERGIEI 
ELECTROMAGNETICE 


nié 


Capitolul XII 
TEORIA LINIILOR LUNGI 


12.1: STUDIUL LINIILOR LUNGI ÎN REGIM CUASISTATIONAR 


12.1.1. GENERALITĂŢI 


În studiul circuitelor de curent alternativ, efectuat în capitolele prece- 
dente, s-a făcut aproximatia că diversele forme de energie sînt concentrate în 
anumite porţiuni ale circuitului, existind independent unele de altele“ : circu- 
itele echivalente corespunzătoare sînt constituite din elemente cu parametrii 
respectivi concentrați. În aceste condiţii, în fiecare din elementele circuitului, 
curentul isi păstrează în permanență constantă valoarea sa efectivă si defazajul 
său relativ, din momentul în care el pătrunde în circuit prin borna sa de intrare 
pină în momentul cînd îl părăseşte prin borna de ieşire. 

Această aproximație nu mai poate fi făcută, atunci cînd se studiază o 
linie electrică lungă de transmitere a energiei electrice. O linie electrică lungă 
nu poate fi reprezentată numai printr-o simplă impedantà, decît numai dacă se 
neglijează curentul său capacitiv şi pierderile datorite imperfectiei izolatiei 
sale; de asemenea, un lant de izolatori nu poate fi reprezentat printr-un lant de 
condensatoare decît dacă se neglijează curentili inductivi respectivi ete. 

Rezultă dar, că în studiul unei linii lungi nu se poate face aproximarea 
concentrării parametrilor ei în diverse puncte, ci este necesar a se stabili modul 
cum se face transmiterea curentului alternativ printr-un circuit avînd în ace- 
lagi timp atit rezistență cit si inductanta si capacitate repartizate uniform de-a 
lungul intregului circuit. 

FE RA» ajutorul SE e sea putea examina eroarea ce se face, 
E tte EEE e? Se ung! se pl esupun diversii parametri concentrați 
trebuie să le indeplineasc’ o GE vor putea fi stabilite condiţiile pe care 
parametrii săi sînt concentra ti SE RER putes face studiul ei în ipoteza că 
Eent : 1 p m Și modul de stabilire a circuitului său 
A An consecință, studiul unei linii lungi de transmitere 
) poteza că aceasta posedă Simultan o 
mită conducetanță, o anumită, inductanţă Si o anun 
acești parametri fiind uniform räspinditi ‘de- n 
presupusă omogenă, eee ER 
de Re unei ran leotrice monofazate 
> cure u componenta hor 


— 


a energiei electrice 
anumită rezistenţă, o anu- 
tă capacitate, fiecara din 
a lungul întregii linii, linia fiind 


sau polifazate simetrice, parcursă 
nopolară nulă, se poate considera 


* Vezi 4,3,3,2. 
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numai un singur circuit constituit cu unul din conductorii liniei si un conductor 
neutru, situat in centrul geometric al sistemului de conductori. intrucit s-a 
presupus că suma curenților de întoarcere, care ar străbate acest conductor, 
este nulă, conductorul neutru poate fi înlocuit; printr-o linie geometrică. 


Us 
V3 


` ee * A U D D D | 
linii trifazate și zi în cazul unei linii monofazate, U fiind tensiunea de linie. 


| Tensiunea care intervine în circuitul considerat este in cazul unei 


Parametrii liniei electrice lungi sînt definifi pentru acest circuit. 


12.1.2. PARAMETRII LINIILOR ELECTRICE LUNGI 


12.1.2.1. Rezistenţa lineică. Rezistenţa pe unitatea de lungime sau rezistența 
limeică, a unei linii electrice lungi, este rezistenţa uniform răspîndită r, defi- 
mită prin pierderile prin efect JOULE rdw, disipate într-un element de linie 
infinit mic dz, parcurs de un curent de pulsatie egală cu aceea a regimului con- 
siderat şi avînd o intensitate efectivă egală cu 1 A de-a lungul întregului ele- 
ment de circuit. 

Valoarea kilometrică a acestei rezistenţe este dată de relația 


r—k—~— Q/km (12.1) 
S 


A D D H A Qmm? . 
in care p este rezistivitatea, in GC 
m 


s — sectiunea efectivä a conductorului, in mm? ; 

k — un factor corectiv, care tine seama de cablarea conductorului, de 

efectul pelicular*, de sageata ete. 

Pentru conductoare construite din materiale nemagnetice, valoarea 
acestui factor este k — 1,01 pentru conductoare cilindrice masive Şi 
k — 1,02 — 1,05 pentru conductoare cablate. 

Pentru conductoare cablate din otel-aluminiu, calculul rezistenţei se face 
tot cu relaţia (12.1), aplicată însă numai la coroana de aluminiu, factorul & 
avînd aceleași valori; trebuie ţinut seama că inima de oţel a cablului este o 
cauză de pierderi suplimentare. 

— Valoarea rezistenţei electrice este influențată de variațiile curentului şi de 
condiţiile meteorologice, prin încălzirea pe care o exercită asupra conductorului. 


12.1.2.2. Conductanta lineică. Conductanţa pe unitatea de lungime sau 
conductanta lineicä, à unei linii electrice lungi este conductanta uniform raspin- 
dită g, definită prin puterea activa g dw u? pierdută într-un element de linie inti- 
nit mic da din cauza defectelor de izolaţie sau a curenților de deplasare, atunci 
cînd între conductorul de ducere si conductorul fictiv de întoarcere există o 
diferenţă de potenţial de 1 V de-a lungul elementului da. 


me — 


* Vezi Cap. XIV, 
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Valoarea, kilometricé à acest, 
nitie si este 
p 
DEA UR 


in care p sint pierderile de dispersiune totale pe km. 
dé este tensiunea efectivă pe fază, în KV. 


Conductanta este o mărime care 


ea variază in general de-a lungul liniei, 
condiţiilor meteorologice gi a variaţiei tensiu 


tanta se iau valori între 


g = 0,97.1078 — 27.108 S/km. 


 12.1.2.3. Induetanta lineică. Inductanja pe unitat 


tania lineicä*, a unei linii electrice lu 
definită prin puterea reactivă | de w 
mie dz, parcurs de un curent electric 
lungul întregului element, prin pro 
şează acest element. 


Valoarea, kilometrică a acestei inductante se calculează cu relația 
(e (> A 2 In — ku? = | à + 4,6 lg =| u,.10-4 Hjkm ~*2.2) 


in care d este diametrul conductorului, în m ; 
D — distanţa medie geometrică între conductoarele liniei, în m şi 


este data de relația 


3 
D = VOTED D}, 


D,;,(j# k=1,2,3) fiind distanţele reale, in m, între diversele conduc- 


toare ale liniei ; 


A — un factor proportional 
el este egal cu 0,5 dacă 


Sa Neen secţiune plină a conductorului (cazul curentului 
SECH Sch SE E E de frecvență foarte joasă) si 
d curenții electrici caută să i 
deele eind ouri atà să se localizeze la 
lee din cauza efectului pelicular**, În e 
HR . 0 en. D A X a ei 
gene (conductoarele de ofel-aluminiu) si la 


frecvențele industriale 8 


SC Ze permeabilitatea relativă a mediului 
CL y p id d (ter V H 
azul sistemelor polifazate, din cauza 


RE de pamint, este necesar a se 

obţine o uniformizare eit mai bună 
* sau induetan(a de servic 

** Vezi 3,4,5, ae 

*** Vezi 1,5,7,4, și 8.4.5, 


ei conductan te 


i2 absorbită într-un element de linie infinit 


se obtine din relatia de defi- 


1072 §/km, 


de conductă simplă, in KW ; 


nu se poate determina decit experimental ; 
atit din cauza stării liniei cit și din cauza 
nii, În practică, pentru conduc- 


ea de lungime sau induc- 
ngi este inductanta uniform raspindita l, 


avind o intensitate efectivä de 1 A de-a | 
ducerea fluxului magnetic care imbräti- i 


cu inductanta internă a conductorului ; 
densitatea de curent este uniform reparti- 


e poate lua >=0,1; 
dintre conductoare. 
așezării nesimetrice a conductoa- 


face o transpr 
| inspunere*** a acestora pentru : 
a acestei inductanţe, e DOR aia 


Pentru o linie acriană trifazată, cu un singur circuit, valoarea medie a 
jnductantei de serviciu este cuprinsă între 


l = 1,2.10-® — 1,45.10-2 H/km, 
jar pentru un cablu subteran ea este aproximativ 
l = 0,487.10-3 H/km. 


12.1.2.4. Capacitatea lineică. Capacitatea pe unitatea de lungime sau 
capacitatea lineică * a unei linii electrice lungi, este capacitatea uniform răs- 
pîndită c, definită prin puterea reactivă cdwou? produsă de elementul de 
linie infinit mic dz, supus tensiunii efective de 1 V, prin curenţii de deplasare din 

dielectricul care separă conductoarele liniei. 
„ Valoarea kilometricä a acestei capacităţi se calculează cu relaţia ** 


106€ 2,41 € A 
c = ——— = ——_ .. 1078 F/m, (12.3) 
2D 
18 In — IR 
d 


diversele mărimi avînd aceleaşi semnificaţii ca şi în cazul expresiei inductantei 
lineice iar e, este permitivitatea relativă a mediului dintre conductoare. 
Dacă se ţine seama de prezenţa solului, expresia capacităţii lineice este 


10-Se 2,41 e, 
e = e sI 10 6, F/km (12.4) 
iain D 2H 22 2H 
"a Vin} D? Sé V4H? + D? 


in care H este distanța medie a liniei fata de pămînt şi se calculează cu relaţia 
2 
H = h — Sch 


unde / este înălţimea conductorului fafa de pamint la punctul de suspensie 
si f săgeata conductorului in deschiderea respectivă ***. 

Valoarea medie a capacităţii lineice pentru o linie lungă aeriană tritazată, 
cu un singur circuit, este cuprinsă între 


c = 0,008.107° — 0,0095.107* K/km; 
pentru un cablu subteran trifazat această valoare este 
6 = 0,023,107" REM, 


* sau capacitatea de serviciu (vezi 1,9,7.), 

** Vezi 1,5,7: 

*** Expresiile (12.3) și (12,4) se deduc din relaţiile (1,141) și respectiv (1.138), în care linia 
trifilară se consideră ca o linie bifilară, distanța dintre cele două conductoare fictive fiind luată media 
geometrică a distanţei dintre cele trei conductoare, Vezi și 1,5.7,4. 
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to înaltă tensiune (peste 220 kV), 


| iniilor de foar 
OBSERVATIE. În omg a Onn i multe fire, obtinindu-se astfel, 


conductoarele liniilor se re 
conductoare în fascicul. Fiecare faz 
conductoare aşezate astfel, încît s 


Prin acest aranjament se reduce posibi 
te de secțiune de conductor, 


prin aceea că, la egalita 
acestora se reduce. 


Formulele de calcul (12.2), (12.3) si ( | 
diametrul d al conductorului cu acel dat 


cu conditia de a se înlocui 


nlizează din mai 
à este astfe 
ă permită 0 & ! ' 
litatea producerii efectului corona * 


| formată din două, trei sau patru 
numită simetrie (fig. FACE 


cimpul electric la suprafaţa 


12.4) rămîn valabile şi în acest caz 
de relaţia 


d = ET ET nd 


tos 


EDENN S De De 27n 
7 NS 7 N, | 4 e 
1 \ f A / R \ 
Ehl eler 
\ / à 5 Se 
NE D ee, e _# 

o) D o 


Fig 1214 Fascicul de cond tictoare; 


oi cu doi conductori; b) cu trei conducto ri; c) cu patru . 


conductori 


numit diametrul echivalent al conductorului, in care R este raza arcului pe care 


sînt aşezate conductoarele liniei, în me- 


tri, n numărul acestor conductoare și 
‘d diametrul unui conductor, în metri. 


Pentru un fascicul cu trei con- 
ductoare, se obţine 


d' =|/12d R?. 


12.1.2.5.. Impedanta  lineicä. 
Dacă circuitul considerat este. par- 


“curs de un curent de pulsatie o, 


se defineşte impedanta pe unitatea 


de lungime sau impedanța limeică a liniei prin expresia 


avind modulul 


(12.5) 


Z = |F Bot = Yr FE 


și argumentul 


Vz = arc tg 


r 


tinind seama de valoare ie a 
cuprinsă între pie à 


inductantei, valoarea reactantei lineice este 


lo = & = 0,38 — 0,46 Q/km. 


Pentru o linie cu două circu} 
ua circuite valoarea c 
12,1,2.6, Admitanta lineică, Dacă $ S 


Ha o, se definest i 
24 o, Be defineste admitant 
liniei prin expresia, i 


¥ =g 4 joo = g + jb S/km, 


———— — 


* Vezi 9,4,4,2, 


orespunzătoare creste 
punzătoare creşte cu 2% — 8%. 


a pe unita i ata aplicată sistemului are pulsa- 
$ ea de lungime sau admitanta lineică a 


(12.6) 


avind modulul 


y = Vg? + cto! = Vg? + d 
si argumentul 


by = are Ce . 


12.1.2.7. Linie electrică aeriană, eu conductoare simple, functionind 
în regim dezechilibrat. Pentru o linie electrică aeriană, cu conductoare simple, 
functionind în regim. dezechilibrat, reactantele directă și inversă sînt egale * 
i pot fi calculate cu ajutorul valorilor obţinute din relațiile (12.2) gi (12.3). 

n ceea ce priveşte sistemul homopolar, atît rezistentele, cit si inductantele 
şi capacităţile sînt diferite fata de cele corespunzătoare sistemelor direct si 
invers ; mai mult, ele diferă şi in raport cu modul de constituire al sistemului 
trifazat, dacă sistemul are un conductor de întoarcere izolat sau nu de pămînt. 

După cum s-a arătat **, circulaţia curenților homopolari implică exis- 
tenta unei căi de întoarcere, care poate fi un al patrulea conductor — conduc- 
torul neutru — sau chiar pamintul. Regimul homopolar de funcţionare a unui 
circuit se obţine legînd în paralel conductoarele celor trei faze si alimentind 
cu o sursă monofazată circuitul format din aceste conductoare şi conductorul 
neutru (fig. 12.2). Prin definiţie ***, impedanta homopolară este egală cu tri- 
plul raportului dintre tensiunea U, şi curen- 
tul pe fază Io. 

Calculul. acestei impedante se face 
diferit după cum conductorul neutru este 
izolat; de pămînt sau este constituit de 
acesta. 

a) Conductorul de întoarcere este izolat 
de pémint. Pentru calculul impedantei homo- 
polare există in literatură diverse metode; 
una dintre aceste metode**** constă în atri- Fig. 12.2. Sistem homopolar. 
buirea fiecărui conductor al liniei a unei rezis- 
tente proprii fictive, a unei inductante proprii fictive şi a unei inductante 
mutuale fictive între conductori, luaţi doi cite doi. Dacă X este lungimea totală 
a liniei, în km, si se presupune că linia a fost simetrizată prin transpunere, 
parametrii care intervin în calcul sînt următorii : 

Pentru conductorul de fază avînd raza echivalentă ***** oa 


rezistenţa : R SrA Q: 
D L "A ta 2X ss A 
inductanta proprie : L = 4,6 X | lg Si 11.103, 
H 
* Vezi 8,4,5,1, 


** Vezi 8,8,4,2, 
rg Vezi [73] pag. 202; vezi și 8.8.9.4, 
4% Vezi [73] pag. 203. 
***** Raza echivalentă este a‘ = 0,78 a, pentru un conductor plin, omogen si nemagnetic 
a a = 0,95 a, pentru un conductor otel-aluminiu, a fiind raza efectivă a conductorului exprimată 
n metri, 
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a echivalentd IN 


Pentru conductorul mentri avind rat 


rozistentu : 2, = ră 9; 


2X de 
inductanta proprie : L, =4,6X (18 SE Lo 4 H. 
Inductantele mutuale : 


între faze : M = 4,6 X (12% — 1) 10s H 


între fază şi conductorul neutru : 
2X 5 
M, = 4,6 zez z 1) 10-4H, 
n 


in care D şi D, sint distantele medii geometrice între conductoarele de fază 


și între acestea şi conductorul “neutru. 
Aplicînd teorema a doua a lui KIRCHHOFE circuitului din figura 12.2 se 


obţine 
Vo (ră aia jI o) lo + 2jMols — jM, 0.31, + Deck + jL, 0310 — 3j Mao Lo; 
inlocuind inductantele proprii si mutuale cu expresiile date mai înainte, 


SL DH 


V ; S 
EE 

I, | b' Y a'D? 
si deci, impedanta lineica 


Gor) ageet be UR Akm. 


b’ aD? 


A 4 Le 
„aid EN GE g i ee este pământul *. În acest caz — în primă apro 
Es e înlocui pamintu EE SRE i - 
TE? Į ul cu un conductor fictiv aşezat în pămint 


1640 
h= -e M 


Vo WA 


în care o este luctivi 
o este conductivitatea, exprimată în P ; 
tenté lineică , exprimată în S/m, a unui pimint avind o rezis- 
eS = - 
t= we 1074 OQ/km., 


) 
E) 


EE 
j 7 ri e e a 


* Vezi [73] p. 204, 


554 


Zi j Ka. 


KA 


Trecerea prin acest conductor fictiv a unui curent 31, induce in fiecare 
din conductoarele de fază o forță electromotoare egală cu — jM,o -31,, în care : 


nf. e Lo X (up 2 2 1) .10-4 EL. 


Aplicind cea de a doua teoremă a lui KIRCHHOFF circuitului din figura 
12.2 se obţine în acest caz 


ie Vo = rX + job')I, + 2) Moly — jM,w.31, +r,X.81, 


si se deduce expresia impedantei homopolare lineice 


SE k 
A E H SES 0) +j013,8 le —*— 1073 O/km. 
et 2 3) a’ D? 
Această relaţie este valabilă, cu foarte bună aproximaţie, in cazul cind 
linia a fost transpusă în mod regulat (foarte bine simetrizata) şi pamintul este 
omogen. LE 


12.1.2.8. Capacitatea homopolarä lineicä *. Se defineşte capacitatea 
homopolarä lineică pentru o linie trifazata simetrizata prin transpunere şi 
fără fir de gardă**, ca fiind a treia parte din capacitatea in raport cu pămîntul 
a ansamblului celor trei conductoare legate în paralel ; ea este data de relaţia 


107$ e, 2,41 €p 


m a ee E © EH (12.7) 
4H (4H2-+ D2) 4H (4H2+ DÉI 
isn m= “lg —— + —_—_ 
i d- D? d D? 


12.1.2.9. Capacitatea aparentă lineică sau capacitatea de serviciu, este 
capacitatea unui conductor de fază, singur alimentat, fata de pămînt EE 
expresia ei este data de relatia **** 


| JOUE 41 = = 
c€ = -— = SC 10-8 F/km. (12.8) 


ușor de verificat, 
+ Vezi [73] pag. 205, | A 
an Se numește fir de garda, conductorul montat pe o linie de înaltă tensiune, legat la pămint, 
care serveşte la protejarea liniei contra supratensiunilor atmosferice, 
zer Vezi 1.5.7.4, 
«xxx Vezi 1,5,7.2. 
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12.1.3, ECUAȚIILE LINIILOR LUNGI 


li uatil `i ini i 1a 
12.1.3.1. Forma generală a ecuaţiilor. Fie o linie AB, de lungime tota 
X şi avînd dee săi uniform räspindifi de-a lungul ei (iz. Le. o 
presupunem că funcţionarea liniei este astfel, încît sensul curenților es Së 
la À către B; fie t t, Was tensiunile și curenţii la cele două extremit H. 
În ipoteza tăcută, în cazul cînd defazajul op dintre curentul t, ȘI tensiunea, 
to, de la extremitatea B, este în aga fel, încît cos ga > 0, energia activă este 
transmisă de la extremitatea A, care este asttel extremitatea sursă către extre- 
mitatea B, care este extremitatea receptor ; dacă însă cos o,<0, atunci energia 


activă circulă de la B către A, cele două extremităţi schimbindu-gi rolurile. 
| “În toate cele ce urmează se 


presupune cos 92 >0 si deci extre- 
mitatea B receptoare. 

| Să considerăm un element 
de linie mn de lungime dz, situat 
la distanta « de extremitatea B 
a liniei (fig. 12.4). Fie u + du gi 
4+ di, valoarea instantanee a 
tensiunii, respectiv a curentului la 
intrarea in acest element şi % şi 7, 
valoarea instantanee a tensiunii, 
“respectiv a curentului la ieşirea 
din element. Considerînd elementul 
de linie mn ca un cuadripol în 
T şi aplicînd ecuaţiile corespun- 
zătoare, se obţine 


u + du =u + (ni =, Îi Zu 


i+ di = (gu H deg Ja +4, 


Fig. 12.4. Element de linie lungă. 


de unde rezultă 


care re i ji ; i 
prezintă ecuaţiile de funcţionare a liniilor lunei 
aie 


Eliminind, p 
e rind fn: SC x 
sub forma ’ » Mal intii pe d gi apoi pe u, ecuaţiile (12.9) pot fi puse 
()2 
E = rgu -|- Cer du À AA 
dai ' (ro + lg) — + lo — 
at aes’ 
Siano (12.10) 
pas © PO A (ro + Ug) + Yo Me 
Ot SIE À 
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_ Reuatiile (12,10) definese complet tensiunea sau curentul de-a lungul 
liniei. electrice lungi; ele se mai numeso gi couafiile telegrafistilor. 

Tn practică, tinind seama de unele proprietăţi speciale ale liniilor electrice, 
SNE 12.10) pot fi simplificate, putind astfel conduce la o rezolvare mai 
uşoară a lor; 

— În cazul liniilor perfect izolate, r € şi g< gi deci pot fi neglijate; in 
acest caz ecuaţiile (12,10) devin 


Ga ei Oru 
xt ot? ‘ 
En Oke 
Oa? OL? 4 


ecuaţii de tip D’ALEMBERT. 


— În cazul liniilor aeriene r< si c& si pot fi neglijate, astfel că ecuaţiile 
(12.10) devin 


02u lg ou 
Gd Cf) 
0x? Ol 
SEI Qi 
Qa2 ot 


— În cazul liniilor formate din cabluri subterane, 1< şi g<, putind fi 
neglijati; ecuaţiile (12.10) devin 


— Yo — » 
ð x? ôt 
i En, 
Ox? ot 


12.1.3.2. Forma ecuaţiilor in cazul unui regim periodic alternativ sinu- 
soidal stationar. În cazul cînd regimul energetic al liniei este alternativ sinu- 
soidal, utilizind mărimile complexe, ecuaţiile (12.9) pot D sorise 


AU 


dx 


Srl + jlol el, 


(12.11) 
IS qU + joe U = y U. 
dx 


Bliminind între aceste ecuaţii mai intii pe J si apoi pe U, se obţine 


AU ay (12.12) 


557 


(12.13) 


gi 
al 


g si y sint impedanta jineicä si admitanfa lineică a liniei, 


în aceste ecuaţii, £ ȘI V 
je 12.12.00. şi 12.1.2.6. 


definite in paragrafe 


12.1.4, INTEGRAREA ECUAŢIEI LINIILOR LUNGI IN CAZUL 
UNUI REGIM ALTERNATIV SINUSOIDAL STATIONAR 


12.1.4.1, Soluţiile generale. Notind 


y = \zy, (12.14) 
ecuația (12.12) devine ` 
q?U 2 
dx? A w, 


care este o € ie diferențială liniară ia à : eer 
Seta Oa diferențială liniară de ordinul doi in U și a cărei soluţie 
Uj Mist N este. (12.15) 


Derivind pe U, astfel obţinut, î 
| E 27 CPR in raport i intr i x DAS 
in prima ecuatie din SE SECH a T 2 de introducind aceasta derivata 


en Me Nie ee sulin 
= D RES mn) (12.16) 
in care s-a notat : 
S 77, = ENTER 
i y | (12.17) 


Relatiile (12,15) si 
ys) l à Fe D à 
(12,11); aceste solani ` ere constituie soluţiile generale : ; 
urmeazä à fi determinate in EC constante de integrare oe a 
solutii se compun din doi SE particulare ale liniei ; Si I a M si N, care 
rmeni : Zt e uşor că aceste 


— unul din acești t 
sti termeni M ey 
ni Me, respectiv 2 exe 


la Bursă (4 
f v = X) gi scade y 
Sn ce. e) AL Acaaoipe minuri i 
care ne in acest punct (o = 0) hi o6 ne apropiem de receptor. avi 
ne propagă de la sursă către reprezintă o undă de Le or, avind valoarea 
cid; atre receptor, Această E sau de curent 
se numeste “A 
Ste unda dì- 


are - A 
» À modulul maxim 


— al doilea dir 
lads dintre ancegti + 
; \ Acesti termeni Ne-va | 
Maxima la receptor ( Ne”, respectiv À sue 
E d (Dr d s — E ` A ANA 
0) și scade pe măsură ce Z. , are valoarea 
d d ec ~ n Vë déi SH \ 
ae sursa, avind 
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valoarea minimă în acest punot (© = X); el constituie o undă de tensiune sau 
de eurent care so propagă de la receptor către sursă, Această undă se numește 
unda inversă sau unda reflectată *, 


13.14.23. Constanta de propagare. Reluind expresia (12.14), 


Y = V2Y = V(r + j lo) (g + jco), (12,14) 


mărimea respectivă, fără dimensiuni, se numeşte constanta de propagare a liniei. 
Ba reprezintă variaţia pe care o suferă amplitudinea gi faza undei de tensiune, 
respectiv de curent, cind parcurge 1 km de linie **. 

Expresia constantei de propagare poate fi pusă sub diverse forme, fiecare 
dintre ele avind importanţă în studiul liniilor lungi. 


a) Punind 
y=Y0, 


se găsește ușor valoarea modulului si argumentului in funcţie de parametrii 
liniei; vom avea 
4 


y = I F0) F Po (12.18) 
Şi 

Des =I are tg + are te = (12.19) 

b) Punind y = a + iey (12.20) 
rezultă 
(a + jB)? = (r + jlo) (g + jew) 
sau 
| a2 — B2 + 2jaß = (rg — lew?) + j (rew + gle) 

și deci, 


a? — B? = rg — leu”, 
208 = (re + gle; 


rezolvind acest sistem în raport cu oe gi B, se găseşte: 


eg gemeet EE 
, SECH x | i = 
a = | LV (FF Pot) (pe + dat) + (gr — clu) = E +> (gr — EN 


oo 
p- 
bo 
bo 
rm 


i = E ay — = (r9 — b) » (12.22) 


* Justificarea acestor denumiri se va vedea în paragraful 12,1,6.1, 
** Justificarea acestel definiţii se va vedea în paragraful 12,1.4,3, 


a cărei valoare în funcfie de 
12.21), se numeşte constanta de atenuare 
udinii de tensiune sau de curent, pe 
ul natural al raportului dintre 


Partea reală a constantei de propagare, %, 
parametrii liniei este dată de relația (12 
a liniei şi este legată de Mod and SO care 

tatea de lungime. Ea este egală cu ritm ee 
Beak on Sé amplitudinii tensiunii, respectiv ale curentului, exist 


e iniei situate la 1 km unul de altul. 
= unele ovat, oh considerăra din relatia (12.15) numai unda directa. Vom 


avea 


a cărei modul este 
U, = M ce. 
Panind 
U = Mem la distanţa 2, si Ua, = Me™ la distanţa Sa, 
rezultă 


deoarece x, — Ze = 1, care justifică definiția de mai sus; « se măsoară în 
radiani hiperbolici/km sau în neperi/km. 

Partea complexă a constantei de propagare, B, a cărei valoare în funcţie 
de parametrii liniei este dată de relaţia (12.22), se numeşte constanta de distor- 
siune a liniei şi exprimă variaţia fazei undei de tensiune, sau a celei de curent, 
pe unitatea de lungime a liniei. Ea este deci, unghiul între fazorii de tensiune, 
respectiv de curent, corespunzători tensiunii sau curentului existind în două 
puncte ale liniei situate la 1 km unul de altul; B se măsoară în radiani/km sau 
în grade/km. | 

el Punind 


JE 0 = 0, + j0;, 


0 se numeşte unghiul complex al liniei. 
Comparind cu relatia (12.20), rezultà 


0 = aw + jBe 
si deci, 
6, = aw şi 0, = Ba, 
de unde 


: 0 
see — o... 
List 


Considerind din nou unda di i 5 
de unghiul complex al liniei Mes relaţia (12.23) transerisă în funotie 


U; = Me (cos 0, Te j sin 6,). 
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Din această expresie, rezultă că 0, acţionează asupra modulului fampli- 
tudinii tensiunii — sau curentului — si exprimă atenuarea pe care olsuferă 
unda de tensiune — sau de curent — atunci cînd parcurge pe linie o distanță 
de lungime +; constanta de atenuare este deci atenuarea liniei pe unitatea de 
langime a ei. 

Mărimea 6, (partea complexă a lui 0) acţionează asupra argumentului, 


? 
respectiv asupra fazei tensiunii — sau curentului — și exprimă intirzierca 
unghiulară spaţială sau distorsiunea, pe care unda de tensiune — sau de curent 
o suferă atunci cînd parcurge pe linie o distanţă de lungime z; constanta de 
distorsiune a liniei este deci distorsiunea liniei pe unitatea de lungime 2 ei. 

În cazurile particulare intilnite în practică, diversele mărimi definite 
mai sus capătă forme mai simple. d 

a) Linie fără pierderi. In acest caz r = 0, g = 0 gi expresiile de mai sus 
devin 


a = 0, 0, = 0, = VE = o Vie, 8, = ws Vie, 


si deci, 
Y = j B =j VE] si 9 = je VEb. 

Punind *: 

HK 

D = — 

Vie 

expresia lui 6 poate fi scrisă 
g=—- (12.24) 
D 


expresie care are numeroase aplicații. | : 
cazul unei linii aeriene, pentru care f = 50 Hz şi u, = £, = 1, se gà- 
seste 


8 = 1,05.1075 rad/km. 


b) Linie aeriană industrială. În acest caz E >r şi b > g; expresia (12.14) 
a constantei de propagare poate fi pusă sub forma 


EES? 


bo 
bo 
Qt 
Es 


ia Vie lui unei viteze. 
* Dimensional expresia Vie are dimensiunile inversu 
Dacă presupunem în expresia inductanţei lineice À = 0, atunci avem 


6 b 
le = 2In Duta 1034 emt e re A A 


și deci 
v = 3.10 LE SEA km/s. 


Hefe 


561 


86 — ç, 229 


oi radicali, se obține 


Dezvoltind în gorio cei d 


si 
I ~ Eb rad/km 


tinind seama de relația (12.22) şi de faptul, că în baza ipotezelor făcute, al 
doilea termen este foarte mic față de primul gi poate fi neglijat. 

c) Linie constituită din cabluri subterane. În acest caz, se poate admite 
că g = 0 şi & = 0; expresia (22.14) a constantei de propagare devine * © 


y = Virb = Vi: Vrb (ti) 


astfel că : 
Li 5 
4 = IS rad. hip/km ; 6 = les rad/km. 


d) Linie satisfăcînd condiția lui HEAVISIDE. Condiţia lui HEA 
pentru o linie electrică este exprimată prin relaţia ** e VISIDE 


g 
SS (12.26) 


Tinind seama de această relație, expresiile (12.21), şi (12.22) devin 
a = Vrg vad, hip/km; 6 = VEb rad./km, 
după cum se poate verifica ugor, 


* Deoarece j = 1 e „rezultă Vi = 1|-£ = cos A 4i sin À 
H Bn A a 


** Vezi 12,1,5,1, 
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12.143. Impedanta caracteristică Mărimea, exprimată de relația (12.17) 


pelle) ALEI | 
E E (12.17) 


care apare in solutiile ecuatiilor diferentiale ale liniilor lungi s 
Q Ae D s or ] 
dania caracteristică sau împedanţa EE a liniei *, Gi ba su e aia 


Impedanta caracteristică fii Ypi S 
gen, E t acteristică fiind o mărime complexă, ea poate fi pusă 
Z, SS Z, lp 


in care, modulul respectiv ar j i 4 í æÆ 
n°, Ce | gumentul exprimati în functi rametrii 
liniei au forma P t ție de pa et 


4 5 
os r? + lo? 12.27 
See os az 
Si 
1 
2 T g 


Dacă se pune impedanta caracteristică sub forma 


Z, a Zic =F JZ 2e) 


D 


printr-un calcul algebric elementar se gäseste ** 


A 


100 (ez rg + ER 
== — | — D 
ES = E + re) (12.29) 
Și 
HI Sl z rg + 5b A 
PSE ° 12.50 
2 ME rl (12.30) 


Aceste expresii capătă forme mai simple în diverse cazuri particulare, 


intilnite în practică, 
a) Linii fără pierderi. In acest caz r=0 sig = 0; 


Rezultä dar, că în cazul liniilor fără pierderi, impedanta caracteristică 
este o mărime reală, Ba se mai numeşte și 4 mpedanta de undă, 


DN ——E 


* Semnificaţia fizică a acestei märimi se va vedea in paragraful 12,1,4.5. | 
en Se ridică la pătrat această expresie și se compară cu pătratul expresiei (12.17); se obțin 
două ecuaţii cu două necunoscute care dau expresia celor doi parametri, 
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| Dt 1 inductanta lineicä gi 
lin o relatiile (12.2) și (12.3) care dau inc 
eet a und Gi Wa aproximafia neglijarii inductanfei interne 


a conductorului se obţine 


= 0.6 | Eln = 2. 
Z, = Emmm 0,6 | rl 7 LU 


b) Linie aeriană industriald, In acest caz pierderile nu mai sînt neglija- 
bile ; pentru tensiuni mai mari de 60 kV se poate lua în medie 


Z, 22400 |— 5° + —10°. 


c) Linie construită din cabluri subterane. În acest caz g = 0 şi € —0; 
expresia (12.17) devine * 


ler 
_ Ve Ne) lee 
a je / il; VS 


in practic’, se poate lua in medie 
Z, = 40 |— 45° Q. 


d) Linie foarte bine izolată. În acest caz g<cw şi deci 


expresia (12.28) a argumentului impedantei caracteristice devine 


Se 1 r e 
Eeer (12.31) 


12.1.5. INTERPRETAREA FIZICĂ A SOLUȚIILOR GENERALE 


12,1,5.1. Primul aspect fizic al soluţiilor. Soluţiile ecuaţiilor (12.11) 


fiind 
U=Mer + Ne (12.15) 
gi 
= ra gy? — Ne “Yo ), (12.16) 
* Deoarece — j = |— 90 și deci H — 1 = |— 45°, 
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pentru determinarea constantelor de integrare M gi N, să considerăm situaţia 


particulară de funcţionare la extremitatea receptoare a liniei (x = 0); în acest 
caz U = U, SL I= P | 


EN — 


Fäcind în “relațiile (12.15) si (12.16) æ = 0, se obține 
ÎN es, py | 
M = atb, L) = Mu; N= ec 1) = Niv (1232) 


Tinind seama de aceste relaţii şi de expresia (12.20) a constantei de pro- 
pagare, soluţiile generale ale ecuațiilor liniilor lungi se pot pune sub forma 
mai explicită 


U = Melo +u + Nea |— Bat v; 


(12.33) 
Loi po + ub — Fe ™|—po + v— A 


Alegind originea de timp astfel, incit ea să coincid’ cu momentul cînd 
unda directă de tensiune pleacă din extremitatea sursă A (x = X) cu amplitu- 


dinea maximă, dacă U'/2 este această amplitudine, atunci prima relaţie 
(12.33) se poate serie 


YM et = 02; BX tu =0, 
de unde rezulta 
M = U's; u = —BĂ 


şi relaţiile (12.33) devin 


U = D're |— (Xa) + Ue Be + v; 


` Q EA 


Uji ax o 
Dee i— B(X —x)—Ÿ — Pr |—Bo+vy—y. 


Din aceste relaţii, se deduc expresiile valorilor instantanee ale tensiunii 
gi curentului; se găsește 


u = U V2 e7“*Vcos[ot—B(X—w)] + U" V2 e "7 cos (ot v— Ba) 
(12.35) 


Hi 


NPE YZ- cos[ot— p(X —w)—$] — E Va e" cos(at+ v— b— Ba). 
Le j 9 


Rezultă că fiecare undă, de curent şi de tensiune, este compusă din 
cîte două unde mobile, care se propagă în sensur contrare cu aceeaşi viteză v. 
Într-adevăr, să considerăm unda de tensiune; la timpul ¢, si la distanța a, 
cele două componente ale ei vor avea valorile 


U,= U' Vase ” cos[at, — B(X — %)] 


eva © sos(oh Tv pas). 


L PS Ze s 
Cu aproximatia factorului exponențial, Heer Zei BEE ei aibă aceeași 
amplitudine la timpul î + di si la distanța V | 


olt + at) — BT — (a + dai) = ot, — R(X — %) 
j r 
a(t, + dt) + v — Bio + ds) = wt, + y — PT 


de unde rezultà 


(et DES 
t B Ei 
pentru unda w, ȘI | + T 
dx O Ze 
dt d 


tru unda 4,. à 
SE Totul se petrece ca şi cum unda de tensiune u; se deplasează de-a lungul 


ei, în sensul z-lor descrescätori (de la capătul generator către capătul receptor) 
cu viteza constantă 


v= ae a (12.36) 


iar unda de tensiune u, se deplasează de-a lungul liniei, în sensul æ-lor crescători 
(de la capătul receptor către capătul generator) cu aceeaşi viteză constantă v. 
La aceleaşi concluzii se ajunge şi în ceea ce priveşte unda de curent. 
Rezultă deci, că regimul poate îi considerat ca suprapunerea à două unde 
mobile, care se propagă în sensuri contrarii cu aceeași viteză constantă v (fig. 
12.5), numită viteza de fază. 
Prima undă de tensiune 
pleacă de la sursă (w= X) cu 
amplitudinea U'V2; ea este înso- 
titi de o undă de curent, de ampli- 


+ 


Us 
tudine 5 2, defazată cu unghiul 
W 


Ņ în wma undei de tensiune. 
Amplitudinile acestor unde scad 
exponential pe măsură ce se depar- 
tează de sursă, asttel că, la distan- 
fa æ aceste amplitudini sînt 


eru UO së Lei à : Ut -tX — 2) 
U V2 e si l'V2—= >e LA e 
AQ 
Fig. 12,5. Propagarea unei tensiuni alternative de-a Această undă se numeşte unda 
ungul unei linii lungi, omogene, directă, de tensiune sau de curent. 
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A doua undă de tensiune pleacă de la receptor cu amplitudinea U” V2 
si este însoțită de o undă de curent, de amplitudine Sa V2, defazatä cu 
Ze 


‘i È, 
| unghiul z— ý} față de unda de tensiune ; amplitudinile acest 
nential, astfel, că la distanța a de stația receptoare, ele me PESCH 


U us 


U''V2 e” pi TV = 


H 


Această undă se numește unda reflectată, de tensiune sau de curent. 
Dat fiind că s-a luat ca origine de timp momentul cînd undele directe 
pleacă de la capătul sursă ( = A), unda, reflectată pleacă din capătul receptor 


(æ = 0) cu o întirziere — — dedusă din 
(a) 


Rezultanta celor două unde poate fi fundamental diferitä de undele com- 
| ponente si aceasta cu atit mai mult, cu cit cele douä unde au amplitudinile 
i „comparabile, cum ar fi, de exemplu in cazul liniilor scurte. In cazul liniilor 
di „lungi, unda reflectată are o amplitudine mică în raport cu aceea a undei directe, 
care impune astfel aspectul său undei rezultante (fig. 12.5). 
Raportul dintre amplitudinea tensiunii şi curentului a fiecărui tren de 
) 1 unde — directe sau reflectate — este constant şi egal cu modulul impedanfei 
| caracteristice a liniei ; defazajul între aceste două unde este de asemenea, con- 
stant şi este egal cu argumentul impedanţei caracteristice *. 
Ecuatiile (12.35) pot fi interpretate geometric. Să considerăm unda de 


ri à e S A S Š 
- tensiune : primul termen, corespunzînd undei directe, 

b. | 

| —a(X— > 

e wae  U' V2 cos Let — B(X—2)); 


ecare punct al liniei si pentru acelasi moment cu un 


poate fi reprezentat in fi Şi mon 
de fază fazorul corespunzind originii liniei (la sursă) 


e : fazor. Luind ca origine 
u g = X, modulul fazorului reprezentativ va fi 
Fe , 
Í- wb, cÉ 
a În același moment, fazorul reprezentativ al tensiunii la distanța X—*, 
a: de origine este reprezentat de un fazor de modul 
d (X= Wy) 
-- e d — D 

CS U's 
1° | 

| si defazat in urmä cu unghiul p(X — w); la o altă distanță Va fazorul corespun- 


| “ator Va Avea modulul 
dÉ Hie XX Wy) 


m- ` Lie | 
1 | + Vezi par. 12.148. 
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sngiunii este deci 
_x,) ete, Componenta U, a tensiu 
Si 4 i a căror extremi- 


si va fi defazat cu unghiul B(X 
tionale 


9 ii linii lu de fazor 
zentată de-a lungul întregii linii de un ansamb 
tata eta aşezată pe capitală logaritmică şi a căror argumente sint propor 


fi à 7 i à i ine fi D 12.6 D 
cu NAS ce separă fiecare punct A SET E stă puncte in care 


tensiunile, sau curenţii respectivi au 
aceeaşi fază; fie A distanța dintre două 
asemenea puncte. Va trebui să avem 


BCX—«) = BLX—(#+A)] = B(X—æ) — 27 
si rezulta 

NET _ (12.37 

DE ( ) 


Fig. 12.6. Reprezentarea grafică a variației Distanţa À astfel definită se numeş- 
amplitudini si fazei undei directe de tensiune. te lungimea de undă a undei de tensiune, 
| respectiv de curent; ea este aceeasi atit 
pentru unda directa cit si pentru unda reflectată. 
- Înmultind numărătorul şi numitorul relaţiei (12.37) cu o și tinind seama 
de relaţiile (4.6) şi (12.36) se obţine 


Astfel, pentru o linie aeriană industrială fără pierderi * f — 50 Hz, v = 
= 3.10% km/s şi deci | 


Al doilea termen, corespunzind undei reflectate, 


Ua = en" UA V2 cos (ot + v — Ba) 
se reprezintă în același mod, cu deosebirea că la extremitatea receptor 


Uy = U” |y. 

_ Construcția diagramei se efectu- 
eaza în acelaşi mod, ca şi pentru cazul 
precedent (fig. 12.7), lungimea de undă 
fiind aceeaşi À, 

| În ceea ce priveşte undele de 
curent, reprezentarea lor este analoagă. 
A O reprezentare intuitivă se poate 
ace reprezentind variaţia fazorilor res- 

at D D + 
periei cu ajutorul unei imagini spati- 
Be 2 care extremitatea acestor fazori 
pe EE 30 Enpopo pe o elice logaritmică a 


grafică a variației ampli- CĂLUI pas i 
ae tudinit ȘI fazei undei reflectate de TEA undă A à finie gal dis wane da 


* Vezi 121,42, a), 


568 


In figura 12.8 este redată această reprezentare pentru fazorul undei 
directe de tensiune; pentru ceilalți fazori reprezentarea este analoagă, 

Raportul dintre amplitudinea undelor directe şi reflectate — de tensiune 
şi de curent — este determinat de impedanta de sarcină legată la extremitatea 
receptoare a liniei ; într-adevăr, din relaţiile (12.15) si (12.32) se deduce: 


Fig. 12.8. Reprezentarea spațială 
a variației fazorului undei directe 
de tensiune. 


pentru tensiune 


(12.38) 
1 Ze 
= Ua[1 GE? A 
si pentru curent 
cae di Za 
I; = 2 | JL ar A 
(12.39) 


În cazul particular, cînd impedanta sarcinii este egală cu impedanfa carac- 
teristică a liniei 


Z, = Z, 
rezultă 
U, = Ze Ia) 
gi deci 
U,= TU, si H = H 
respectiv 


I, = I, gl I, = 0 
ceea ce înseamnă că în acest caz undele reflectate sint nule și nu există Sak 
undele directe; altfel spus, nu există reflexie de unde la extremitatea receptoar 
a liniei, MR E Ee 
O linie închisă pe impedanţa sa caracteristică, se zice că funofioneazà 
perii | mtata * 
în regim caracteristio sau că este adaptată *, 


* Vezi 12.1,6,6. 


569 


Se defineşte factor de 


raportul 
Zu Ze 


Us Sech Eu = 1/8 


si se vede că reflexia undelor este cu ab 
este mai mare. Acest raport cara 
acelea de curent. i 
undei reflectate către unda directă, iar argumen 
dintre aceste două unde. 


Punind Z = Ze], relația (12.40) se poate scrie 


şi este uşor de văzut că locul geometric al afixului 


relaţie sub forma 


IN 
+ 
= 
N 
+ 
Rp 


refleæie corespunzător impe 


it mai puternică 
oterizează atit u 
Modulul factorului de reflexie dă rap 


— ` 


1+R+4jX 


dantei de sarcină Zi 


(12.40) 


cu cit diferenta Z,—Z, 
de tensiune cit §1 pe 
ortul dintre amplitudinea 
tul acestuia definește defazajul 


mărimii 7 cînd Z variază Ca 


modul si argument, este un cere * Pentru construirea lui se serie aceasta 


În această relaţie, atit R cât şi X sînt variabile. Locul geometrie respectiv se 
obține construind inversele dreptelor 1 + E + jX corespunzind lui R constant 


[R €(0,0)] si lui X constant [X € (~o +00 


” PAR 
4 


de, 


4 O<X<1 


X=0 


-1<X<0 


Fig. 12.9. Constr 
Dr tert, uctia diagram 
* Vezi 6,633. SES 
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)]; rezultatele obţinute se 


înmulțesc cu —2, 

care se adaugă apoi 
1. Procedind în acest 
mod se găseşte, pen- 
tru R constant o fa- 
milie de cercuri cu 
centrul pe axa reală, 
toate tangente in 
punctul +1 la o dreap- 
tă paralelă cu axa 
complexă ; aceasta fa- 
milie de cercuri are ca 
limită cercul cores- 
punzător valorii À = 
= 0, care are diame- 
trul cel mai mare si 
care trece prin punc- 
tul — 1. Pentru X 
constant, se găseşte 
o familie de cercuri cu 
centrul pe o dreap- 
tă perpendiculară în 
punctul 1 pe axa reală 
SL toate tangente în 
acest punct la axa 
reală (fig, 12,9). Dia- 


EE RE 
i i a x, 


Y 


Au, TIN 
EEH or 


H (» D 
SAS 8 KX 
SEH Te Ro ST 


ESC di? REE 
LEXY EEE EDR PSS SE 
ROK) Ce ED 


D LOSS 
SS SAL 

(7 

LSS Aana LS 
STR 
? Soy LOY BS y 
PR NUI, COLD My 
TANS MY Re 
NE 

\ 


S 


D Lon d 

` H d i H 

i : f d 1 1 
ANR ET SUR Ar 

l FIR A 

HOH Ski? 

` d (tan y 4 

Ai t (cht d 

i 1417 ` LI CUS A He Bre i 

+ i DA UT Sicha BR ayy R 
il LTÉE RU (TE Roe 
| à 143 4 E PONOR ME OAI 
: + si PILE | #1 bi f Ska (PEL 
d t aY 4 ici AI Y fry sf 
E ch bat H a ` 
4 Wea ad tat Pë Ah 
4 | | vied ce al Me as 
` Lipă Ai bo live RIT a An 
7 A? r H La E: D Ly mt 
alt HAE EU 
+] și $ tN: EP Ai di 

kb ES E ! HN LE 4 
H ăi A i Al CT zk EA 
oe Ee Ets: An Aë 


grama astfel obținută poartă numele de abaca lui Bar (fig. 12.10) si are 
numeroase aplicaţii în practică de calculul liniilor electrice lungi; ea este însă 
astfel orientată încît awa rezistențelor să fie orizontală, cercul cel mare are cen- 
trul în punctul 1--j0 şi raza egală cu unitatea. 

Dacă Z = R + jX este o impedanfä oarecare, se determină impedanta 
relativă (sau redusă) 


Fig, 12.11, Schema de utilizare a abacel Sum, 


a 
=~] 
— 


citesc 


AE, 
ul orizontal iar cele ale lui A se 
A 


valorile lui R/Z, se citesc pe diametr 


cercurile de reactantil constantă. X 
A Scările periferice exterioare indică două elemente : de ae aoe 
1. Lungimile de linie exprimate in funcție de lungimea de, E 
merator — rotind in sensul acelor unui ceasornic — pornind de la punc e 
sau spre receptor — rotind in sens contrar mersului acelor unui cease oid 
"o. Unghiurile de defazaj de-a nur NA Cet ui de 
reflexie ? est ontru orice punct al abacel, prin distanța 
enw one (pentru care R/Z, = 1), luînd ca unitate raza 


punct la central cercului mare 
acestui cere mare. A RN SE n3 

Pe abacă, un punct corespunzind unei anumite impedante ge determina 
prin intersecția à două cercuri.: cercul lui À si acela a lui X. Fie T acest punct 
(fig. 12.11). | 

Pentru a determina impedanfa Z, la o anumită distanță d către sursă, 
se trasează dreapta OT (O fiind centrul cercului mare) pina întilneşte scara 
exterioară într-un punct A si se citește pe această scară o anumită valoare à 
distanței exprimată în fracțiuni de À. ; 

Se-roteste apoi raza OTA cu un unghi corespunzător lungimii d dorită 
(exprimată în fracțiuni de 4). Se obţine raza OB. 

_ Panctul 7, intersecţia razei OB ‘cu cercul cu centrul în O şi care trece 

az punctul 7, dă valoarea relativă a impedantei căutate R; + jX; se deduce 


Zu = Z, (Ry + LE: 


|. exemplu de aplicaţie să studiem următoarea problema * : ini 
înaltă freeven|a fir pierderi, avind lungimea X — Ee 
EE Ee că Ze = 55 + j00, este alimentată de un generator avînd E = 
ieşire un KE SR E GE internă este Z, = 40 + j0 Q. Linia are cuplat la 
150 MH : j r, SE impedanta Z, = 115 + j75 Q. Frecvența este f = 
ET Jorge ite că viteza, de propagare este 95%, din viteza luminii. 
7 Dee Se cere să se calculeze curentul J, ab- 
—— T k Ses receptor, tensiunea U, la bor- 
Zen (tig. 0 bey Ree pe care o absoarbe 


Lungimea de undă este 


OD) Ex 100 +j OY 


SEA 0,95 3 e 108 
Fig, 12.12. Circul A= oe aS 
Sek. 12. tul de = — = LA 
gi deci calculat, E à Pa 
À 9,25 
À 1,90 


Impedanta relativă (sau redusă) 


= 1,184 


& receptorului este 


Bp hig SIT ees 
eS Z — E { ; aa 
Ze 55 2,09 + j 1,36, 


H Käl 
Vezi pentru 


alte aplicaţii de exemplu |77] pag, 323 


că 


Fe ` TE ME, 


asezind pe abacă punctul D corespunzător acestei impedante si ducind 
vaza OD se găseşte la periferie punctul A’ care corespunde distanţei 0,212 + 
(fig, 12.13). Rotind raza OA’ spre sursă cu 1,184 saw cu 0,184 A ceea ce e 
tot una, corespunzitoare lungimii totale a liniei, se obține 


0,212 + 0,184 À = 0,396 A 


sre determină punctul D’. Ducind raza OD" și luind OC = OD, se găsește 


Fig. 12.13. Aplicarea abacel Smiri la circuitul dat, 


În consecinţă, 


că punctul C corespunde impedantei relative 0,49—j 0,60. 


Z, = (0,49—j 0,65)-55 = 27 — j 35,8 2 


care este impedanta de intrare a liniei pe care debiteaza sursa. 


Curentul dat de sursä va fi 


"de e 0 i) (2 72) 35,8) 


a cărui modul este 
3 | if, = TOMY 


Puterea activa data de sursa este 
Je, = dij hy = Qi ole — oun NV. 


Întrucît linia este fără pierderi, această putere este integral absorbită de 
receptor, rezultä dar, curentul prin receptor 


AE PA Et 0,64 A: 
R, 115 


=» Tensiunea la bornele receptorului va fi 


Va = ZI, = (115 + j 75)-0,64 = 73,6 + j 48 V 


a cärui modul este | 
V, = 88,4 V. 


„OBSERVAȚIE. Acest aspect atît de simplu a propagării curenților şi 
tensiunilor nu se regăseşte si în cazul transmiterii puterilor 


—_— 


Be Lee ee Betten A ufo 


ar, oN our M2 MN 
"le ed EE 
“e c Ee 


MN d | 
Gal —2 EN ra 
z [u+ v—2Ba+ p E “pa 


Sau punind ca mai înainte 


EG M Tere şi N gr 
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„E 
pe | 


GER E emp al D Die | sv A HB) EY TF 


+ UU E | (A —20) + — — UE. ce zl 


unde rezulta 


= (ce-a ai Yl’? e Der U'?) cosp—2 U’ U” sin[ G(X —22) + v] sind}, 
n°27 


Q= ~ eTax 2) y’ — e72 2) sing + 2 UU” e sin[B(X—2x) + v] cosy}. 


Rezultă dar, că puterea activă nu poate fi separată in doi termeni, cores- 
nzători celor două unde, decât numai dacă dh = 0, adică argumentul impe- 
nței caracteristice este nul. Aceasta se realizează dacă r = 0 si g = 0, în 
azul liniilor fără pierderi și în cazul transmisiunilor de radio, sau dacă 


P care constituie condiţia, lui HEAVISIDE gi corespunde unei linii functionind fara 
|, distorsiuni *. În ambele aceste cazuri, impedanta caracteristică este o mărime 


reală şi are expresia 
T 
n=l: 
Cc 


i 12.1.5.2. Al doilea aspect fizic al soluţiilor. Tinind seama de expresiile 
(12.32) ale parametrilor de integrare ale ecuaţiilor generale (12.11), soluţiile 
i (12.15) si (12.16) ale acestor ecuaţii pot fi scrise : 


Y ı LYC yz —yz 
=E Sew or tS = e5 — € — 
jie U, ee ele les 
= à 
Ze 2 2 


sau 
U=U,chYz+Zl,sh vx 


(12.41) 


~ 
9 


i U | 
j = SN sh ya + I, chYæ. 
H =0 


—— m 


-— zeen 


* Vezi 12.1.6.6, 


Ct 


La originea liniei, =X, tensiunea si curentul vor fi 
U, = U, chy X + Z. Ish yx E 
Sg (12.42) 2 


L=2 sh yX + Loch YZ. 


Sec 


g ? V 


din ecuatiile (12.14) in care se face I, 


Uy = U, ch Ce 
(12.43) 


gd vi Fäcind acum ca linia să funcţioneze în scurtcireuit (U, = 0) se găseşte 
| Us ES Z, I, sh Yg 
(12.44) 


—s0 


astfel, că funcţionarea liniei poate fi considerată ca rezultind din suprapunerea 
acestor două stări limită de funcţionare (teorema lui BLONDEL) : 


U = U, + Us Și D= Lc: 
Luînd U, ca origine de fază si punînd 


x rey 


ape — tele 


se obtine 


1 
ch Ya — [eter Bz — (a+j 1 
= Dee =. (ser + ee eat = 


1 
Iz — az — 
> Le Ba + e-™| — Bar] 
şi 
sh YI = > [ e(%+ if SS e~ (at i6)z] = 


1 : 
“> (E7 eff? — e-a me) = 


— 


1 
= > CE [Ba eet Ga). 
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A 
* 4) 


tine 


eres 


Introducind acosto valori în expresiile (12.42) gi (12.43) se obţine 


Us = > U, [cha + shaw) (Bw + (chaw — shaw) | — Ba]; 


le = L [chaw +-shaw) | Bo — dh — (chaw — shaw) | — fo — dh: 


4 FA 
Us = > 3,1, l(ohaa + sinav) |B® + Y + pa — (chaw — Shaw) | — Ba + + oo]; 


Fe 
Ze = > Za [Chao + shaw) | Bo + pa + (ch az — shaw) |— Ba + pe]. 
Din aceste relaţii se pot serie imediat valorile instantanee corespunzătoare 


uo = DANZ [ch aw + cos Bw cos at — sh aw sin Bn sin wt]; 
Se dea ù (12.45) 


= ZI, | 2 [shaw oos ban cos(wt-+ thet Pa) —chawsin Bw sin (wt-+ b+ po) ; 


sc 


ip = 2 /2 [shaw eso cos(@t—b)—chaw sin Bo sin (wt—)] ; 
A | (12.46) 


i = I, V2 [chaw cosBæ cos (wt-+ eg) —shaw sin Bop sin (et + pa) ]. 


Fiecare dintre aceste patru combinaţii, corespunzind tensiunii respectiv 
curentului, reprezintă două mărimi alternative în spațiu şi timp avînd fiecare, 
în diversele puncte ale liniei, aceeaşi fază, dar amplitudinea variind cu distanța 
(fig. 12.14). 

Aceste mărimi sînt unde staționare; distanţa care separă două maxime 
de același semn, cu alte cuvinte distanța care separă două puncte ale liniei 
unde amplitudinea reia aceeaşi valoare (abstracţie făcînd de factorii char si 
Shaw) este astfel, încît 


cosBæ = cos Blæ+ À) şi sin Bw = sin B(@+ A) 


rezultă Up Voch ocx 


=e un on weg am on sn. See, wm, wn ee em, wm, oe un DEE Ua V2 
AB = Za 
"it Da EE EEN EE | 
EE PE NON 7 
— r D 
j GEI x.l 
ae i 4 o ` 27 Tash 0% ’ 
Care este toemai lungimea de Up 
undă a liniei, 12,14. Undele staționarea de tensiune 
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rate ca popr paora 
ele in raport cu cele- 


| j i „fi conside 
Astfel că atit curentul cit și EE E 
respectivă a celor patru unde, două cite 


| ime de undă. iei trice, lungimea 
alte, joi de ir A, do transmitere a energiei de in, în 
lor an oy aes mică in raport cu GE eal liniilor de telecomunicații, 


| i de unde staţionare. | x este în general mult 
rat E tou ridicate, lungimea de undä est g 
a car 


mai mică decît lungimea liniei. 


i iuni ul liniei. 
12.1.5.3. Valoarea efectivă a curenților și tensiunilor de-a lung 


Pornind de la relaţiile 
= Uy F Use Şi E ap lie 


i ădăci rata a sumei 
valorile efective ale acestor mărimi se obţin caleulînd Ce Ge SE 
pătratelor coeficienţilor lui cos wt și sin ot, au parji cu y2, 
si (12.45). Făcînd aceste calcule se găseşte 


U? = [Ach2ax + Bsh 20%] — [C cos 2 Bx + Dsin2 Pa es es? 


E [A ch Zen + B sh 2ax] + [C cos 824+ Dsin26x] = V + W 
în care, ` met | 


A = [21 + U3]; B=Z,I,U,cos(b + 9), 


0 = [Z B — 3]; D= Z, I; U, sin (9 + o). 


Pentru un regim dat la sosire, mărimea 


E Eoi. V = A ch 2ax + Bsh 2agz 
este o funcție ce creste permanent cu æ, adică de la receptor către generator. 
Mărimea 


LAN ZB + D sin 2 Ba 


în expresia lui U2 — sau se adaugă lui V — în expresia curen- 
tului Z2 12; este o funcţie sinusoidală, 


cu perioada spaţială = == , prezen- 
tind astfel, de-a lungul liniei o serie de 
maxime şi de minime, maximul ten- 
siunii corespunzind la minimul curentu- 
lui (fig, 12.15). 

Cazuri particulare : 


ge seade din y — 


— Linia functionind în gol: I,=0. 
Ne Rezultă S 
Fig. 12,15, Variația valorii efe U3 J% 
: ctive a tonsiu het peat Le e/g te ca Uy 
___“Yrentului de-a lungul liniei. Ze, d H D=0 


* Vezi [107] pag, 404 — 405, 
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d a 
SEN US = (oh 2 aw +" 008 ABW), 


ee à | 
| ue | R= sr (oh Jaw — 008 IBW). 
“Re S | H 


__ Linie funoționtnd în scurtotroutt : U, = 0. Rezultă 


| a ,2 
A=0=#%;B=D=0 


Te BE (ou Zar — cos 2 Ba), 


à 
12, = -> (ch Zeg + 0082 Ba). 


12.1.6. FUNCȚIONAREA ȘI PROPRIETATILE GENERALE ALE LINIILOR 
DE TRANSMITERE DE ENERGIE ELECTRICĂ Ee | 


; 12.1.6.1. Ecuațiile si diagrama generală a unei linii de transmitere a ener- 
giei electrice. Ecuațiile (12.42), care dau expresia tensiunii Și curentului la 
sursă în funcţiile de mărimile corespunzătoare de la receptor : 


U, =U, oh yX + Z, 1, sh yX, 


Ia Eh YX + I, ch yX, 


în care X este lungimea, liniei, reprezintă ecuaţiile unui cuadripol, coeficienţii 
respectivi îndeplinind condiţia cerută pentru un cuadripol pasiv * 


ch? X — sh? E = 1, 


Tinind seama de expresiile constantei de propagare y şi a impedantei 
caracteristice, precum gi că E 


yX = VX + jlo) XG + joo) =VZY (12.47) 
gi 


| o Xr + lo) D 
: Fen | eee 
X(g ++ Je) Y 


* Vezi 6.4.4.2. 


c 


toare | 
A u D =h VZ- E 


a e IZT 5 
zy | 


Dezvoltind în serie funotiile din membru doi *, expresiile (12.46) se 


pot scrie 
BED RP Pre 
| (12.49) 
B - ; a BO Zr ya S 
SEET > 0 GTR 


Numărul de termeni ce urmează a fi reţinuţi din aceste serii depindă 
direct de lungimea liniei; într-adevăr din relația (12.47) rezultă imediat ce 
ZY = Y2X2. Aceste serii fiind foarte rapid convergente, în cazul liniilor electrice 
industriale functionind la frecvenţa de 50 Hz şi în consecință, primii trei termeni 
Sint suficienți. “ = SÉ eem i | 

Pentru exemplificare, să considerăm o linie aeriană perfect izolată ori fara 
pierderi (r = 0, g = 0); în aceste condiţii 


zy = jol = — w cl. 


e produsul cl cate! a inversul pätratului vitezei luminii, care este apro- 
ximativ egalä cu 3. 8, iar, pentru frecvenţa industrială de 50 Hz re- 
multă o= 314 5-1 Rezultă deci, Sea. 


ZY = X?2y = —1,1.1076 X2, 
Pentru diverse valori ale lungimii liniei X g ti i 
i ale À se obţin rezultatele d 2 
în care au fost reţinuţi numai primii trei SCC SE 
Din tabloul 12.1 rezultă că modulul mărimilor À 


atunci cin j inici | = 
d lungimea liniei crește, cu atit mai mult cu cit linia este mai lungă. 


Dacă Be : e s E EREN] ‘ 
din relatiile ( EE dei ri Se pentru care un termen al seriilor 
aceia MO anumită valoare dată, spre exemplu 


Si se = S d 
D Z y cade 


* Se cunose dezvoltările: ch PA we tint. ZY Zy 
| x 2 | : 4 ae + eae 
sh YZY = (Sr í phe, SE 
BE 
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Tabloul 12.1 


aiir vhs - PRE Ed 


Lungimon zY ga Ya zY za Y2 B d 
ind Xe | Së A RAAST sn A ee 
km d 4! 8! 6! Z r 
100 — 0,0055 a 0,9945 | — 0,0018 — 0,9982 
200 — 0,0220 0,0001 0,9781 — 0,0073 _ ` 0,9927 
300 —0,0495| 0,0004 0,9509 — 0,0165; 0,0001 0,9836 | 
400 —0,0880| 0,0013 0,9133 —0,0293| 0,0003, 0,9700 
500 —0,1375| 0,0032 0,8657 —0,0458| 0,0006 0,9548 
600 —0,1980 0,0065 0,8085 — 0,0660 0,0013 0,9353 
700 — 0,2695 0,0121 0,7426 — 0,0898 0,0024 0,9126 
800 —0,3520| 0,0207 0,6687 —0,1173 0,0041 0,8868 
900 —0,4455 0,0331 0,5876 —0,1485| 0,0066 0,8581 
1000 —0,5500| 0,0504 0,5004 —0,1833| 00101 0,8268 


0,01, se găseşte că se poate lua pentru parametrii cuadripolului echivalent al 
liniei electrice, valorile date în tabloul 12.2*. 


Tabloul 12.2 
ER ` 
Lungimea maximă a liniei km © | Parametrii cuadripolului 
hei 
135 $ ZY 
650 SE 2 | 
R Ba Ceas, 
2 Ge 
Z 
1 000 EE 
S T 


fn mod practic termenii de forma Z?Y? nu intervin decit in cazul unor 
linii foarte ungi. 

Trebuie observat, ca aceste rezultate nu sint decit aproximative, intrucit 
in ipoteza făcută (r = 0, 9 = 0) argumentul constantei de propagare este à = 


T H H Vv 
ark De asemenea, trebuie ținut seama, că toate 


T . A vi 
SC în realitate însă, 3 < 


consideratiile făcute ‘mai înainte s-au făcut pentru o frecvență de 50 Hz; 
tinind seama că y este proporţional cu frecvenţa, atunci cînd aceasta creşte, 


termenii dezvoltărilor în serie (12.49) cresc mult mai rapid cu ordinul lor şi 
este deci necesar să se reţină termeni mai mulţi pentru linii de aceeaşi lungime. 

OBSERVAȚIE. Studiul funcţionării unei linii electrice de transmitere 
a energiei electrice se poate face deci, utilizind toate metodele folosite la studiul 
unui cuadripol **. Printre acestea, se utilizează în mod curent, diagrama ten- 
siunilor—sau cu un singur pol de tensiune—, metoda analitică folosind schemele 
echivalente x si T, precum gi aceea a separärii puterilor la cele două extre- 
mitäti (metoda BoucuERor)***, Trebuie observat, că diagrama tensiunilor con- 


* Vezi [73] pag, 216. 
** Vezi 6.4.4, 
axa Vezi 6.1.4.1, 
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vu o anumită linie este un instrument de calcul foarte util, care dă 
punzătoare unul anumit regim 


struită pent ins 
te elementele caracteristice cores 


foarte repede toa 
de funcționare. F EE 
Glouitele x si T sînt utile atit pentru calculul analitic al liniei, cît şi 
ării liniei respective într-un laborator. 


pentru faptul că ele dau posibilitatea model 


12.1.6.2. Cireuitele x şi T echivalente ale unei linii date. Ecuațiile de func- 
tionare ale unei linii electrice lungi fiind acelea ale unui cuadripol, o linie elec- 
trică poate fi înlocuită printr-o schemă echivalentă în x sau in T; pentru 
aceasta este suficient să se serie impedantele corespunzätoare in functie de 


parametrii cuadripolului *. 
Astfel, pentru schema in m (fig. 12.16), tinind seama ca 


5 CE e See ven 


Z,=B gi Yn = = > 


Fig. 12.16. Cuadripolii x şi T echivalenți 
ai unei linii electrice de transmitere a 
energiei electrice. 


sun ZE 
_2 (12.50) 
VzY 
ES 2 
În acelaşi mod, pentru schema in T se găseşte 
TRGE y shYZY (12.51) 


„Din relaţiile (12 
50) gi (12.5 
LU 6 D pedan J e 
danfa și admitanta totală ooh SKS T Și T ale unei Rio sadn AE cores- 
Zi 5 era de impe- 


+ — à liniei numai prin factorii 


sh VZ Y 
D = + SE, ay 
yzy T 
Zy 
S Mia =1— SI , Zum 
— = 12 296 


* Vezi 6.4.4.9, 
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ES 


Din aceste relatii se poate vedea in ce condifii se poate neglija repartitia 
uniformă a constantelor lineice ale liniei si a admite că impedanta totală este 
localizată la mijlocul liniei, admitanta corespunzătoare fiind localizată, în două 
jumătăţi egalo la cele două extremităţi ale liniei (circuitul în 7) sau admitanta 
totală este localizată întreagă la mijlocul liniei între două impedante egale 
fiecare cu jumătate din impedanta totală a liniei așezate la extremităţile liniei 
(circuitul în T). Pentru aceasta este suficient să se poată neglija termenul 


ZY i 
ze >, faţă de unitate. În acest caz, se obţine 


Facind un calcul analog cu cel făcut mai înainte, pentru o linie aeriană fără 
pierderi, se poate vedea că termenii în 
Z: Y? pot fi neglijati pentru linii avînd ` 
lungimea pînă la 1000 km. Valorile apro- 


Tabloul 12.3 


ximative a celor doi factori corespunzătoare eines zY 27 
pînă la această distanță sînt date in ta- liniei X Es E 


| bloul 12.3. 
Rezultă din acest tablou, făcînd un 


calcul invers că, pentru a obţine în cal- 100 0,9988 1,0009 
cule o aproximaţie de 1/100 termenii în Z Y ae GE eo 
pot îi neglijafi pentru linii avînd o lungime 500 0.9542 10229 | 
pina la aproximativ 230 km. 1000 0,8147 1,0917 | 


12.1.6.3. Altă forma a soluţiilor ecuaţiilor liniilor lungi. Reluind soluțiile 
generale (12.15) şi (12.16) ale ecuaţiilor liniilor lungi, acestea pot fi scrise succesiv 


| U= M" + Ne“ =M (chYa+sh Ya) + N(ch Yx— sh Y 2) = 


can, M-N 


| =(M+N) chYe+(M— N) sh Ye = (MU — N) IL ch Yæ+sh te) 


Tinind seama de relatiile (12.32) si punind 


M + N U, 


Pont thin wy oan 
relatia precedentä se poate scrie 
U =mshy(# + n), (12.52) 
unde s-a notat 
M—N Z I 
la ENE 


În acelasi mod se gäseste 


~ 0 
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I= ch y (@ -+ n). (12.53) 


relaţiile (12.52) si (12.53) devin 


tint (o = 0 
La extremitatea receptor a liniei (@ J 


| ii și il se obtine 

Bliminind parametrul m între aceste relaţii si relațiile precedente, t 
CEA pda), (12.54) 

ST a Eee) | | 


Ye +) | (12.55) 
I= Ia ch Y n 


o formă a soluţiei ecuațiilor lungi, utilă în aplicaţiile practice şi analoagă cu 
soluțiile ce se obţin în fenomenul pelicular *. | 


12.1.6.4. Funcționarea: unei linii electrice în gol. În cazul funcţionării în 
gol, impedanta de sarcină Z, — oo şi curentul de ieşire este nul (GE — 0) + 
aceste condiții, ecuaţiile (12.42), de funcționare ale liniei, devin 
Dua = U, ch yX = AT, . 
U (12.56) 
—2 
Z 


Lio Se 


ch y X = CU, 


C 


„Să examinäm mărimile caracteristice de functionare ale liniei „electrice 
în aceste condiţii. | 


Tensiunea. Diferenta relativă à tensiunilor la cele douà extremitati 
este 


_ _Înipoteza făcută mai inainte si anume 

Pierderi (r=0, g = 0), s-a calculat valoar 

poate determina, astfel, variaţia, acestei 
lungimea liniei (Tab, 12,4) 


a unei linii perfect izolată Şi fără 
ea parametrului À (Tab. 12.1). 
diferente de tensiune în funcție de 


| Tabloul 12.4 
lungimea liniei 


ele | 
wE km RG ee | „200 300 400 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 
0,0055 | 0,0219 0,0491 | 0,0867 | 0,1343 | 0,1915 0.2574 | 0 3313 | voy ee 


După cum s-a, ar 
nu depäseste 630 km, 


* Vezi 14,1,2,92, 


ätat mai inainte, pentru o linie electrics, 


EN a cărei lungime 
Se pot neglija, cu o oroare mai mică d n 


e 1%, termenii 
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de gradul doi şi mai mare din dezvoltarea in serie a funcţiilor hiperbolice : 
fn cazul liniei considerate se poate serie f Iperbolice ; 


Z4=jolX gi Y = juc X 
gi deci * 
E al Ont 48 a wi le X? 


U, 2 


œ 0,55.10-0 X2, (12.57) 


Rezultă dar, că in primă aproximație, la mersul in gol a unei linii electrice 
se produce întotdeauna o creştere a tensiunii la receptor față de tensiunea la 
sursă ; valoarea relativă a creșterii de tensiune este proporţională cu pătratul 
lungimii liniei şi este sensibil aceeaşi, pentru orice linie electrică industrială. 

Curentul. Din a doua relaţie (12.56) rezultă, 


e DAL PG 
Sal 51 

Lio == YU,, z 2Y Ee 
1 + — == 

21 4! 


Cu aceleaşi aproximatii făcute, aceasta relaţie poate fi scrisă 


1 ES = Ke 
1 = SCG ASU, 
=10 —10 > SC 
wle X? (12.58) 
li = 
2 


Rezultă dar, că in primă aproximaţie, curentul de încărcare a liniei este pur 
capacitiv, defazat deci cu — fatä de tensiunea de alimentare. 


Se observä ușor, că acest curent este o funcţie de pătratul lungimii liniei. 
Punind 


e SEs Ec Mi Ze Ié See 
wle X? aN (12.59) 
2 
relatia (12,58) pe poate scrie 
= 1 00 X U t(X*). 


În consecinţă, curentul de mers în gol sau curentul de înoïreare a liniei 
este egal — în primă aproximaţie — cu curentul de încărcare a unui condensator 


* Vezi 12.1.6.1. 


Sei 
F 


Ob 
Pere) 


x a liniei şi ia i se aplică 
i -atea totală a lintel SI căruia i se 2] 
Le SC SE Zi o constantă care este o funcţie de 


tensiunea liniei la sursă U,, MT ( 
ri liniei electrice respective. = ae 
Se În EE dată valoarea acestei functi pentru diverse lungimi de 


linie, pind la 1000 km. Tabloul 12.5 


7 00 (800 900 1000 


200 300 400 00 6 00 


Lungimea liniei X km 100 
1(X2) 1,0036 1,0151 1,0350 1,0539 1,1075 1,1166 1,2482 1,3654 1,5405 1,8222 
6 0,8012 0,7324 0,6816 0,5488 


CA 0,9964 0,9852 0,9662 0,9489 0,9029 0,895 
Puterile activă și reactivă. Calculind aceste puteri la extremitatea sursă 
se obţine | 


* . C* 
Bu = Py + j Qio = Helm = A C* Ui = 37 D, (12.60) 


fn ipoteza considerata (linie care nu depăşeşte 630 km) si in ipotezele 
făcute în acest caz, puterea activă la sursă este foarte mică şi poate fi neglijată ; 
putera reactivă pe fază la sursă, absorbită deci de linia electrică, este aproximativ 


dată de relaţia 


(1 i SCH y* y — 2x? 
Ca SUITE 6 
jQ = Uno. = 10 = — jo C X Uio > 
= 1 Z*yY* à ole x? 
2! 2 


sau finind seama de relația (12.59), 
d = — wc X Uj, f(X?). (12.61) 


Rezultă deci, că linia electrică functi 

i ( ctionind în gol produce o i 

care E enti cu aceea pe care ar produce-o un aie Gator de GE 
plica tensiunea liniei la sursă U, multiplicatä cu o constantă 


care este o functie de pă SE EE 
Dacă se EE e lungimii liniei electrice respective. 


eh E C—CIn-%, 


à fiind argumentul impedantei caracteristice, expresiil 

D e FI d : — ee 

ȘI reactivă, la sursă vor fi A ice, expresule celor două puteri, activă, 
H 


Qio = ACU? sin (e d i) 
"eg 


* Vezi [106] p. 12. 


c 
=~ Uio sin (c + b — ai 
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mee ~ 


SA ED «LP LE A 


Aceste expresii dau cu mai multă precizie valonr 
seamă că în general s o foarte mic şi pozitiv, 


en celor două puteri, Tinind 
dh e foarte mie gi negativ, iar 1 este 
foarte aproape de e » Puterea activă P, este foarte mică gi corespunde pier- 
derilor prin conductanţă şi pierderilor prin efect JOULE produse de trecerea curen- 
tului capacitiv prin linie ; puterea reactivă este negativă, cum rezultă gi din relaţia 
oa: îndreptată deci spre capătul de alimentare. O linie electrică functionind 


n gol se comportă deci ca un generator de putere reactivă pe care o furnizează 
sistemului de alimentare a liniei. 


12.1.6.5. Funcționarea unei linii electrice în seurtcireuit, Acest caz 
limită de funcționare a unei linii electrice nu este interesant pentru practică, 
el nefiind realizat decît în cazuri cu totul excepţionale, cum ar fi, de exemplu, 
în timpul încercărilor de recepţie. El este totuşi examinat pentru interesul 
teoretic pe care îl prezintă. 
n cazul functionarii în scurtcircuit, impedanta de sarcină a receptorului 
este nulă (Z,= 0) si tensiunea la bornele receptorului este de asemenea nulă 
(U,= 0). Ecuațiile de funcţionare ale liniei electrice (12.42) devin in acest caz 


U,, Se Ze I, sh y À EE BI, 


(12.62) 
I, s = I ch yx = Ala. 


Să examinăm — şi în acest caz — mărimile caracteristice ale liniei electrice 
în aceste condiţii. 


Curentul. Din relaţiile (12.62) se deduce imediat 


A 
Ins =H Van» 
sau tinind seama de relaţiile (12.49), 
ZY Zog 
IL ap E ap Se 
U 21 4! 
În se Sai SS Z zaya 
Z Y Y 
1 += = + .. 
3! 5! 


Facind aceleaşi aproximatii ca si pentru cazul precedent (r = 0, g = 0), 
linie a cărei lungime nu depășește 630 km pentru ca aproximatia tăcută să nu 
depäseascä 1%), expresia curentului se poate sorie 


1 w3 le A 
U S 2 ND MATE 
Jan = E = — jerry, 
TE 1 oi le X2 lX 


6 


unde f~1(X*) este inversa expresiei definită de relaţia (12,59). Rezultă dar, că 
în primă aproximaţie, curentul absorbit de linie de la sursă este de data aceasta 
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1 ? ărui mărime 
. entare Si à car ` 
z ex de tensiunea de alim 
cu faţă de 
azat 5 


te inductanta, 
au te fi asemuită cu 0 INAUC 
ungimea liniei. În acest caz, linia poa? “căruia i se aplică la 
depinde i SS Gr cu reactanta totală a linier Ge ees o este o funcţie 
SE EEN iei la sursă U, multiplicatä cu o con anta, Cd" | 
orne RER TE : tive. g: : 

ungimii liniei electrice respec i sursă 

e See SE și SE Calculul acestor puteri la extremitatea 


dă — pentru fiecare fază — | 


pur inductiv def 


B 
j o= JE 12.63) 
Sise F Pise 3F J Oie Es UE IS AFP Is A ls | ( | 


~ 


D Ai v AS à LA t 
în ipoteza făcută, puterea activă la sursă este m 
Patarei reactivă pe fază la sursă, absorbită de linia electrica, 


e foarte mică si se poate neglija. 
este dată aproximativ 


de relația 
i wc? 
“(1 + Me 
0 B ee 2 ` 
J Vise = Te Tise = Tisa ZY a Jo UX Lise wo?lcX? 
E Han i aac 


sau tinind seama de relatia (12.59), se obtine! 
OM GG EE AE 


În consecinţă, o linie electrică în scurtcircuit absoarbe o putere reactivă care este 

echivalentă cu aceea pe care ar absorbi-o o inductantä, a cărei valoare este LX, 

care ar fi străbătută de curentul absorbit de liniela sursă J,, multiplicat; cu 

o constantă care este o funcţie de pătratul lungimii liniei electrice respective ; 

această constantă este identică cu aceea care apare în cazul determinării aceleiași 

mărimi, atunci cînd linia funcționează în gol. | 
Notind in acest caz* 


d fiind si de data a ul i 

| ceasta argumentul impedantei cteristice + 

z : eels cara 

celor două puteri, activă, SL reactivă, la sursă, a fi teristice, expresiile 


Pis = ABE cos pee ER | 
1 2 (n ar y €) = Ticos (7 =. d — e), 


Que = ABE sin (9 + y — e) 


— 


B 3 
SFB ain (4 50 = 6), 


Si in acest caz j . 
absorbită de Ure EE oe uzul funcționării în gol, puterea activă P 
i cores le pierderi EI 
EEN l Ş punde pierderilor pr 
in conducta 


n w 
* Vezi [106] pag, 19. | a 
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oo em EE E 


si acelea prin efect JOULE produse de trecerea curentului inductiv prin linie ; 
puterea reactivă este pozitivă, O linie electrică funcționând în scurtcireuit se 
comportă ca un receptor de putere reactivă, pe care o absoarbe de la sistemul de 
alimentare. 


12.1.6.6. Funcționarea unei linii electrice în regim caracteristic. Reluind 


ecuaţiile generale (12.41) de funcţionare a unei linii electrice 


U =U, chy» + Z.I,shy x, 


să presupunem că linia alimentează un receptor, a cărui impedantä este egală 
cu impedanta caracteristică a liniei, adică 


U, = Z, I,. 
Luind tensiunea la receptor ca origine de faza, rezultä imediat ca 
a a 
În aceste condiţii, ecuaţiile Îi else pot serie 
U =U, (ch y & + sh y x) = U, Y: 
ZI = U,(hyæ+shya)=U,e" = ZI. Éd 


Rezultà, ca de-a lungul intregu linii raportul dintre tensiunea U si curentul 
I este constant şi egal cu impedanta caracteristică a liniei 


IN lic 


=F, ch bess =% À es (12.65) 


Luind modulul expresiilor (12.64) se vede că valoarea efectivă a acestora 


erte 


U= U, gi Ie; 


ele variază deci exponential de-a lungul liniei. 
La originea liniei (vw = X) vom avea 


x= X 
U, = U, CAL 


9 R 
e | U 3 (12.66) 
I, = To gyz ȘI SS =4 . 


* Vezi si 12,1,5,1, 
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i uncet 
ont), aj ului într-un D 
ea tensiunii și a curent LABO ca 


imă acum valoar a gi luînd această 


ach so expr Soe 
EE în funcţie de tensiunea U, de 
origine de fază, 80 obține 


— y (X-0) =s Canc (a—X) U; | Gei dës EE s), 


Lens one wren (12.67) 
saxon) Ys) 5 (X — x) — Y: 
I = E EE E SC A Ze pa =) Tr 


fazorial printr-un singur 
A ursă către receptor, 
pectivă ; variaţia 
si lege, însă el este defazat cu unghiul + in 


fagor al cărui Mo 7 a 
rgumentul respectiv v 
EE de curent urmează aceea 

urma tensiunii (fig. 12.17). 


Fig. 12.17. Variația tensiunii si 
curentului de-a lungul unei 
linii electrice adaptate. 


Pornind de la relaţiile (12.67) se pot scrie imediat expresiile valorilor 
instantanee ale tensiunii şi curentului într-un punct oarecare al liniei în funcţie 
de mărimile corespunzătoare la capătul sursă a liniei: 


A ==), Vo cos fat B (X — x)] 
> «4-9 DS cos [wt — BCE — +) — y]. 


„ Tensiunea gi curentul de-a lun iniei si 
A gul liniei sînt astfel \ A intr- 
singură undă mobilă, unda, reflectată, anulîndu-se. je inta En 


Puterea într-un punct oar iniei A 
de relaţiile (12.65) d 20 ecare à liniei se poate calcula uşor ; finind seama 


‘i o _ Ua TEE 
e FIN, =U I* "e (008 } + j sin y). 
Be găseşte astfel : 
4) La extremitatea Bursă a liniei (a = A) 
2 
"e Eed Uj 
ia TOOB bi Qu Sin d. 


"0 
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Se A A wegen ae it EE 


ET me 


b) Într-un punct oarecare al liniei” 


us « 
i = Teg dh — Pis g—20(X —2) $ 
0 


U3 RER = 
LO ire ta = Qi $" 477 


0 


el La extremitatea receptor a liniei (a = 0) 


U 
P,, = z COS | = P,, e724 


cl — 
Qa. = SIN d Sa H, SE 
Kë 


Puterea activă de la extremitatea receptoare à liniei. 


Us 
Ze 


poartă numele de puterea caracteristica sau puterea naturală a liniei. 

În cazul cînd argumentul impedantei caracteristice este nul, tensiunea şi 
curentul sînt în fază de-a lungul întregii linii. Tinind seama de relaţia (12.28) 
care defineşte acest argument 


1 lo co \- 
) =—|are tg — —aretg— |» 
2 r 9 
el va fi nul dacă r = g = 0, adică în cazul unei linii fără pierderi, sau dacă 


Taveras 9. 
l 


Cc 


această din urmă condiţie fiind cunoscută sub numele de condiţia lui HEAVISIDE, 
În cazul particular al unei linii perfecte, pentru care g este neglijabil 
si r € lo şi poate fi de asemenea neglijat, atunci** 


2 "ANE 
a = D: B =o Jie; z ==: W=0. 


Regimul caracteristic de funcţionare este realizat în acest caz dacă ou- 
rentul I, la sosire este în fază cu tensiunea U, la sosire şi este egal cu Ta Şi 
Ze 
în consecinţă, dacă puterea aparentă la sosire este egală cu puterea activă 


past pui | 


D 


* Tinind seama de relațiile (12.67), 
Sg Vezi 12,1,4.2. a), 
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; valoare ca la 
a liniei ĝi frecvenţa el. 


A l tensiunea past ; 7 i | i 
sosire ce fi Bw gi în consecință, OI icare ar f ung me 
av) eg 


Viteza de propagare D undei este 


RE 


(0) 
irr Aeu | 210 


fiind atins, pentru fiecare punct al liniei 


| RE 
zi 


Regimul caracteristic 


şi deci 
— OU? = = LI? ; 


: ivă i ivă este 
că energia reactivă inductivă este cor} si 
Seas reactive capacitivă. Se zice că linia este Cee ee anti le alo 
Din cele examinate mai înainte, se pot deduce proprietăţile 13 


funcţionării unei linii electrice lungi, în regim caracteristic : 


LA LA H H e . ] de-a 
„Valorile efective ale tensiunii ŞI curentului scad exponentia 
on liniei, de la extremitatea sursă către receptor, constanta de atenuare 


TER 
fiind * a = ——:. 


ristice, luat cu semnul ‘schimbat. 


3. Curentul si tensiunea se prezintă ca unde mobile care se propagă de 


la sursă către receptor, fără a fi reflectată la această extremitate. 


4. Toate aceste rezultate sînt independente de frecvența tensiunii şi 


curentului. 


5. Puterile activă si reactivă, variază exponential de-a lungul liniei, 
descrescind de la extremitatea sursă către extremitatea receptor, factorul de 


amortizare Ze fiind dublul constantei de atenuare. 


LE In liniile industriale, puterea reactivă este foarte mică, ea fiind pro- 
porfionalä cu sinÿ. Puterea activa, numită puterea caracteristică sau puterea 
naturală a liniei, este foarte apropiată de puterea ce s-ar obţine dacă cos ESR 


7. Calculînd pierderile de putere activă si reactivă, acestea sînt : 


Ut ă 
D= D Dan" 0089 (1—e 2x) Lie? (1 __ <-2ax ) ; 
0 


== —— Uj d 
q = 9, Wee = sin Ņ (1 — e72 0, 


Pierderi ott e 
aceasta ge da dee A CA CU E SE linie industrial 
istic eebe 0 linie electrică 
teristic, ge auţocompensează, Linia se een 
s t 

E Vezi 12.1.4.2, b, 
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compensată în fiecare punct al linier 


2. Raportul dintre valorile efective ale tensiunii și curentului de-a lungul 
liniei este constant si egal cu impedanta caracteristică, iar defazajul între 
acestea este de asemenea constant şi egal cu argumentul impedantei caracte- 


A à, foarte mici; 
functionind in regim carac- 
astiel ca o rezistenţă pură. 


pes 


8. Puterea caracteristică nu depinde decit de tensiune, de modulul im- 
pedanţei caracteristice, foarte putin de frecvenţă gi este independentă de lungime, 

Puterea naturală sau caracteristică constituie o dată foarte importantă 
pentru liniile electrice, susceptibilă să fixeze, în fiecare caz particular, tensiunea, 
de serviciu a liniei. 

Impedantele caracteristice ale liniilor aeriene, precum gi cele ale liniilor 
subterane, nevariind decît între limite foarte mici, puterea naturală a oricărui 
sistem dé transmisie nu depinde, pînă la urmă, decît de tensiunea de serviciu. 
Astfel, dacă presupunem că: . EEN | 


Z, = 400 Q pentru liniile aeriene, 
Z, = 40 Q pentru cabluri subterane, 


atunci puterea naturală in functie de tensiunea de serviciu este dată in ta- 
bloul 12.6 Fete | 
Tabloul 12.6 


Tensiunea Puterea naturală 
d e serviciu : MW 
EV 


aerian | subteran. 

35 272 22 

60 9 90 
110 30 300 
220 120 1200 
300 225 2250 
380 360 = 
400 400 = 


12.1.6.7. Linia electrică foarte lungă. Să reluäm ecuațiile generale (12.41) 
I = ZU, sh yg + I, ch ya. 
Cc 


Dacă linia este foarte lungă, astfel, încît de la o anumită distanță 4, 
de la extremitatea liniei e E" poate fi neglijat faţă de ef", atunci se poate 


lua, 
YA, 


chy Xa = sh Xa, = e 


ecuatiile de funcţionare ale liniei devenind 


1 YX, 
Uz, = Sal U, + Z, Ia) E 
1 yX, 
Z, Ix, = (Ua + Zla) e 
de unde, } 
IEN = Z, Ix, 


totul se petrece in acest caz ca gi cum de la această distanță, linia devine o 
simplă impedanţă egală cu impedanta caracteristică, Pe de altă parte, curentul 
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38 — c, 229 


deoarece 


j are 
şi tensiunea Cresc exponential către extremitatea generatoare, 


| aX, 
le poe" | (cos pX, + j sin B A) | eg 


j : o linie electric 
O Tinie foarte MUR dE E E sroprietiti ca gi aceasta. 
pe impedanta să caracteristică gi are ace si P Prats functi 
Posibilitatea ca o linie electrică industrială să PO j 
condiţii — adică fără undă reflectată —, depinde în primul rina o linie indus- 
X a liniei şi apoi de valoarea GE de atenuare a; care pentr 
trialà, esto egală aproximativ cu S z tedhip [km. Astfel, 

H Ces . D 
lungi industriale la frecvenţa de 50 Hz, rezistența să lineică este cuprinsă între 
0,06 — 0,10 Q/km iar impedanta sa caracteristică este Z, = 400 Q. In aceste 
condiţii se găseşte că a 10% radhip/km. Pentru a avea însă, ch o = sh 4 
este necesar gi suficient cat a > 6,3 şi deci, în cazul unei linii industriale, tre- 
bue ca X, > 6,3-10* kin, ceea ce în mod practic nu se poate realiza. Conditiile 
de functionare ale unei linii lungi — fără undă reflectată — sînt însă îndepli- 

e cuprinsă între 50 


nite de liniile de telecomunicaţii pentru care frecvenţa est 

şi 200 kHz. La această frecvență apare efectul pelicular** în conductoare si 
constanta de atenuare a acestor linii poate îi multiplicata printr-un coeficient 
egal cu 50 sau 100, astfel că unda reflectată poate fi neglijată la linii avînd o 
lungime numai de citeva sute de km. 


în cazul unei linii 


19.1.6.8. Transmisia prin linii sfert de undă. Dacă lungi i 
ne : . Da gimea X a unel 
ee gals eu un sfert din lungimea de unda a undelor de tensiune, respec- 
Es ee ques , care se propaga pe aceasta linie, linia corespunzatoare se numeste 
time al q Lia tue He CN Ce intilni in mod curent in cazul liniilor 
nice E Inese mai rar în cazul liniilor strice in- 
Seier e; dn Ace tien, o asemenea linie poate fi realizată în mod En 
obrea | ; serie, la intervale spatiale egale, de inductante si capacitati 
eae SC orespunzätor. Pentru o linie industriala cu f = 50 Hz Se Co 
rmală ei linii sfeit de undă este de 1500 km LS 
Dacä ecuatiile (12.41) se face 


T 
Sera 
se obtine*** 2 


—jU, = UV sha X +X, Icha X 
= ; 


A~ 
fond 
bo 
©) 
(9 4) 
— 


mes U 
ter EE aX + I, sh aX, 


Ce ie 199) pag, 47, 
produce 
Done creșterea rezistenţei electrice a conductoarelor. V 
d N Vezi 14.1.2.3. 


ch y X = ch (« +j 

ZE - Xaql 

fl sh y X = sh( P) X = ch æ X cosaX + j sh aX 

y X = sh (a + ail ax. sin 8 X 

în cazul liniilor iert de undă E “= she X cos BX + ] cha X iy BX 
ch y X =jshgxX, bel 
sh yX =j cho X, 
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Să examinim cazul unei linii la care pierderile sint neglijabile (r = 0, 
g = 0); în acest cast 


a= 0; sh ax = 0, had =1; Z,=\+0. 
€ — 
si ecuaţiile (12.68) devin 


U 


A beri Ze la 


E i ua 
a dk: 


ës | (12.69) 


Rezultă din aceste ecuaţii, că în cazul considerat, tensiunea la o extremi- 
tate este egală cu curentul la cealaltă extremitate, multiplicat cu impedanta 
caracteristică a sistemului. Dacă tensiunea U, este menţinută constantă la 
receptor, curentul la sursă este de asemenea constant si viceversa: daca se 
menţine constantă tensiunea U, la sursă, atunci curentul la receptor este constant. 
În consecinţă, o linie functionind în sfert de undă, cu pierderi neglijabile, trans- 
formă o transmisie de energie cu tensiune constantă într-una cu curent constant 
sau invers. | 


Pentru a putea efectua pe o asemenea linie o transmisie de energie, in 
care să se menţină la receptor o tensiune constantă U., este necesar ca la sursă 
să se menţină un curent constant. Acest lucru este însă imposibil de efectuat cu 
maşinile sincrone care se utilizează astăzi în mod curent în centralele electrice, 
ele neputind fi cuplate în serie. Pentru realizarea unei asemenea transmisiuni 
trebuie prevăzute în centrală instalaţii speciale care să transforme în centrală 
tensiunea constantă în curent constant. 


La mersul în gol (Z = 0) tensiunea la sursă este nulă ; ea creşte cu sarcina 
si devine egală cu tensiunea la receptor, cînd pe linie se transmite puterea natu- 
2 


w D Us 

ralä a ei —: 
Ze 

Într-adevăr, in acest caz 


Dacă puterea absorbită de receptor este mai mare decit puterea naturală a 
liniei, atunci tensiunea la sursă devine mai mare decit tensiunea la receptor. 


Pentru a mări puterea transmisă este necesar a se micşora Impedanta 
caracteristică ceea ce se obţine prin mărirea capâcităţii liniei ; aceasta are o serie 
de dezavantaje printre care micşorarea randamentului sursei din cauza creşterii 
intensității curentului care trebuie menţinut constant, 

O linie sfert de undă nu prezintă deci nici un avantaj față de o linie obis- 
nuită eu tensiune constantă; în afară de aceasta, o asemenea linie nu poate fi 
utilizată la interconexiuni si din ea nu se pot face derivații pentru eventualele 
distribuții de energie electrică de-a lungul traseului său, 


* Vezi 12.1,4,2, a), 
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ei linii à 
i di in Cazul ue. 
mătate de Un cc; de tensiune, resp 
12.1.6.0. Trau ou jumătate din 
to egală cu 


à i D D LU 
H A d | á d | 4 


rezultă e sin PX = 0, 


si deci, ecuatiile liniei devin : à rt 
U,=—U,chaX — Z,1,5h că, | 


(12.70) 


e TIE 


= ee ah aX = Ech až. | 
Z, 


în cazul unei linii eu pierderile neglijabile (r = 0, g = 0 
şi ecuaţiile (12.70) devin KE MTL: 


) rezultă « = 0 


Tm =U, h=- i, 


În acest caz, pentru orice sarcină a liniei atit tensiunile, cit si curenţii sînt 

egali şi în opoziţie de fază, la cele două extremităţi ale liniei. die à 
Dacă se menţine tensiunea, constantă la receptor (și în consecinţă şi la 
sursă), tensiunea, la mijlocul liniei va fi nulă la mersul în gol. In acest punct, 
tensiunea va, creşte cu sarcina şi va atinge o valoare egală cu tensiunea, la recep- 
tor atunci, cînd puterea transmisă este egală cu puterea naturală a liniei > la 
mijlocul liniei jumătate de undă, totul se petrece ca în originea liniei sfert de 
undă ; o linie jumătate de undă poate fi considerată ca formată din două linii 
sfert de undă legate in serie. d 


Trebuie observat, că punctul de tensiune nulă a liniei nu se află la mijlocul 
liniei decit la mersul în gol a acesteia; pe măsură ce sarcina creşte, creşte ten- 
siunea la mijlocul liniei și deci punctul de tensiune nulă se deplasează către 
extremitatea Bursă a liniei, dl | 
Sr O linie jumătate de undă, deși nu mai pune problemele puse de o linie 
ha rt de undă, prezintă totuși același mare dezavantaj de a nu putea fi folosită in 
| ee în care urmează să se facă o distribuţie de energie electrică de-a 


A endl nile electrice industriale obişnuite. Lungimea obişnuită a 

adică 1/10 din lungimon Au pl au Xeceptor — depăşeşte” arareori 600 km, 

funcționării e linii + Zem corespunzătoare frecvenței de 50 Hz. Studiul 

= AA shee ace cu ajutorul relatiilor € OY > s 

unui cuadripol aga după ain plais ajutorul relatiilor (12.42), care sint acelea ale 

FRANS H A CUIN S-A Al tat In paragrafele prece il ze deg 
anann PM MSTATOLO precedente*, După cum 


“Vern 12.161, — 12,1,6,6, 
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e oo nnn 


s-a arătat, pentru anumite lungimi maxime de linii se pot face anumite simpli- 
ficări în calculul parametrilor cuadripolului, aproximatia räminind suficientă 
şi mai mică de 1/100. Astfel: 

— pentru o linie electrică de 50 Hz, cu o lungime de cel mult 650 km se 


poate lua 


ZY B C ZY 
A ee | LS MR peep es i 
HEN iz Lee (12.71) 
e — pentru o linie electrică de 50 Hz, eu o lungime de cel mult 135 km se 
pot lua 
A=1;9 BE | Cot (12.72) 
şi ecuaţiile (12.42) pot fi puse sub forma simplă 
U, = U, + Z L, 
| (12.73) 
L SCH YU, a Ze 


care corespund schemelor echivalente din figura 12.18, aplicabilä una ten- 
siunii (a) şi cealaltă curentului (b); 

— pentru o linie electrică de 50 Hz, dar de lungime sub 100 km gi a cărei 
tensiune este de cel mult 100 kV, termenul X U, poate fi neglijat fata de curentul 


de încărcare I,; ecuaţiile et I T 
(12.73) sereduc la acelea ale D bi ES D e > 6 
unui dipol de impedanta Z, Oac 
4 | Dë A Uz 
U, = U, AF Z 1, a! D oi & 
PIPI VIII KEE 
I, = 1, | a) b) 


a cărui studiu se face aga cum 
s-a arătat mai inainte*. nakai 

Trebuie observat că expresiile aproximative (12.51) şi (12.7 2) nu mai sint 
parametrii unui cuadripol, ei nemaisatisfacind relaţia (6.104) 


A? — BO =1. 


Fig. 12.18. Cuadripolul echivalent al unei linii electrice scurte 


Cuadripolul echivalent al liniei trebuie înlocuit prin doi cuadripoli — unul de 
tensiune gi unul de curent — legaţi în lanţ, obfinindu-se astfel un cuadripol 
gama (T) sau gama întors (I). Rezultatele obţinute din studiul unei linii cu 
ajutorul acestor ecuaţii simplificate rămîn valabile în limita aproximaţiilor 
făcute, ' 


12.1,6,11, Puterea maximă ce se poate transmite, în curent alternativ, 
printr-o linie electrieñ**, Considerind ecuatiile de fumopionare ale unei lini 
lungi (12,42) serise sub forma 
U, 8 A U, ap B Wi 
J, We g U, + A La 


ed 


+ Vezi 6.4.5. 
sg Vezi [106] pag, 11, 
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( ) 


A serie 
intre care se poate po 


Folosind argumentele indicate de BLONDEL 
EE ER 


raportul 


reprezintă impedanta caracteristica* 


Raportul 


Baa —B. 
a ae 

impedanta aparentä la intrare, la scurteircuit**, in care 
eevee e Sy |, 


Diagrama acestui cuadripol se construieşte obișnuit 


» presupuaind 
curentul J, defazat cu o, în urma, tensiunii (fig. 12.19). | 


Fig. 12.19. Diagrama unei linii lungi. 


> 


Din triunghiul 00,M rezultă 


eee (AU) (Br ho) o4p Url, cos ( 
* Vezi 6.4,4.8, 


** Vezi 6,443. 
*** Vezi 6,4,4.14, 
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E — Do), (12.75) 


d 


AP 


Punind ES = Za = Za |, impedanta aparentă a circuitului receptor, expresia 
(12.75) se poate scrie 


U a 
(2) = A+ B+ 2482, cos ta) 
şi puterea activă la sosire 


e U2 
P,= UI, cos 9,= Z,12 cos > = E IERCH 
2 


are ea expresie 


3 Za COS Pa 
= Ui TRES IPEE PAI RO EEE 
A2Z2 + B?+ 2 ABZglcos (6 — 02) 
deoarece 
U 
Geh = do 
Za 


Maximul acestei expresii, în funcţie de Z,, se obține anulind derivata corespun- 
zătoare. Se obţine 
a Ci [A2Z2 + B? + 2ABZ, cos(S—9,)] COS, — 2,008, [2A2Z,+2ABcos(S—9.)] o 


— 


U? dz, [A2zZ + B2 + 2ABZ, cos te = 2) ]? 


Dezvoltind se gäseste 
A2Z2 cos 9+ B? cos 92+ 2A BZ, cos (C—o,) cos pa—2A2Ză COS Pa — 
— 2 ABZ, cos (S— $2) COS Ge B2 cos 9 — A?Z5 COS Gs 


si rezulta 
B 
Z,=—> 
PRET: 


adicä egalä cu modulul impedantei aparentä la intrare a sistemului la functio- 
narea in scurteireuit*, E fiind argumentul acestei impedante. 


Puterea maximă corespunzătoare este deci 


x COS Pa 
Eeer 
2maa 1 2A B[1--cos(& — gail 


* Din relațiile (12.74) rezultă pentru U, = 0 
—180 = Ziso = 


Lise =- 


599 


i fi Ageste ` 
m maximul acestei expresii in funcție de Pa, 88 8 g 


Cäutind acu 
.2ABsin(6—%) _ 9 


| di 2 AB [i + cos (6 gail 005 2 
L me = —* (2AB)? (1 + cos(G—P2)l” 


UZ dm 
sau mr, 
—2AB [1 + cos (č — p2)] sin p,—2 AB cos Gs Sin (C— 2) j 
de unde 
= =U; 
| asin TE cos 5 2 Pio: 
D ee ae 
tg De Fes 1+cos(č— 9.) aay. 
2 cos? 
l 2 
si deci : | 
Sech sau po = — Ge 


Pr 


în consecinţă, puterea maximum maximorum, care poate fi transmisă prin 
linia considerată este 
U3 
E = —. 
pagnag 4AB cos © 


Scotind din relatia (12.75) valoarea raportului = în funcție de Z, şi oa 
2 
se obtine : SE sg | 


sau punind valorile care dau maximul maximorul puterii transmise, rezult& 


U 2 
KS = A?+ A+ 242 cos 26= 24? [1 cos X]— 4 A? cos2t 


gi deci, 


ee 
U, cos €. 


Ee la, puterea maximă ce se poate tr 
, DR anne: următoarea teoremă : 
și capacitate, Dea de curent alternativ, avînd rezistenţă, impedan tă 
“2m à impedanței de utilizare : ae dut OARA pentru o anumită TARAN 
| ; modulul acestei imped | 
Di pedante este egal cu modulul 
| lei aparente la mersul în scurteirouit 2. iar areur 
oo) ae | ret rgumentul său este egal 
argumentul acestei impedan 


rtio "0 pătrat, i 
portional cu pătratul tensiunii la plecare 


ansmite printr-o linie electrică 


fe. Acest maxim este pro- 
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tA — eck 


àn 


F2 


Această teoremă nu are decit o valoare de caleul puteren transnortabilé 
maximă, fiind limitată do condiţii do socuritate d 90007066 : cond iiile Ae putere 
maximă conduc la piordori inadmisibile in linio gl sint foarte îndepărtate de 
acelea care corespund unui randament optim, 


12.16.12. Randamentul unei linii electrice de transmisie a energiei eleo- 
trice în curent alternativ . Pornind, do la ccuaţiile (12,74) ale euadripolului care 
dau funcţionarea unei linii, în funoţie de elementele de Ja intrare sau dela iegire*#, 
se obţine puterea aparentă corespunzătoare | 


Sa = Ul" = (Us): S,= Ul = Tat Dua 
de unde se deduce | 
(pa ACU? cos EL ABI? cos Y- P, (42+ BO cos 24)+ BOQ, sin 34 
Q,= —AOU sin E+ ABI} sin (+ Q, (A?—BO cos 24)+ BOP, sin 24 
ŞI 


P,= —A0U? cosé—ABl? cos 6+ P, (A?+ BO cos 24)+ BCG, sin 24 
Q,— ACU? sin E—ABI? sin C++ Q, (A— BC cos 2))+ BCP, sin 24. 


Randamentul liniei se poate exprima prin relația 


AC ABP, . ABQ? Q 
= —— U2 cos ¢ — ———_- cos G — cost t-A? + BO(cos 20+ = gin? d). 
1 = 1 E TIR E Ser C+A? - ( Y-F P, sin2 9) 


-. Randamentul maxim maximorum este 


1 
mas mac — A2+ BC (cos 24 —sin 24 ctgpa) 


Acest randament nu are decit valoare de calcul, deoarece conduce la 
transmiteri de puteri eu mult prea mici, incompatibile cu cheltuielile făcute : 
nu poate ajuta la alegerea tensiunii de serviciu. 

` , Alegerea modului de transmisie cel mai avantajos rezultă dintr-un studiu 
de optimizare judicios între randamentul, puterea transportată, tensiune gi 
reglaj. 


12.2. STUDIUL LINIILOR LUNGI ÎN REGIM TRANZITORIU 


12.2.1, GENERALITĂȚI 
Ecuațiile generale (12,9) care reprezinti funcționarea unei linii lungi, cu 
parametri uniform repartizaţi de-a lungul ei, rămîn valabile gi în cazul funefio- 
nării acestora într-un regim nestaţionar, în regim tranzitoriu, 


* Vezi [106] pag. 19 
** Vozi 6,4,4,16 
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tungi se ponte l'a oo 
d | tortat 


Studiul rogimului trann carele 
utilizînd metoda clasică & ke yrapuneril unui regu 
a Tanctionard a sistomului, | on 
oe Re condiţiilor apaa Pontru ghsired rogimulu WE orlono diticul- 
neteda mărimilor complexe + A | EAE 
sun ex NUL e nier d WW IECH plat a unui ER ww face fonrbe 

i udul complet al regiune or tranzitorii & lungi „80 ; carte 
SE Resin’ transformata LAPLAOH** ; nccastă metodă va fi tolosită in oxpu 
nerea ce urmează. gi 

Exist’ si alte metode ou ajutorul cărora 80 poate 
toriu al liniilor lungi, metode op presupun anumite apr 


compatibile cu rogultatele urmărite. 


royolva regimul transi- 
oximaţii, în goneral 


12.2.2, ECUATIILE LINIILOR ELECTRICE LUNGI IN REGIM TRANZITORIU 


12.2.2.1. Forma generală a ocuatiilor. Douatiile (12.9), în care 80 pun în 
evidenţă cei doi parametri, & şi 1. se pot sorie 


VAN CH) e oi(x;t) 
Rea Va TL (a, t) + l ry 


du (xt) 


di (xt) 
t ot 


Aplicind transformata LAPLACE acestor două ecuaţii se găseşte : 
e _30u(z,t) 3 (2 
E E E di = = =8} n n. d Cu(x,t) a à D 
| de | j (ta) dt = = (r++ 1s) 8i (wt) — W(a,0) ; 


20 dr 


(12.76) 


dëi + 
= (g + cs) Su (æ,t)—ou (3,0). 
Derivind una din ecuatii 
apii în rapor i i 
t aport cu & şi înlocuind-o în cealaltă ecuație, rezultă 

d£u(x,t) | 

ES (r + Us) (g + es) £u (x, t)—(r + ls) cu (x 0); 
4 U 


O£i(x,1) ; 

ee. == Tä LIL = 4 12.77 

oe pl) re ere D 
Wy UV}, 


Relaţiile (12,77) reprezintă tr 


12,222, So 


LAPLACE aa 
ACK gg Dun 


) JIAPLAOH X ti it i j 


| 


` Ves w= (r+ le) (g + a), 


—— 
— 
be 
e 
-J 
A, 

v 

— 


Și [73] pag, 254 


Se Vezi par, 10.4 


Pen li H ' y ? "a u * - u t () = ` ( 
tru uşi D z2 
§ lui fi d A 
à hy ka tu èt e 
€ D c un 


76) 


ata 


18) 


care se numeste constantă de propagare operațională, prima ecuaţie din (12.77) 
se poate scrie 


dën 
dx? 


= y? Lu—(r + 18) ona, (12.79) 
Soluţia generală a acestei ecuaţii este 


Lu= M ev + Ne | 
sau (i asta | | 
Lu = Achya + Bshya, 
în care s-a notat 
A— MEN Şi B= M—N. 


Fie (£u), o soluţie particulară a ecuaţiei (12.79); rezultă imediat din (12.79) 
0 = y2(Su)o—(r + Is) cuo 
si deci, | 


r + IS c 
(£%)0 = y Cug = + 2 Uo) 


astiel, că soluţia ecuaţiei (12.79) este 


C 


g+cs 


£u = Achyx + Bshyx + Wg. (12.80) 


Derivind ecuația (12.80) în raport eu æ şi introducînd această expresie 
în prima ecuaţie (12.76) se obţine 


= 1 a. 2. 
ies SI (A sh yx + B ch yg) + SC d (12.81) 
Tinind seama de relatia (12.78), se poate scrie 
ha koe Las E (12.82) 
Y gros 


care ge numeşte impedanta caracteristicd operațională a liniei. Cu aceasta, ecua- 
tia (12,81) devine 


gi = = (Ashyw + Boh yo) + ——%. (12.83) 


Lo rs 


Expresiile (12,80) gi (12.85) constituie soluţiile operaţionale ale problemei, 
care dau imaginea tensiunii gi curentului într-un punct al liniei situat la distanţa 
x de extremitatea receptoare a liniei, 
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este necesar Că Z, si y 8% nu aibă decit 


Pentru 0 soluţiile d. as ja numai valoarea pentru care 


cite o singură valoare ; in acest sop Ke 
T Lä CS 


fe (y) > 9 


| i j entru Ze 
în aceste condiţii, relația (12.82) determină o singură Ree per SE 2 
Pentru determinarea constantelor de integrare, A p ` Lee Sé 
tonsiunen liniei la sured (la intrare) este t iar Ja iegire, linia S EE 3 
GER cărui impedanţă operaţională este Sie), În aceste condiții 


Ja v= X (al, = Eat: 


gi FE: à + M 
la æ = 0 (Fu) = Z(s)£ig= a, 


ando £i, este imaginea curentului absorbit de impedanfa Dal jar £u, este ima- 


ginea tensiunii la bornele acestei impedante. 


Introducind aceste valori, pe rind în ecuaţia (12.80) şi (12.83) se obţine 


£ 
Lu, = Achy X + BshyX + pra 


H c 


; Ziel ; 
As) 2i = —— B VAE B a € 
zs) ti, = 208 + 25) în À + te = St 
de unde se deduce 
Z(5) £ £ Z(8) j 1 
Ta AVE A i 
PE A EGE wl Z; + shy x | + ZAZIE ip shy X 
bh y X + Ars y X 
$ Z, 
ȘI 
fu, — Als Ser R i 
B = J+ cs 70 | enya Z(8) avis io ch y X 


Zi 
shy X + Si chy X 


6 


În cazul part 

| particular cînd conditiile init: | 
y dereen | onditiile init a | i d Sg 
alorile parametrilor respectivi TR bre nifiale sînt nule, g= 0 şi d= 0, atunci 


LE | ouate “0 
d P e - £u, 


en rs E 


Z(s 
shy AT en chyX 

Ze 
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„Cu aceste valori — deci în cazul condiţiilor iniţiale nule — imaginile 
tensiunii şi curentului într-un punct oarecare al liniei sint date de relațiile 


„n 26) 
shy xz + chy x 
Ze 
Su Sua 
| z(s) `. 
shyX + chy X 
Zo 
si aM (12.84) 
Z 
©) shy x+ chyr 
Cee ee SC 
shy X+ ©) chyX 3 
c ek 


Expresiile (12.84) rezolvă orice problemă de regim tranzitoriu pe o linie 
electrică de transmitere a energiei electrice, oricare ar fi forma tensiunii aplicate 
liniei la sursă, condiţiile iniţiale fiind nule. : 

Ca exemplu de aplicație sè va examina cazul simplu a două tipuri de linii 
şi anume, linii fără pierderi (r = 0 şi g = 0) şi linii îndeplinind condiția lui 


HEAVISIDE ke = = 4 
g c 


12.2.2.3. Linie electrică, fără pierderi, deschisă la o extremitate, căreia 
i se aplică la cealaltă extremitate o tensiune de formă treaptă. Este evident că, 
pentru o astfel de linie, condițiile inițiale sînt nule. Să presupunem deci, că linia 
este deschisă la extremitatea receptor adică Z(s) = © si că la extremitatea 
sursă se aplică brusc tensiunea constantă E (u= E), corespunzătoare, de exem- 
plu, căderii unui trăznet. În aceste condiții, ecuațiile de funcționare ale liniei 
(12.84) devin 


eu Cv NE 
ch yX s 
| (12.85) 
ShiViză SE; 


Ei == . o 
schy xX Ze 


în acest caz, din relaţiile (12.78) si (12.82) rezultă | 
pas. și Z= E 
Cc 


Fie să determinăm originalul tensiunii u; prima relaţie (12.85) arată că 


H e è L D t. è V s) ' a = * = a a . 
imaginea acestei tensiuni este de forma E şi găsirea originalului res- 
S S 


pectiy se face aplicind teorema dezvoltării lui HEAVISIDE* 


VO) e Ve) 


= 


* Vezi 10, 2. 1. 3, 
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NO studiază 


Pentru problema care 


mg KEE 
vie) = Boh yo = Hoh la = Hehe A 


Wil = ch y À = ch s Vie X = ch BT, 


ie = Isi 2 = rshsr, 


în care s-a notat 


Rezultă imediat 
V(0) = H si "EE ee 


„ Rüdšcinile nurmitorului expresiilor din relaţiile (12. 85) sînt date de ecuația 
chy X =0 
care este satisfăcută pentru 


ENEE 


şi rezultă 


2” n e (—00, +00). 
Vom avea deci 


V(s,) = 


Ze = Vie 2 = Beos| (2n +1) - - ==]. | 
X 2 


wW E 2n + 1 
(8,) = X Vic sh j Em 1 Vio X = jX Vie sin (än + 1 1) = = j(— 1)" 
Se ? 


și 
eil = ey i (n +: fae t i 
pj (2n LI = cos a, + j sin a, 
unde | 


4 Un = (2n JE) RUE 
Jinind seama că eg 


18 


SV 


(N. +- N*) = 2 5 Re N, 


= 
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rezultă că originalul căutat al tensiunii « într-un punct oarecare situat la dis- 
tanta œ de extremitatea receptoare a liniei este dat de relaţia 


cos (2n + 1) as 


u= KF 1+ 2 9, Re exp (2n +1) = — = 
0 


j E E j(—1)" < 
=x | e cos (2n + 1) — — | cos | (2n Naia - f (12.86) 
z Son+1 KEES 2 + 


În acelaşi mod se găseşte 


Dis (— D LC T T ; e i 
ER 2 chat be 
SC H OG + Da IER n + 1) 


Din relaţiile (12.86) se vede, că atit curentul cit şi tensiunea, sint formate 
din unde nesinusoidale, atît în timp, cît şi în spaţiu. Undele respective pot fi 
interpretate ca fiind constituite din armonici impare de timp avînd amplitu- 
dinea variabilă în spaţiu, aceste amplitudini avînd același rang ca şi rangul 
armonicii de timp corespunzătoare. Frecvența diverselor armonici de timp este 


2n +1 
5 m e [0, CO 
În AXVTe ? [ ? ); 


iar pentru armonicile spatiale, frecvența corespunzatoare este 


i = » ne[0, oo). 


Este uşor de văzut, că toate armonicile de curent sînt în cuadratura 
față de armonicile corespunzătoare de tensiune şi în urma acestora ; situația 
este analoagă şi pentru amplitudinea fiecărei armonici de curent fata de 
amplitudinea de tensiune, primele fiind in cuadratură spaţială fata de cele 
de tensiune si in urma acestora. 

Transformind produsele de cosinus gi de sinus in sume, relatiile (12.86) 
pot fi scrise 


un; T | a i Gert, ra t | 
u = BP) 1 — <5 ———- cos (2n + 1) —| — ——]+ 008 (28 + 1) -| — + — 
á =p reel es ai EE Eh ui EES) 
gi 
E o (1 o AT (zx | rx {x t 
{= e, ET | cos (2% + Les — —| — 008(2n+1)—] = + bs 
Ze 2 H 2n + 1 | (2n + 1) 2\ 2X v l "H a A T 


matä din cite două unde cälä- 


Rezultă dar, că fieeare armonicd oe 
toare — una direoti gi unn refloctatih —, 


de propagare gi anume, 


rmonicile avind aceeași viteza 


adică foarte apropiate do viteza luminii, În consecință, viteza de grup * a undelor 


Vee izate 
notice de-a lungul unei linii electrice cu constante repartiza 
Ne EE ă, el ntn grup de unde, care au frecvente diferite 


nu se mai face de data aceasta printr-o singură und CV 
a care în general au și anti dire variabilă. Este deci un sistem de unde — de curenti si de tensiune 
— nesinusoidale atit în timp, cit și in spaţiu. Dacă linia este fără distorsiuni, undele corespunzătoare 


tuturor componentelor se deplasează cu aceeași viteză de-a lungul liniei și se poate spune că oscilatia 
rezultantă (unda nesinusoidală) se deplasează și ea cu aceeași viteză, care este viteza de fază ; în orice 
punct al liniei, oscilatia rezultantă va avea aceeași forma ca și oscilafia aplicată la intrare. 

Dacă viteza de fază a fiecărei unde variază cu frecvența, diversele armonici care compun unda 
nesinusoidală se deplasează cu viteze diferite si în orice punct al liniei oscilatia rezultantă va avea altă 
forma decit oscilatia aplicată la intrare; în acest caz, nu se mai poate aplica noţiunea de viteză de fază 
pentru oscilația rezultantă, 

Pentru propagarea acestor unde nesinusoidale — corespunzind oscilaţiilor rezultante se definește 
viteza de grup, după cum urmează ` să considerăm — pentru simplificare — un grup format din două 
unde sinusoidale, avind frecvențele w, şi eg foarte apropiate și aceeași amplitudine (se neglijează amor- 
tizarea), care se propagă pe o linie electrică lungă. Vom avea deci e 


y = A [cos (ot — B, esto paol =2A cos 1 Br = Pa d A le Pe, |: 
2 2 2 2 


un: rezultantă, fiind astfel o undă de frecvenţă De modulatä prin frecventa SE (vezi 9.2.2.5) 
2 2 No 


În ipoteza făcută, se poate lua 


‘ 2 = 


şi expresia de mai sus se poate scrie 


Yim 254 cos {oleae On e Pi — "8 
1 9 l Tim ant cos (w t — B x), 


care reprezintă o undă de frecvență w car ; 
EE E se propagă pe linie cu viteza de fază ©/8 ; amplitudinea oscilatiei 


avin b \ nt D 
cele două frecvenţe, Ea se propagă cu e variație periodică de frecvență egală cu diferența dintre 


ae By SC Ba AB 
are este însăși vileza de pr 
Dumest on de 3 Ae propagare a undel r 
şte viteza de grup și este definită de SS Limita acestei viteze cind Ac tinde către GE 
n=, 
dp 


Vileza de gr 
1 de grup coincide o à 
ris clés eu Viteza de fază atunet cind B este pr i 
© Proportional cu free 


„i aceleg t , P e í d 
ìf concluzii se venta, adică in cazul unei 


ansmite un grup 


amema a e e 


ç 


Ce Qc 
Li 


iei 
tre 


ei 


up 


de tensiune si curent este aceeaşi cu viteza de fază a fiecărei armonici. Se mai 
observă, de asemenea, că, pe cînd undele reflectate ale diverselor armonici de 
tensiune şi curent sînt în fază, undele directe ale diverselor armonici de tensiune 
şi curent sînt în opoziție. 

În ipoteza tăcută (r = 0 şi g = 0) undele de tensiune și curent, definite 
de relaţiile (12.86) şi (12.87), vor oscila necontenit, 


12.2.2.4. Linie electrică deschisă la o extremitate, îndeplinind condiția 
Jui HEAVISIDE, căreia i se aplică la cealaltă extremitate o tensiune de forma 
treaptă. Ca un al doilea exemplu de calcul se va examina cazul unei linii 
îndeplinind condiţia lui HEAVISIDE (12.26), deschisă la extremitatea receptor 
adică Z(s) = co şi căreia i se aplică la extremitatea sursă o tensiune de forma 
cazul unei linii electrice industriale de foarte mare tensiune, conductanta 
g variază între limite foarte mari, în funcţie de condiţiile atmosferice ; într-adevăr 
acestea influenţează în acelaşi timp producerea fenomenului corona în jurul 
conductoarelor precum. si pierderile prin conductibilitate superficială a izo- 
latorilor. În consecinţă, în prima aproximaţie si pentru un studiu calitativ, se 
poate presupune că parametrii lineici ai liniei îndeplinesc condiţia lui HEAVISIDE. 
Pentru a concretiza cele afirmate mai înainte, fie o linie trifazată de 

225 kV pentru care parametrii lineici corespunzători * sînt : 


r = 0,11 Q/km la 20°C si 50 Hz; 1 = 2,05-10 ° H/km; c = 8,45-10* F/km. 
La tensiunea nominală de 225 kV între faze, pierderile minime, pe timp uscat, 
datorite fenomenului corona si izolatoarelor sint de cel putin 250 W/km de 
linie trifazată **; în condiţii atmosferice foarte defavorabile aceste pierderi 
pot fi de 100 de ori mai mari. Tinind seama că aceste pierderi sînt date de relaţia 


Pe FT 3g U?, 


conductanta lineicä poate fi cuprinsă între 5-10 ° si 5-1077 siemens/km. 
Din conditia lui HEAVISIDE, aplicatä valorilor indicate mai sus, rezultà 


0,11-8,45-10 7° ei | 
g = = MT = 4,5-10 7 S/km, 


yaloare foarte apropiată de limita superioară, calculată mai sus. 


de oscilații de aceeași amplitudine, de frecvențe apropiate, care diferă între ele cu aceeaşi mărime Àw., 
Viteza de grup reprezintă si viteza de propagare a energiei electrice, aceasta fiind cuprinsă între 
două noduri a undei modulatoare. | 
Timpul de propagare a grupului de unde este 
t 
d | - 
D 
do 


l 
(=a — PE 
Vg 
fiind astfel variabil cu frecvenţa, 
Vezi si [77] pag. 291, [87] pag. 106, [297] pag. 3, 
# Vezi 12,1,2, 
** Vezi [73] pag. 271. 
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39 — ©, 229 


este tensiunea nominala, 
a unei linii, 


ape de dublul tensiunii nominale, 


tranzitorie depăș 
rea bruscă sub tensiune 


în practică, dacă tensiunea 
ceea ce se întimplă eigent, iS De Se 
ensiunea putind ajunge în acest că LOPE aks 
Gergen Kees K Wen decit pătratul tensiunii, chiar pe timp uscat, putind 
ajunge la valori de cîteva ori mai mari decit maximele indicate gi, în conse- 
eintà, conductanta lineicä este mult mai mare decit cea calculată. Acest fenomen 
este mult mai accentuat dacă se studiază regi produs de o Supra” 
tensiune de origine atmosferică * a cărei amplitudine este de mai multe ori 
liniei. Pe de alta parte, rezistența lineică 

ai mare decit cea calculată la frecvența normală de 
etului pelicular din conductor **; în afară de 
aceasta, ea depinde de frecvență. În consecinţă, tinind seama că regimul tran- 
zitoriu este format dintr-o infinitate de unde mobile cu frecvenţe crescinde ***, 
rezistenţa lineică r şi conduc- 

ele depinzind de însăși 
te o functie de timp, 


te conditii, in locul parametrilor lineici constanti 


S Een studierea problemei BECH se vor utiliza aceleaşi ecuaţii (12.85) ; 


i g 
Le LR 
E ’ 


din relatiile (12.78) si (12.82) rezulta : 


y =V + sig + se) = (s + 5) Vic; z=] dÉ 


g + se 


Pentru a găsi origi ; 

i ăsi originalul tensiunii ok 
a lui nsiunii de linie me 

HEAVISIDE pentru care, in acest caz , se aplică teorema dezvoltării 


më E 
(5) = E ch y æ = E ch (s + 5) Vle x = Ech (s + 8) 


x 
Ss 
W(s) = ch y x = ch (s + ò) z, Si 
W’(s) = X sh dy 

NA seas AD (Si 3) a, 


în care 3-a notat 


Vin = NM x 
PE = Bose +; W(0)= 
EE x )=ch 8 +. 
* Vezi [73] 
LA Vezi { ‘ Pag. 291 
IT? Vezi 4,1,2,3, 


relația (1: 
"rr Vezi GO (1257) 
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Rădăcinile numitorului expresiilor (12.85) sînt date in acest caz de ecuația 


ch (8 + ò) t = 0, 
care este satisfăcută pentru 
(Sa + 5) T = j (2n ka [n e (—o0, + 00)] 
şi rezultă 
HAS eee ua o; 
T 2 
Cu aceasta, se obtine 
W’ (Sa) = Tsh Dë — BL d = tshj (Qn + 1) = 
l T í 
= j(—1)" +. [n e (—%, +0 )]. 
Tinind seama că 
SNS (N+ N+) =25, 44, 
— 00 0 0 
rezulta 
v Ha SE 
V(s,) = E ch (s + 8) ge = El EE e le z 
şi 


: t 
eon! = exp [ja — Ô | = exp j (20 +1) Z 7. exp (— ot) = 


t 
Ste | cos (2n + 1) z- + j (2n + nec 


În consecință 


Hi 


TE v 
AË a CO An, A, eZ 
ch t — cos (2n | 1) 2 x er 
R Ig $ A D ee. SUR VRAIS NN 
y = Less T TT ME y I e 
ch dr S e E ER e E 
v 2 
Ri | 
xpjQa- 1) — — 
ch ër — exp] Garth) 207 
4 — Bt i | dë 108 (2M -|- L) A si AL konter REENERT 
= JM — —— E 5 (—1) C b d i 9 X 


E Punnd 


. 2 Lau Jon == ie (cos On -} j sin Dn)» 
(aw arid Tne 


se obţine ve 
tE On PR E? 
Qn + 1) — 
2 
si mono oi IV? 
TK =| en ap de ar LE dé 


t 
2 € ine Ae. o, 
exp IER cs | cn 1) foe e| 
Se EE 
2 


x 2 2 A 
(r+ 1)+i — 8 (2n + 1} + = 82 7 


astfel, că originalul căutat al tensiunii este 


m t 
AE cos (2n + DES ZE (2n + 1) yer Somer d 
X ARE T 


a in Spe 2 
ls. - 2 = 
(2n + 1}? + | — | 52 

TE 


Expresia curentului se determină în acelaşi mod. În acest caz, W(s) şi 
W'(s) sînt aceleași ca şi pentru tensiune, dar 


E E x 
V(s) = — sh y x = — sh (s ò) T — 
(s) z Say Z CEE 
şi deci, 
A E „2n+1l 7 | ` S 
y Vs) = 78h |: RSS Sie EE STATEC T £ 
— = j — sin (2n - i 
E n Ze x 2 SP X J zZ (2n H 1) > x 
gi 
Í E x 
V(0) = —sh Se, 
E Zo x 
E Calculind se găseşte 
| sh ër — A PRAT. 9 
d T Z EE © me | aT ja | cu | Qa + 1) EL — d 
a pe A ee e mim — 9” GI a At, a d 2 
a Ze ch ër | T $ A ( 1) EE ES SEE 


si 


) 


Este uşor de văzut, că dacă r = 0 gi g = 0 (cazul liniei fără pierderi) 


rezultă à = 0 și 9, = 0; 8e găsesc astfel relaţiile (12.85). 

Din relaţiile (12,88) si (12,89) rezultă că gi în cazul cînd linia satisface 
condiţiile lui HEAVISIDE, atit unda de tensiune, cit și unda de curent sint nesinu- 
soidale, atit; în timp cât şi în spaţiu; fiecare armonică este însă defazată cu 
argumentul o, care depinde de ordinul armonicii. Undele respective pot fi 
interpretate ca fiind constituite din armonici impare de timp avind ampli- 
tudinea variabilă în spaţiu, rangul lor fiind același cu al armonicilor de timp 
corespunzătoare. Diversele armonici de timp au și in acest caz frecvența 


2n +1 - 
SS =, Ne IM eo) 
ie A lie [ 4 ), 
jar cele spatiale 
2n +1 
JH mee VW i= IO, CO ). 


Toate aceste armonici se amortizeazä cu acelasi factor de amortizare. 

în afară de aceasta, si in acest caz, toate armonicile de curent sint in 
cuadratura fata de armonicile de tensiune si anume in urma acestora, ele avind 
însă acelaşi defazaj o, ; aceeaşi situație se găseşte si la] amplitudinile corespun- 
zătoare ale diverselor armonici, primele fiind in cuadratura spatialä fatä de 
cele de tensiune si in urma acestora. 

Transformind produsele functiilor trigonometrice in sume, relatiile (12.88) 
si (12.89) se pot descrie 


t GE: t 
cos | en + 1) és sl + cos [er J- De SE — sl 


EE 


2 co 
EPA de (— 1)" = 
x 0 (2n + 1)? + (=) duza 


T s 


Și 
| shòt pa 
E X 
eelere 
Zi chdt 
We 1 (2 dt 7 cos | (2n + dE E +—)- 
à COS [ n “+ Lies me Sin A 2 d ` E SE Qn 


2 1 PRET E 
pen ȘI (o Da 
zi 0 ea + 1) + E Gi 
T 


i in cazul liniilor indeplinind conditia lui HEAVISIDE, fie- 
a unde călătoare — una directă și una 
e şi anume 


în consecinţă, $ 
care armonică este formată din cite dou 
reflectată — toate armonicile avînd aceeaşi viteză de propagar 


deci, foarte apropiate de viteza Juminii ; sii i i 
jate ¢ ; şi în acest caz, viteza de grup este aceeași 
SU viteza de fază, atit pentru unda de tensiune cât şi pentru cea de SE 
e EE se amortizeaza in timp cu acelasi factor de amortizare 5. 
EC aay de asemenea ca undele reflectate ale diverselor armonici de curent sint 
E angari ip sees înainte cu argumentul +, față de originea de timp, 
espectiv în opoziţie și i i 
ui aţă de Sn de Gen. poziţie si defazate în urmă cu acelasi argument 
ste ușor de văzut că dacă r = 0 şi g = x ; 
acă r = 0 sig = 0, rezultă à = 0 și e n= 0 şi se 


Ki 


regăsesc relațiile (12.87) corespunzătoare liniei fara pierderi. 


Capitolul XIII 
LANȚURI DE CUADRIPOLI 


13.1. LANȚURI DE CUADRIPOLI FUNCTIONIND ÎN REGIM 
PERMANENT CUASISTATIONAR 


13.1.1. DEFINIŢII 


Un lanţ de cuadripoli este o structură formată dintr-un număr oarecare de 
cuadripoli pasivi legaţi astfel, încât bornele de ieşire ale cuadripolului de rangul 
m să fie legate la bornele de intrare ale cuadripolului de rangul m + 1 (m = 1, 
See ) (fig. 13.1). l 


Fig. 13.1. Lant de cuadripoli. 


în cazul când cuadripolii sint identici, lanţul de cuadripoli este omogen. 
Dacă fiecare cuadripol care alcătuieşte lanţul este si simetric, atunci 


13.1.2, ECUAȚIILE UNUI LANŢ DE CUADRIPOLI ÎN REGIM PERMANENT 


13.1.2.1. Stabilirea ecuaţiilor unui euadripol. Să considerăm un lanț 
de cuadripoli omogen; ecuaţiile de funcţionare ale cuadripolului de rangul 


m rint: 


U,,-1 = A Da + Blo (13.1) 
I (9) 


in care s-au notat cu m—1 bornele de intrare si cu m bornele de ieşire ale 


acestui cuadripol. RE E A A 
Ecuatiile (13.1) sint valabile pentru toate valorile întregi ale lui m in 


intervalul m e (1, n); ele constituie un sistem de ecuaţii cu diferenţe fini te 
și determină pe Un Si Im 10 functie de variabila discretă m. 


+ Vezi 6.4.4. 
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es s + é 
Soluţiile acestor ecuații sînt de forma * : 


e ` Lë Y 
Un = M ei a In = N ey 


in care M, N şi y sint märimi complexe, independente de m, diferite de zero 


4 Seas : 4 esii e lua si valoarea Zero, 
si care urmează à fi determinate; in aceste expresii m poat WV ee 
corespunzind elementelor de intrare in cuadripolul de rangul 1, | § 


curentul corespunzătoare fiind Uo şi Ip. 
EE aceste valori in ecuatiile (13.1) se obtine 


M e(m-DY — AM omy + BN SH 
N em = OM enx + DN em, 
sau, după simplificarea cu e", 


CRE) NB N (ei D) MU. (13.2) 


fnmultind relaţiile (13.2) între ele si tinind seama de relaţia (6.104) se 
obţine so | 


et — (A + D) eX +1 — 0, (13.3) 


o ecuaţie reciprocă cu rădăcinile 


Soluţiile sistemului (13.1) sînt deci: 


Un = Mye-™ + Mem 


și 
(13.5) 
en dn Gelb salle 
Constantele M gi N trebuie să satisfacă relaţiile (13.2) adică 
A Ad) A el D 
DE NE R 
Din ecuatia (13,3) se deduce 
1 
SS (eX + e!) = oh tD 
ot | ; (13.6) 


* Vezi [122] pag, 287, 


Cosinusul hiperbolic fiind o funcție pară, ecuaţia (13.6) are două soluţii 
egale si de semn contrar y, = y şi re = —y. La aceste valori ale lui y cores- 
pund două valori pentru raportul MAN. Să notăm deci, a 


Mee M 


dimensiunile acestor rapoarte fiind evident acelea ale unor impedante. Este 
uşor de văzut, că de fapt, Z, reprezintă impedanta caracteristică a lanţului 
de cuadripoli în sensul stinga-dreapta (intrare-iesire), iar Z, reprezintă impe- 


danta caracteristică a lanţului de cuadripoii în sensul dreapta-stinga (iesire- 
intrare). Într-adevăr, calculind se găsește: | 


my Da 


Se B | ee ees 
at E LEEA 4 (a — D)+ VA D480] 
SIE 


Deet Le un veus 7 À 
mue fe Aa pie ER nt see’ 
2 | 2 | je 


EE DP 480|. 


Ori, se ştie, că * rădăcinile care dau valorile impedantelor caracteristice 
pentru cele două sensuri de funcţionare ale unui cuadripol sînt două cîte două 
egale şi de semn contrar, valabile fiind numai acele rădăcini pentru care partea 
reală este pozitivă sau nulă. Aceasta justifică semnul minus atribuit lui Za. 

Rezultă, 


astfel, că relaţiile (13.5) pot fi scrise: 


MY my 
Ue = Mie “+ Me, 
(13.7) 
M, mt M, omy 
Pic fig ae Și 


1 Ga 


Pentru determinarea lui M, si M, se face m = 0 in relatiile (13.7) si se 
obtine 


Ve Ma ph Mo el Jon memes: 


* Vezi 6,4,4,8, 
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de unde rezultă : 


LA (13.8) 


j i i tul la bornele de 

| ii Ua si I reprezintă tensiunea gi curen > 

SEET Ge ily respectiv la bornele ge EENE SE 
de cuadripoli. Tntroducind acum valorile lui M, Și M, in relat ; 


Z,- Za U __2Zi Za sh m y.Lo 
U, = (eh mi QUE Z, + Za du" E EE aa 
F j (13.9) 


| 2 Za Za sh m ES 
RS my.Uy+(chmy Ces | dE] Eë 

Ecuatiile (13.8) reprezinta ecuatiile unui lant de cuadripoli omogen 
si dau SE gi Reon tel la bornele de ieşire ale cuadripolului de rangul m 
în funcţie de tensiunea și curentul la bornele de intrare ale lanţului si de parametrii 
unui cuadripol ; în particular, dacă m = Mn, Se obţine tensiunea şi curentul la 
bornele de ieşire ale lanţului de cuadripoli. 

Scriind acum mărimile de intrare în funcție de mărimile de ieșire, ecua- 


țiile lanţului de cuadripoli devin : A 


Z,—Z 2Z, Z 
Uy =( ch my pyg shmy) Ua + zz i my. 


Z,+Z, italia 
i (13.10) 
my U ZC 
o = ae fo Wen ar (FOUR EEN m y| Le 


13.1.2.2. Interpretarea fizică a rezultatelor. Sa ideră 
rpretar . Să considerăm un lanţ 
EE do ee (fig. 13.1). D undä simpla, de tensiune sau de er 
GE Ka prin aceea, că trecînd de la un cuadripol de rang m la următorul, 
ng m + 1, mărimea ei este multiplicatä cu un acelaşi factor complex A 
? 


rezultă deci, că mărimile de ieșire i i i j > 
EE acest aah rs pot fi exprimate în funcție de mărimile de 


DA ma AU ys 
Te MET. (13.11) 


— m 


Introducind aceste d 
cind aceste valori in ecuaţiile (13.1) se obţine sistemul de ecuaţii 


(13.13) 
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VI Æ nan 


v ee Fi 


care este un sistem omogen in Um si J,, si care este compatibil dacă 


A—} B | 
=\M—(A+D)A+1=0 (13.13) 
OB) mt IN 


intrucit AD — BC = 1. Este uşor de văzut, că cele două rădăcini A, gi À, sint 


— 


ore proprii ale matricei coeficientilor sistemului de ecuatii (13.12); ele 
8 


A+D A ENEE 
vn 


Tinind seama de relatiile (13.4), putem scrie imediat 


Bye Ge | gh civ er 
Dacă |à] = 1, se obţine o propagare pură, fără atenuare ; dacă |A|<1 
avem o propagare de la stânga la dreapta cu atenuare progresivă în acest sens ; 
dacă |A| >1, atunci propagarea se produce de la dreapta la stinga cu atenuarea 
progresivă în acelaşi sens. 
Prin analogie cu liniile lungi * parametrul y se numește constantă de 


propagare şi este de forma 


dE ca a (13.14) 


Partea reală a constantei de propagare a, se numeşte constantă de atenuare 
(sau numai atenuarea) pe cuadripol. Produsul 


în care n este numărul total al cuadripolilor care formează lanţul de cuadripoli, 
se numeşte constanta de atenuare totală (sau numai atenuarea totală) a lanţului 


de cuadripol. 
Atenuarea tensiunilor sau curentilor se exprimă, în practicà, fie prin loga- 
ritmul natural al raportului dintre douä valori ale acestei marimi 


U 
Dn = In sen 
n 


gi se măsoară în neperi (Np), fie prin logaritmul zecimal al aceluiaşi raport 


înmulțit cu 20, 
Uo 


Ar = 20 lg D 


si se măsoară in decibeli (db). 


——~ 


* Vezi 12,1,4,2. 
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dată corespondenţa dintre aceste unităţi de 


în tabloul 13.1 este 


măsură, 
Tabloul 13.1 
Ce 1 10 100 1000 
Un OS SN 
ar Np 0 2,5 4,6 6,9 
ap db 0 20 ca Ge 


exprimă spunind că „cele două tensiuni diferă cu ar Np, 


Acest lucru se dripoli şi aceea 


respectiv db‘‘ sau că „intre tensiunea de intrare în lanţul de cua 


de ieşire există o atenuare de atâţia neperi sau decibeli ` 


Mărimea ß din partea complexă a constantei de propagare, se e 
constanta de distorsiune (sau numai distorsiunea) pe cuadripol si exprima ya à ți: 
fazei undei de tensiune — respectiv de curent — pe cuadripol ; ea este Ge 
unghiul intre fazorii de tensiune — respectiv de curent — corespunzători ten- 
siunii sau curentului, existind la intrarea si la iesirea dintr-un cuadripol ; dis- 
torsiunea se măsoară în radiani sau in grade. Produsul 


nb = Br, 


în care n e numărul total al cuadripolilor care formează lanţul de cuadripoli 
se numeşte constanta de distorsiune totală (sau numai distorsiunea totală) a 
lanţului de cuadripoli *. 

Tinind seama de aceste definiţii, rezultă, că pentru « = 0, propagarea 
se face fără atenuare; in acest caz 


gi |A| = 1, aga cum s-a indicat şi mai înainte. 


Pentru « # 0 și pozitiv, rădăcina 2, corespunde propagării undelor de la 
stinga la dreapta (intrare-iesire) iar rădăcina x, unei propagări a undelor de 
la dreapta la stinga (iesire-intrare). A SE 

Să presupunem că în lanțul de cuadripoli există un r 
curenți și tensiuni — fără amortizare — definit de rela 
în fiecare punct** al lanţului de cuadripoli se poate 


n regim permanent de 
file (13.11) şi (13.13); 
serie 


on 


* Parametrii o si @ se dete 


rmi ` an ‘ 
** La punctele de interconc mină din relaţiile (18,6) si (13,14), 


clare ale diverșilor cuadripoli, 


620 


a, ers 


Din relatia (13.12) se deduce 


Z = 2t as (13.15) 


Cele două soluţii Ay gi Ag, corespunzătoare celor două sensuri de propagare 
e lanţul de cuadripoli, dau două valori posibile pentru Z, care nu sint altceva 
decit impedantele caracteristice ale lanţului de cuadripoli corespunzătoare celor 
două sensuri de propagare. Rezultă 


Be 2 SE TE 
| e SA A+D EE AO = 
| de LS == S = fh Vee = aul (D — A — (A + Dÿ + 4 

| 

| 
| | 1 jk = Ce N NR 
D | = de — 2) + VEDE TTBS =2, 
e | care este expresia impedantei caracteristice in sensul intrare-iesire (stinga — 
Sr | dreapta) *. 
în | În acelaşi mod se găseşte 
d Ze SE Ze = Be 


semnul minus interpretindu-se în sensul, că această impedantä caracteristică, 
este corespunzătoare sensului de propagare ieşire — intrare (dreapta — stinga). 

Să, considerăm o porţiune limitată din lanţul de cuadripoli, formată din 
cuadripolii de rang m, m + 1,..., M + p, pe care să o închidem la dreapia 
la ieşire, pe impedanta caracteristică Z,. Totul se petrece ca şi cum am avea 
li | un lant de cuadripoli nelimitat la dreapta **, a cärei impedanta aparenta la 
a intrare este tot Za 

| Dacă se leagă o impedanta caracteristică ©, la stînga lanţului de cuadri- 
poli, la intrare, lantul de cuadripoli va functiona ca un lant nelimitat la stinga 


à | 

a | gi care prezintă la dreapta, la ieşire, o impedanta aparentă egală cu Ce 
| Rationamentul facut conduce la ideea descompunerii undelor de tensiune 
| gi de curent, fiecare in cite două unde, care se propaga in sens invers, unde directa 
| gi inversă de tensiune si unde directa şi inversă de curent. Pentru a arăta aceasta, 
| să reluäm ecuaţiile (13.7). Scriind valorile lui M, si M, definite de expresiile 
| (13.8) sub forma 

a | M = Ma be H Ma = Malta, 

le | 
| si ţinînd seama de expresia (13.14) a constantei de propagare, ecuatiile (15.7) 

le se pot serie: 

IS | 


De Mee" impr ru 


EN 


| (13.16) 


M Ma 2 
La E eră | — mf ce ta th m piete meaa 
Zi d 


* Vezi 6,4,4,B, 
** Vezi [17] pag. 114. 


u momentul in care unda 


| oincidä ¢ Sr 
Alegind originen de uor LE aat alee ‘sting’ adică la intrarea în lant 


Va Me = Uo V2 


— p+m=0 


de unde, rezulta 
Notind 


relaţiile (13.16) pot fi scrise 


ak - m-a | Bim 1) + Un e™*| mB + Ue» 
UB hy eter el eee (13.17) 


I = e-m-102| —B(m— 1) v — Un ema mB + bo Vos 
-m ZA E Za Ee 


Din aceste relatii se deduc expresiile valorilor instantanee ale tensiunii şi curentu- 
lui; se găseşte: | 


Un = Up V2 e-™-* cos [wt —B (M — 1)] + UL V2 «me cos (wt + mB + po); 


in = SY Ze-™-™ costat—B (m—1)— Al 2 "cos (wt +B + be — Yr). 


(13.18) 


Rezultă, deci, că fiecare undă, de tensiune si de curent, este compusă din 

cite două unde mobile care se propagă in sensuri contrarii cu aceeaşi viteză v. 
Aceste unde sînt armonici în raport cu timpul care variază continuu ; în raport 
cu m, care variază discret, undele au un caracter spectral, spectrele respective 
avind o repartiție sinusoidalä. În ceea ce priveşte amplitudinea acestor unde 
SG crește sau descrește exponential avînd de asemenea un caracter spec- 

ral. 

„Cu aproximafia factorului exponential, pentru ca cele patru unde — de 
tensiune și de curent — să aibă respectiv aceleaşi amplitudini la timpurile 
își t + At — la bornele cuadripolilor de rangul m gi m + Am, este necesar ca* 


4 w(t + At) — B (m + Am — 1) — W = wt — B (m — 1) — dn (13.19) 


w (t + 


Ta Ai 


Al) + B (m + Am) + Ha — Pa = wt + Bm + We — Va, (18.20) 


* Pentru undele de tensiune Yu respectiv d, 
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sint nule. 


ia 


SH 


unde 4, gi Va au valorile din ecuaţiile (19.18), Din relaţia (13.19) rezultă 


Am nd 
Mec ane 
jar din relația (13.20) rezultă 
An a 
ADR Spar 


: Tinind seama că cea mai mică valoare pe care o poate lua m este 1, mă- 
rimea | 
1 o 
di = vn = + — 
A d- B 
se numeşte * viteza de propagare a undelor de tensiune și de curent, de-a lungul 
lanțului de cuadripoli. 

Rezultă deci, că cele două unde componente ale undelor de tensiune şi 
de curent, exprimate prin relaţiile (13.18) se propagă de-a lungul lanţului de 
cuadripoli în sensuri diferite, dar cu aceeași viteză : 

— undele 


Uma = Uo V2 e-(™=1) cos [wt — (m — 1) 6] 
gi 


De = V2 g=(m-Da cos [wt — (m — 1)8 — dal 


se numesc unde directe şi se propagă in directia stinga-dreapta, de la intrarea in 
lantul de cuadripoli catre ieşirea din lanţul de cuadripoli ; 
— undele 


uni = UL VS ema cos (ct + MB + ba) 


i = BN V2 eng cos (wt + mB + ua — Va) 


se numese unde reflectate gi se propagă în direcţia dreapta-stinga, de la ieşirea 
din lanţul de cuadripoli către intrarea în lanţul de cuadripoli. | 

În consecinţă, într-un lanţ de cuadripoli omogen, undele de tensiune si 
curent se pot descompune fiecare în. cîte două unde care se pi opagă de-a lunga 
lantului de cuadripoli, într-un sens sau într-altul, cu o viteză constantă ; amp i- 
tudinile lor se atenuează, pentru fiecare din ele in sensul de propagare oe 
punzätor, după 0 exponențială avind constanta de atenuare a, et pt ear de 
amplitudinilor tensiunilor sau curenților la bornele de intrare şi de ieşire ale 
unui cuadripol din lanţul respectiv este egal cu e“. 


Po ed 


* Vezi [20]. 


7 wu unda directa amplitudinea 
veste undele de curent, pentru EE, ja modulul 


u argumentul 


erc litudinea undei direc 
ei este egală cu amplitu inea 1 va C 
impedanfei Z, definită de relațiile (13.15) și este e S urmă C 
Va al acestei impedante faţă de unda de tensiune respee iv ebe 
reflectată de curent este egală cu ampiiti Ch E E 
împărțită la modulul impedantel Z, definită Es WS? relaţii (13.15), deta 
sel său fiind înaintea undei de tensiune cu unghiul t — 
E respective. La trecerea prin fiecare cuadripol al lanţului, defazajul 


dintre undele de curent și tensiune creşte — într-un sens sau altul — cu un 


unghi egal cu constanta de distorsiune B. 
Descompunerea undelor de tensiune sau curent în unde directe si unde 


reflectate se poate face şi în cazul unui singur cuadripol. 


13.1.3. CAZURI PARTICULARE DE FUNCȚIONARE ALE UNUI LANȚ 
DE CUADRIPOLI 


13.1.3.1. Lantul de cuadripoli omogen si simetrie. În cazul unui lant 
de cuadripoli omogen si simetric avem 


A = D: şi SE AE A E 


Rezultă : 


iets = — AR 
7 El ON 
D sh y 
MigibarS ot, ` B F 
Rea | oC Ze; 


IIs 
| 
| 
hes) 
| 
| 
SE 
Lk 
Il 
| 
N 


Märimea 


(all 


se numește i 

E op mpcdan ae ad 

{ ja caracteri: eal 

i SE A d lanţului de me ee (sau impedanta de undă ; 
Punzätoare definită in Aang omogen ȘI simetrie prin ; Sau impedanta 

—_ unui cuadripol simplu à PONORA cu marimea 

x DG" sau în ca 

zul 


Vezi 6.4.4.8, 
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eae 


nt 


unei linii lungi *. În acest caz, ecuaţiile (13.9) si (13.10) devin pentru lanţul 
de cuadripoli omogen si simetric 


Um = Uo ch my — Ze losh m y, 


A (13.21) 
1, = — SCH y ap Ho GRH 


Si 
U, = U,, ch my + Z, 1, sh m y , 


(13.22) 


U 
Il = Za sh m y +1, chm y. 


=e 


13.1.3.2. Lant de cuadripoli omogen si simetrie închis pe impedanta 
caracteristică. Dacă la ieşirea din ultimul cuadripol al unui lant de cuadripoli 
omogen se conectează o impedanta oarecare Z,,, atunci între tensiunea şi curen- 
tul corespunzătoare ieşirii din lanţul de cuadripoli există relaţia 


U, = Zn die (13.23} 


În cazul unui lant de cuadripoli omogen si simetric, dacă una din cele patru 
mărimi — U,, Io, Un, 1, — este dată, cu ajutorul relaţiilor (13.22) şi (13.23) 
se pot determina si celelalte trei mărimi necunoscute. 

Dacă impedanta de încărcare a lanţului de cuadripoli este egală cu 


impedanta sa caracteristică 


atunei ecuaţiile (13.22) iau forma simplă 


Uo SE U, en 
(13.24) 
I, aa it. e / 
si rezulta 
i = d SZ (13.25) 
0 en 


adică, impedanta aparentă la bornele de intrare ale lantului de cuadripoli este 
egală cu impedanta sa caracteristică, întocmai ca şi in cazul unui cuadripol 


simplu. 
/ Tinind seama de relaţia (13.25), în cazul cînd cuadripolul este legat pe 


impedanta sa caracteristică, din relaţiile (13.8) rezultă 
și deci, undele reflectate de tensiune şi de curent sînt nule. 
AH SRI RSR 

* Vezi 12,1.4,3, 
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AU oc. 229 


poate deduce 
GU, e (13.26) 


Din relaţiile (13.24) se 


if n = 4 0 Kë J 
ey relatiile (13.25) 
resi constantei de propagare, } ahs 
Welt ien, GE d curentului scad exponential de-a lun 
: ` ` D 
lantului de cuadripoli. 


13.1.4, APLICAŢII 


3.1.4.1. Linia electrică lungă. Pentru à modela o linie Seco ce eee 
à se înlocuieşte cu un lant de cuadripoli in T san ve Si eas de cuadri- 
SC impedantelor serie, respectiv paralel, se transformă într-un 
Säz ie [sau întors * (fig. 13.2). S A id tică 
poli de tip T sau P i -celule oarecare a lanțului rămîne identi 
Tmp trare a unei celule oa i > 
cu EE că în cazul unui lant format din foarte multe celule, dacă 


Fig. 13.2. Structură de linie lungă: Fig. 13.3. Lanţul de cuadripoli redus. 
a) lant de cuadripoli T ; b) lant de cuadripoli 7 ; lant de cuadripoli T. 


dorim să ne oprim la o celulă de un anumit rang, este suficient să se înlocuiască 
restul celulelor cu o impedantä egală cu impedanta Z, de intrare în lanţ. Să ne 
oprim la prima celulă ; schema echivalentă a lanţului este dată în figura 13.3. 
Aplicind metoda buclelor, ecuaţiile de funcţionare ale acestui circuit sînt 


éen Teel Uy = (Za + Za) Lo — Za li 
den Ge | | | | (13.27) 
0 = SCH ZL, = (Z+ Za + 4,) ES 
Din à doua ecuație rezultă 
toe tt% I ` 
Deeg = cle: (13.28) 


factorul de atenuare al curentului cuadripolului consider 


m at, 
* Vezi [20] 
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oo O ea 


a~ kend ka DP 


Py EE a a 


Tinind seama de relaţia (13.28), din prima ecuaţie (13.27) se deduct 
E ed AE jj, ‘ Luce 6x- 
presia impedanfei aparentă la intrarea in lantul de Oe SS 


D Z, +2 
EP A Zi, (13.20) 


intrucit, conform celor arătate, impedanfa de intrare in lanţul de cuadripoli 
este aceeași oricare ar fi celula la care ne oprim. Rezultă dar, că impedanta Ze 
nu este altceva, decit impedanta caracteristică a cuadripolului considerat, 
Expresia ei, în funcţie de parametrii acestui cuadripol se deduce din relati& 


_ (13.29) si este 


Ta + (Zs — Za) + Vs — Za? + 4 [Za (Zo + Za) + Z Zl e, 
4 5 = Ze 


relaţie cunoscuta*. 


| 13.1.4.2. Repartitia tensiunilor de-a lungul unui lant de izolatori. Fis un 
lant de izolatori al unei linii de înaltă tensiune format din n elemente (fig. 13.4,@). 


Ca N Ce 
c en 
Co 
a) b) 
Fig. 13.4. Lant de izolatori: a) si circuitul Fig. 13.5. Element de izolator: a) si circuitul 
electric echivalent b). său echivalent b). 


ai 


Fiecare element al acestui lant de izolatori are o capacitate C între două ar- 
mäturi consecutive si capacitatea C, între armătură şi stilp (pămînt) (fig. 13.5,4) ; 
pentru fiecare element se poate construi un circuit echivalent sub forma unui 
cuadripol in x (fig. 13.5,b). Circuitul echivalent al lanţului de izolatori poate fi 


asemuit cu un lant de cuadripoli in x (fig. 13.4,b) pentru care 


Din LaCie» 


Din relatiile (13.4), tinind seama de relaţiile (18.14) şi (13.6), precum şi de 
relația (6.139), rezultă 


A + D" ` ac 
hy Soha e Eege mA: (13.30) 


e Vezi 6.4.4.8., relația (6,131) 
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voal gi mai mare că 1. Dezvoltind cosinusul hiperbolice se obţine 


oh acos B + jsh asin p = À, 


ecuaţie care este satisfăcută pentru 


x fiind un numir 


ch « cos B = À; sh asin B = 0. 


| io rezulti i = 0. Pri luție nu corespunde 
| natie rezulté sha = 0 gi sin B = 0. Prima 80 col 
EEN Ge fh a = 1 si cos p = ) >1 ceea ce nu este posibil. Luind 


sin B = 0, rezultă cos 6 =1 si deci 
cha = À. 


Luind B = 0, din relatiile (13.30) rezulta 


y= 0 


Lanţul de izolatori fiind suspendat de stilp, tensiunea de intrare în lan 
de cuadripoli este nulă (U, = 0şim = 0) prima relație (13.5) dă | 


M, = — M, 
si deci 
U, =M(em —e-#") =2Mshym. 


Pe de altă parte, ultimul element al lanţului de izolatori are tensiunea 
nominală a liniei faţă de pămînt. Fie U această tensiune ; ea este aceeaşi cu 


10 tensiunea de iesire a lantului de cuadri- 
me |) BER poli considerat. Vom avea deci, 
A : = 


KEIER 


si rezultà 


sh ym sham 
Onin Ui ara ee Genie tev ESSE) 


sh yn shan 


care dă distribuţia de tensiune în raport 
cu pămîntul pe armäturile fiecărui 
izolator al lanţului, parametrul « fiind 
determinat prin relaţia (13.30) cînd se 
cunoaşte raportul capacităților Do, în 
BY oy de « à c 
SE 18.6 este reprezentată această 
distribuţie de tensiune la un izolator 
ou n = 10 elemente şi pentru raportul 
capacităților = = D: 0.095: e 

Fig. 13,6, Repartiția tensiunii | | ee Le E 
pe un lanţ de izolatori, Rezultă din această diagrams că, cu 

Sb ) 5 € 3 ] 
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iOS ern D Te car yay or ya 
1 = 9 
Numărul de deet. 9 1 


tde 
nd 


pul 


ea 
cu 
ri- 


= a 
Sg wey m eegen 


: GË 
cit raportul = este mai mic o istri 
C e cu atit distribuția tensiunii pe lanţul de i 
SEDO roal mult de o dreaptă, e E 
iferența de potential aplicată unui element al lantului de izolatori este 


A Ue = D Sg Unei — U [sh om — sha (m—1)], 


sh &, 


numărătoarea fäcindu-se de sus în jos. Pentru ultimul izolator (m = n) se obţine 


shan 


a = sh œ (n — 1) 
SU ufi er | i (13.32) 


Pentru izolatoare foarte lungi (n>) se poate lua shan = a şi re- 
2 


latia (4.125) devine 


de unde rezultă, că diferenţa de potential la care este supus ultimul izolator este 
independentă de numărul elementelor lanţului de izolatori ; în consecinţă, este 
inutil a mări numărul elementelor unui lanţ de izolatori peste o anumită limită 
compatibilă cu buna funcţionare a liniei. 


13.1.4.3. Linie electrică defectă. Să considerăm o linie de înaltă tensiune 
prevăzută cu un conductor de gardă (fig. 13.7). La un moment dat, dintr-un 
motiv oarecare (trăznet, punere la pămînt 
a unei faze ete.), din cauza capacităţii 
liniei, sau din cauza altor legături, apare 
un curent; de scurgere la pămînt prin stilp. 
Din cauza rezistenţei mari de punere la 
pămînt a stilpului, R,, poate să apară la 
baza stilpului o tensiune mare. Din cauza 
prezenţei conductorului de pardă, prin Fig. 13.7. Linie electrică cu fir conductor 
care se poate scurge în ambele părţi ale de gardă. 
liniei o parte din curentul de punere 
la pămînt, această tensiune este mult redusă, Căile de curent consti- 
tuie un circuit lanţ, sub forma unui cuadripol în T, care are impodantele longi- 
tudinale Z, = Za = he (rezistența conductorului de gardă între doi stilpi) şi 


imoedanta transversală — = R 
impedanta transversală =; = t 


Dacă linia este lungă“, atunci schema echi- 


entului in stilp este aceea din figura 


valent’ a punctului de pătrundere a our | | a € igur 
| impedantei caracteristice. Linia 


13,8, Relaţia (6,137) ne dă imediat valoarea 


—— 


e înlocuită printr-un lanţ de cuadripoli, 


i ipoli 0 =Y 
fiind considerată ca fiind formată din cuadripoli în T, pentru care U = 1, 
B= Z, + Bet Z,2,Y, 86 obţine 


— Wi 13.33) 
DE CA +a ( 


Tensiune a stilpului față de pămînt este 
| 1 D 
= 3 Ze 14 ; 
prin stilp trece curentul 
TE 
R, 


iar prin conductorul de gardă se scurge, in fiecare parte, 


1 S 
Fig. 13.8. Circuitul  Curenbul J, = aut —T,): 
ival la locul x 
eur SE Pentru a ne da seama de efectul conductorului de 
ardă, să examinăm următorul exemplu numeric :* R, = 
— 10, R, = 200, I = 100 A. Din relaţia (13.33) rezultă 


Z, = yz |/ 2 + = 640. 
Avem apoi, 


1 
U= 12, =>, 100 - 6,4 = 320 V. 


Fără fir de gardă, tensiunea stilpului faţă de pămînt este 


R,I = 20 x 100 = 2000 V. 


Din cauza conductoru lui de gardă, prin stilp se va scurge numai curentul 


firul de gardă conduce în cele două, părţi curenţi egali cu 


1 
a (I —I,) = 42 A, 


* Vezi [161] pag. 419, 
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13.2. LANTURI DE CUADRIPOLI FUNCTIONIND ÎN 
TRANZITORIU y ec 


13.2.1. ECUATIILE UNUI LANT DE CUADRIPOLI FUNCTIONIND 
IN REGIM TRANZITORIU 


„În cazul cuadripolilor pasivi şi liniari, dacă condiţiile initiale ale varia- 
bilelor — curenți și tensiuni — sînt nule, atunci ecuaţiile generale ale cuadri- 
polilor la functionarea în regim tranzitoriu au aceeaşi structură ca gi in cazul 
funcţionării în regim permanent. Ele se obțin aplicînd transformarea lui LAPLACE 
(10.30) ecuaţiilor generale ale cuadripolului (6.103). Se găseşte astfel 


Lu, = ALu, + Be, 
Dies Cu, DÉI 

intre coeficientii acestui cuadripol existind evident relatia de legäturä (6.104) 
AD — BC = 1. 


Pentru un lant de cuadripoli, pasiv, liniar si omogen, ecuatiile cuadri- 
polului de rangul m din structura vor avea forma 
I 


Sua = ALU, + Bin | EN 


Sima = Cum + Dim 


notatiile fiind aceleași ca în cazul regimului permanent“. Ecuatiile (13.34) avînd 
aceeaşi structură ca si ecuațiile (13.1) din cazul regimului permanent, rezolvarea 
lor se va face în acelaşi mod ca si in cazul regimului permanent. Se va găsi 


astfel : 


TANT à 22 CRs ` 
= 417 gh my | Sup — ———— sh my - Xo 
Ny ( ch MY gie SE d 0 ZE Z, D 
(13.35) 
pe ale 2 al my * LU dÉ MY — Pia eh my) Si, 
aie Z,+ Za Za + Za 


Scriind acum mărimile de intrare în functie de mărimile de ieșire, ecuaţiile 


(13.35) devin 


Zi — Za 2 Zi Za } M. Q 
ES ZER. ah my ËM, + ao SAMY Sto 
Lito =( ch my SE d NA Z + Z, 
(13.36) 
2 —2 = 
$ 2 Qı geg ] oh Bot VAS LE sh m ‘ei D 
TE «Su +1 oh my += Sec Y [Fo 
Li, = SR sh my Gier ( Y es? 


e Vezi p. 13,1.2.1. 
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rege Lt A 
în cazul unui lant de cuadripoli care este omogen și simetrie, ecuaţiile 
(13.35) si (13.36) devin 


Lu, = Eug Ch M Y — Z, Si sh my, 


(13.31) 
; Zi i 
ca la THe my + Lo ch my 
d 5 e 
Lu) = Su ch MY + Ze Lig sh M Y3 
| és (13.38) 


Sip == sh my + Lig ch m y: 


c 


Trebuie să observăm, că în toate relațiile scrise în acest paragraf mărimile 
respective sînt scrise operational, adică de forma* 


a + sb, 


în care a si b sînt numere reale, iar s= c + jo, cu condiţia A(s) > 0. 


13.2.2. CAZURI PARTICULARE 


„13.2.2.1. Lant de cuadripoli cuplat la ieşire pe o impedantä Z(s). Pentru 
simplificare, să considerăm ecuaţiile (13.37) de funcţionare ale unui lanţ de 
cuadripoli pasivi, omogen. şi simetric și sa presupunem că la ieşire el are legată 
o impedantä oarecare Z(s). În acest caz 

Su = Z(8) £i, 
și ecuaţiile (13.37) dau 


à Z 
Lug ch ny — Ze ĉio sh ny = — 


(s) 
Z, Lu sh ny + Z(s) Si, ch n y. 


de unde rezultă 
— Zech ny + Z(s)shny Sto 
Z(s) chny + Zesh ny Z 


Ze 
=>. 
ES 


Introducind aceastä valoare in ecuatiile (13.37), 


elementare se obtine după efectuarea unor calcule 


Lu, = 400) sh (n — my ++ Ze sh (n — my e 
Z (s)ch ny + Ze sh ny Lu, 
Le = MI Sm) yt Ze ch (n — m)y en (13.39) 
0 


Z (5) ch n y + 4, Shn y 


a PE dă D 


* Vezi 10.4.1, 
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Ecuațiile (13.39) sint; suficiente pentru rezolvare i i 
| E | a oricărei pro 
regim tranzitoriu în funcţionarea unui lanţ de cuadripoli SS de , 
omogen, obfinindu-se răspunsul la bornele de iegire ale cuadripolului de rangul 
pă E SEH atunci cînd la bornele de intrare in lant se aplică un semnal Uo 
oarecare, 


13.2.2.2. Lant de cuadripoli în gol la ieșire, căruia i se a i 

; : plicä la intrare o 
tensiune oarecare. Considerind tot cazul lan ului de cuadripoli i i 
simetric, fäcind în relațiile (13.39) i Dee oe 


Zi (8) = 00 
se obţine : 
h (n — m) y 
EE EE 
Ke chn ae “oy 
(13.40) 
ei, ee sh (n — m)Y lo 


ch n yY Ze 
În particular, la ieşirea din lanțul de cuadripoli, m=n, vom avea 


a See Oh SO 
ch ny 


13.2.2.3. Lant de cuadripoli in scurtcircuit la ieşire, căruia i se aplică la 
intrare o tensiune oarecare. Pentru lantul de cuadripoli pasiv, simetric si omogen, 
din ecuatiile (13.39), In care se face de data aceasta 


m jett 304 
se obtine 
Lu, == sh (n — m) Y Lu; 
sh ny 
(13.41) 
ei, le m) Y Sug 


sh ny Ze 


La ieșirea din lanţul de cuadripoli, m=n, se obţine 


D 
Ze 
re: à 


Lu, =0 gi =, 
ln d p Zahn y 


ceea ce verifică ipoteza făcută. 
13.2.2.4, Lant de cuadripoli cuplat la iegire pe impedanta sa caracteristică 


și căruia i se aplică la intrare 0 tensiune oarecare. Considerind acelaşi lant de 
cuadripoli, simetric și omogen, dacă în ecuaţiile (13.39) se tace 


Z (5) ma Ze 


ecuaţiile respective devin 


St nen E Lu Fa ` 
— nee 0 ` 
Cum een ch my + sh my (13.42) 
| 1 Cup. Së mt 
N = EE eem aie 
ne chmy+shmy Ze Ze 


Trebuie să observăm că gi în regimul tranzitoriu 


ip 


— — e? 


Lim 


D D D VW e A Lé Lä 
ca şi în cazul regimului permanent si că, ȘI i acest caz, nu eXIS 


undă reflectată. 


1.3.2.3, EXEMPLE DE APLICAȚIE 


13.2.3.1. Apliearea unei tensiuni treaptă la bornele unui lant de cuadripoli, 
omogen si simetrie, format din impedante fără pierderi şi cuplat la ieşire pe o 
impedanta neinductiva. Pentru a arăta modul de rezolvare a regimului tranzitoriu 
de functionare a unui lant de cuadripoli, se va considera cazul simplu a unui lant 
de cuadripoli identici, fiecare format dintr-o bobină de inductanta L si un conden- 
sator de capacitate C (fig. 13.9). Acest lant de cuadripoli este cuplat la ieşire pe o 


Fig. 13.9, Lanç de cuadripoli nedisipativ. Fig. 13.10. Circuitul echival T 
3313.10: valent în 


a unui cuadripol gama întors 


impedantä nei iech D ai i 

= fail că eile Zn e Topu t=0 ise aplică tensiunea constantă P Se 
| =, valorile iniţiale a ‘entului si eege 

Ne propunem să găsim expresia TK ale curentului şi tensiunii sînt nule*. 


enadripolului de r tensiunii și curentului 1 ieşi 
a vi uui la bor 
ngul m, repectiv la extremitatea de Gs a sa e 
că a lanţului, 


Fiecare celulă, di 
in lanţul de e ipoli 
fal engi a Ul de cuadripoli poate fi 

T, nesimetrie (fig, 13,10) pentru nae 1 poate îi înlocuită cu un cuadripol 


Z =8L ` 
ı = 8L, 4, = 0, ies BO 
Di 


men 


Te 


* Cazul particul 
A War studi "es 
casi; se simplifică numai eat Ce restringe generalitatea problemet metod 
| i — metoda de urmat fiind ace- 
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astfel încît, parametrii cuadripolului sint* e 


A=1+4+2Z,Y =1 kat LO, 
B = 7; -|- Ze + ZZY == SL, 
Deeg (13.43) 
D = 1 + ZY = ds 
Tinind seama că, în condiţiile problemei expresia imaginii tensiunii este 
de forma 


MO) 


Lu. = 
D, WASIA 


originalul cäutat este dat de a doua teoremă a dezvoltării lui HEAVISIDE** 


Ze V(0) a MEN sit 10 72 
>= ax) À ENT Ce) 


iza 
În cazul problemei studiate 
V(s) = [Z, eh(n — m)y + Z, sh(n — m)y] E, 
W(s) = Z, ch ny + Z, sh ny, 
y = f(s), 


d 
W'(s) = n(Z, sh ny + Z, ch ny) ae 


Din relatia (13.6), tinind seama de relatiile (13.43), rezulta 
chy =1+ —s*LO (13.44) 


În consecinţă, pentru s = 0, ch y = 1 gi deci y = 0, astfel că 


V(0) =Z, H yi W(0) = Za; 
rezultă 
BV. (0): oo 
W (0) 
Să găsim acum rădăcinile ecuaţiei 


Z, ch ny + Z 8h ny = 0 


* Vezi 6,4,4,9, 
** Vezi 10,4,4,5, 


sau | Zn 


thy E Tos 
“Punind EE =1) (13.45) 
este (i le V 
c 
se obtine 
Aigjny=—itsé 
sau 


tg j ny = tg É, 


de unde, rezultă 


(ir E | = soon Loy 
eee al | (i = 0, 1, 2, 2%) 


T n 


Introducind aceastä valoare in relatia (13.44) se obtine 


de unde, rezulta 
Dei, 
E cos im Gs E E e LPS 
: LC n T LC n n 


Cher E sin( 7 + $ | (13.46) 


si deci 


Este uşor de văzut că suma din formula lui HEAVISIDE trebuie făcută pen- 
tru valorile lui ¿e (— œ, œ), însă nu toate aceste valori dau soluţii distincte. 
Într-adevăr, pentru + à se obţin aceleaşi valori pentru s7. De asemenea, există, 
maori ale lui 7 pentru care valorile lui s? încep să se repete ; pentru aceasta tre- 

uie ca 


: er E ir Z 
sine( T — şin? x 7 
Hag a rt (13.47) 
ceea ce are loc pentru* 
leen PAT 
* Într-adevăr, din relaţia (13.47) rezultă 
i+nr E 
-—— T + E = 8 T = th 2 


2n 2n On On 


de unde r=2n. 
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Tinind seama de cele ce preced, se poate scrie 


v(0) v V(s;) V(— 
We = —— + Y —— end 4 Sa Ba ME TT 
o MA ao si W(s)) M vn — Su Wad Eeer 


Avem apoi 


Vis) = [Zach (n — m)y + Z,sh (n — m) y] E = 


gd eweg SE KS (4€ 


n 


“(in + č) —jZ, sin 


= |. cos COS M (in + d 


şi 
Vs) = V(— 5); 


într-adevăr, dacă ţinem seama de expresia (13.46) a rădăcinilor lui s; notind 
cu s; rădăcina cu semnul plus şi cu s; rădăcina cu semnul minus, atunci 


LA © 17 


RES RE Sle SE 


Din relaţia (13.44) se deduce 


CAD s LC 
Os sh y 
si deci 
l I 
wiel =n LOS E an rae 
shy shy 
Însă 


sh my =sh| — ; E ell sin (it + č), 


n n 
Ai d oo DR kB 
sh y = sh | re K 4p + | = — jsin ra 


sin (im et d J j 7 COS (im + Q 


D [ii 
in -+ itt + ch 
sin — i ` sin —— 
n l 


ch ny = ch | — j Ka + =| n| = cos (ùt + §), 


Rezulta : 


H Wi (8;) =n LC 8? Zn 


. 1 + 
şi este eviden sw'(s) = — sw’ (— 8): 


În consecință, relaţia (13.48) devine 


VO) 4 ay) VE oh sit. 
= wm +22 sawed SW (4 


Vom avea apoi, 


MED) ue E, 


wW 1 -— 
Ee Lalin + D + j Ze cos (it + Di. 


Această relație se mai poate simplifica ; într-adevăr, după efectuarea 


unor calcule simple avem 


A sin in + § 
in + E 
an = păr D 
in +& on 
sin 
ere H D D n- m a per 
Z COS EE (ix + 6) —1 Z,sin LH (in +- EI = 
— d T m 
=j Zol cos (” T ir Fi) 
cos 6 n 2 n 


Z, sin (in + €) + j Z. cos (im + 8) = (— 1)'j 


“astfel, că se obţine 


V(s;) E an in+é im E read ILIE 
—_—_~'_ — —— (—1)'— cet os "AT — — — . 
s; W (53) n ( SS S 2n x | n i 2 > 


Punind acum 


rezultă, 
În consecinţă, expresia căutată a tensiunii este 


EE, 


n Ba gO ji ctg- ones 


.-4 Ee 
VEER d cos ay | 

(13.49) 
638 


13.2.3.2, Cazuri particulare. 1. Lang de cuadripoli unction 
G i H A A oh în e 
la ieșire. In acest caz Z, = œ si din relaţia (13.45) Kelt tal ede 


is = Relatia (13.49) devine astfel 


La extremitatea lanţului de cuadripoli, m = n, expresia tensiunii de ieşire 
este g 


1 n—1 ; z 
U, = 2| 1 — — D (— 1) otg T=) cos ot |: 
N e 4 


n 


În figura 13.11 au fost date curbele de variaţie a tensiunii 
la extremitatea unui lant de cuadripoli, care modeleazä o linie de 


d 


7 ` Di 15 20 25 S 


nii la bornele de ieșire ale unui lang de cuadripoli, 
un semnal treaptă: a) pentru n = 1; b) pentru n= 2, 


Fig, 13.11, Variația tensiu 
la 


iune treaptă H = 10°V, 


1000 km, de 400 KV, căreia i se aplică la intrare 0 tens 
linia fi he Ay 
Ser ee SC Ch văzut că 80 DATE SE rezultat, 
ri | i | l ji R a : D D e 
SCH d Gent Ee SES im scurtcircuit la vegre. În acest caz, 
= 0, tg Ë — 0 gi vezulti E = 0. Relația (13.49) devine 


dacă se căuta origi- 


-1 i imr | 
Tis Lie if sin TE cos Q;t|* 
Va La Ge? 


n j=0 
in care, 
| 2 4i+1i T 
—— Be 
DS ër Si TT LE 
si deoarece 


NO Lime E = (1 SH e. 
wm wo  ShnY 


Rezultatul se poate obtine direct, daca se caută originalul primei expresii 


din relaţiile (13.41). Zen 
Se verifică uşor că, la ieşirea din lanţul de cuadripoli, m = % şi i 
3. Lant de cuadripoli cuplat pe impedanta sa caracteristică la ieșire. Facind 


Z, — Z, din relația (13.45) rezultă =- ; în acest caz, relația (13.49) se serie 


ae |: | Ae Ai +1 fi, SEO pac T = 
US SCT: EE Joos | S (44 + es rac O, d 
în care | 
E 2 ra Ar LI o À 
VLC n 8 


OBSERVAȚIE. În acelaşi mod se calculează si 


TEE Së RTE S originalul curenților; 
lăsăm în seama cititorului să facă aceste exerciții. R SS 


13.3 FILTRE DE FRECVENTA 


13.3.1, DEFINIȚII 


13,3,1.1. Filtru electrice id j 
(Lk e L eal. 7 eh A) k € e 
un circuit electric format dintr-un ay ed 


, EE au teoretic) este 
ant} de cuadripoli pasivi, fara pierder 


SC paniy, fara pierderi, (sau dintr-un 
Uy, À general nesinusoidalà, lasă să, oOo la intrare o tensiune 
vente apartinind la anumite benzi. mamira pă „Să "P atenueze : te free 
mult sau Gem putin see Ee numite benzi de trecere d ata ees = GE 
numite benzi atarnata ac enfele apartinind celorlalte benzi ` PASATA ON 
A, zÍ atenuate sau oprite alte benzi ale spectrului, 
„În consecinţă, un filtru este id, | 
siunii up, la pă E cane ideal, dacă curba reprezentind variaţii 
13.12. Mitru, în Lunetie de frecvența fa variație ten- 


are forma arătată în figura 


* Vezi [21], 


040 


| 
| 
| 
| 
| 


ES 


li 


ie 


r3 


+ = 


Frecventele f, si fa se numesc frecvențele de tăiere; in general fı < fay 

Dacă f, = 0, filtrul se numește trece jos; dacă fy —> co, filtru se numeste 

trece sus ; dacă fy # O şi fa # oo, filtrul se numește trece bandă ; un filtru trece jos 

com dat într-un anumit mod cu un filtru trece sus, realizează un filtru opregte. 
nad. 


13.3.1.2. Filtru electric real. Un filtru electric real sau un filtru de frec- 
venta real este un circuit electric format dintr-un cuadripol pasiv (sau dintr-un 
lanţ de cuadripoli pasivi) căruia, aplicindu-i-se la intrare o tensiune nesinu- 
soidală u,, lasă să treacă cu o slabă atenuare undele avind o anumită frecvență 
şi atenuează foarte mult undele a căror frecvenţă aparține restului spectrului de 
frecvenţă al undei de tensiune. 

în cazul unui filtru electric real, nu se poate realiza niciodată curba ideală 
din figura 13.12. Pentru a se obţine o curbă cât mai apropiată de cea ideală se 
fac diverse combinaţii de circuite electrice. 
Exist’ astfel, o mare diversitate de filtre elec- 
trice reale, în raport cu problema ce trebuie 
rezolvată. 

Filtrele electrice reale pot fi clasificate 
în două mari grupe: 

a) Filtre multicelulare pur reactive sau filtre 
compuse dintr-un anumit numär de celule sau 
semicelule simple, cuplate in lanț, ansamblul Fig. 13.12. Curba de variație a tensiunii 
acestor celule permitind obtinerea unel curbe de Ja bornele de ieşire în cazul unui filtru 
răspuns cît mai apropiate de curba de răspuns ideal. 
ideală. : 
b) Filtre electrice diverse sau filtre bazate pe proprietati sau pe structuri 
speciale, studiul fiecărui tip fiind cu totul aparte (filtre CAUER, filtre cu cuarț 


etc.) *. 


13.3.2. FILTRE MULTICELULARE PUR REACTIVE 


13.3.2.1. Condiţii de funcționare. Să considerăm un cuadripol în T (sau 
circuitul echivalent in T a lantului de cuadripoli) care formează un filtru elec- 
tric si fie Z,, Za şi ¥ elementele sale constituitive (fig. 13.13). 
Tinind seama de relatiile (6.139), relatia Z Z> 
(13.6) se serie Ee 


ZIZA A 
bes beier An (13.50) 
>’ fiind un număr real, intrucit elementele 
constitutive ale euadripolului T sînt reactanţe 
pure, | 
în cazul când circuitul echivalent al filtru- 
lui este un cuadripol în 7 (fig. 18,14), tinind 
seama de relatiile (6,141) se obține 


i BD aie ZA, ` DÉEN 
y= LZ = | 
gé 2 2 Fig, 13,14. Celulà de filtru electric în T. 


ee À 


* Vezi pentru aceasta [77] sau [265]. 
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pentru ambele tipuri de 


sînt gi simetrici, se obtine, 


în cazul € uadripolii 
În cazul cînd ¢ p pentru ch Y gi anume 


cuadripoli aceeaşi expresie | 
chy = A=1+Z2Y =A (13.52) 


Cele două tipuri de cuadripoli se deosebesc însă prin impedanta lor caracteristică 


e circuitul in 7, tinind seama de relatiile (6.139), 
B Zi E 
| ff Ee HE YZ 13.53) 
LE EE 
— pentru circuitul in x, tinind seama de relatiile (6.141), 


ES OS 5 
py) | ESS a 13.54 
Ze E V2 + Y2Z 


Întrucît reactantele constitutive ale cuadripolului (T sau 7) sînt funcții 
directe de frecvenţa f, rezultă că si À este o funcţie de această frecvenţă. 
Tinind seama de relaţia (13.14), expresia (13.50) poate fi scrisa* 
ch y = ch « cos B +j sh « sin B = A, 
de unde, separind pärtile reale de cele complexe rezulta 
ch «cos B = A; sh a sin 6 = 0. = 4(13-55) 


A doua din aceste ecuaţii este satisfăcută pentru 


| a = 0, dacă B kr (& — 0, 1, 2,...,n) 
sau pentru 
B = kr (k = 0, 1, 2,...,n), dacă a 0. 


În aceste condiţii, din prima ecuaţie (13.55) rezultă, 


cos B = A, dacă « = 0, 
sau 


ch o = +A, dacă, B = kr. (k = 0, 1, 2...,n) 


Cum pentru orice valoare a lui 8 


| | lcosB| < 1 
H pentru orice valoare a lui g 


We ch % > 1, 
* Raționamentul esle ¢ 
Sle același, fie că se a 
se aplică relațiilor (13.5 
00), (13.51) sau (13.52 
` À 202). 
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55) 


56) 


7) 


rezultă, că soluţiile (13.56) ale sistemului (13.55) corespund cazului cînd A est 
cuprins în intervalul —1 si --1, iar soluţii j SCH 
in aft degt de “rh soluţiile (13.55) cazului cînd à se găseşte 
entru a găsi interpretarea soluţiilor obtinu j - 
metrului à în funcție de frecvență şi si EEN gi EE “13 15) 
În cazul soluţiilor (13.56), atenuarea | Wees" 
este nulă ; în consecinţă, curenţii alter- A 
nativi, pentru care frecvențele sînt astfel 
încât A E (—1, 1), vor trece prin filtru 
fără a suferi vreo atenuare a amplitudinii 
lor. Regiunea în care atenuarea este nulă 
se numeşte domeniul de permeabilitate a 
filtrului si ea este cuprinsă între frecven- 
tele fı şi fa, fa Si Ja (fig. 13.15). 

În cazul soluţiilor (13.57), atenuarea 
poate avea orice valoare, amplitudinile 
undelor respective putînd fi reduse oricât 
de mult, chiar anulate. Această regiune de Fig. 13.15. Curba À = o(f). 
funcționare a filtrului se numeşte domeniul 
de zdvorire si este cuprinsă între frecvențele zero si fı, între f, și fa $i între 
fa şi infinit (fig. 13.15). 

Limitele de demarcatie între aceste două domenii se numese limitele de 
frecvenţă sau frecvențele de tăiere. 

Funcționarea unui filtru poate fi interpretată şi în funcție de impedan- 
tele care alcătuiesc celula sa* . Reluînd relaţiile (13.55), pe care să le scriem 
sub forma 


ch «cos =1 +ZY; sh «sin 6 — 0, 
se pot distinge trei cazuri de functionare a filtrului. 
Cazul I corespunde solutiilor (13.56) 


e 


aOR E A 


întrucât —1 < cos B < 1, rezultă că aceasta soluţie este valabilă numai atunci, 
cînd sînt satisfăcute inegalitätile 
—2 <ZY<0 
gau 
Le Y 
—1 <== < 0; 


x - > Alatagargas H i D VO 1 d 40 ral are intre 
în acest caz atenuarea este nulă si defazarea undei poate lua orice valos 


— Bir. le E e 
Seriind relaţia (13.56) sub forma 


ee CCI Wa. PETE 
ota AIST T-S, 


* Vezi [77] pag. 198 


: de distorsiune D, se 
nstantel cuprinse entre 
@ să fie cres- 


entr 1 co 

SE i folosită pentru calculu. Ee 

relatie care poate fi fo lori egale gi de semn Conte"; 

ee Ge tra. p ranta Aea radioalnini trebuie astfel ales , incit 
—n şi +7} 


et | A: véi 
e? e solutiilor (18.57) 

Shee eek Pe , 
valabilă numai atunci cînd | 


OU Be 


Deoarece « > 1, aceasta solutie este 
ZY > 0. 


| x din relatia (13.58), 
| tenuare ia valoarea dedusă din relat , 
de Se find nulă ; funcţionarea filtrului este deci, în bandă 


tenuare. | 
ee Din relatia (13.58) se poate deduce 


o cha — 1 ZY 
Gluten SN Er a 


| Cazul III corespunde tot soluţiilor (13.57) luate sub forma 
PC. a Ep: Bin; (k—1,3,5,...,2n+1). (13.59) 
Această soluţie ete valabilă numai atunci, cînd 
DR i 


Si în acest caz filtrul funcționează în bandă de atenuare. 
Relația (13.59) poate fi pusă si sub forma 


- — Zy 
2 2 


Pentru diferite valori ale frecvenței de lucru, expresia = ZY poate lua 


valori corespunzätoare celor trei cazuri examinate, care definesc condiţiile de 
lucru ale filtrului la aceste frec- 
vente ; se pot determina astfel, 
benzile de trecere si de atenuare 
şi frecvențele de tăiere. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Zordo de Bonde E Ronde de E figura 13.16 este repre- 
re PECENE alenvare zentata variatia constantei de 
Eet “=O azargch(+ZY) atenuare « în functie de mări- 

Bath = are cos Bul 
(1+ZY) mea — Z Y, corespunzătoare 


tipului de filtre examinat. 
Este uşor de văzut, că 


ae ca ee pe 
[2 dacă —-ZY ia toate valorile 
ES pentru filtrele în lang, ze 


între — œ gi + 00, atunci 


“TA 


E 


Fig, 13.16. Curbele atenuării 4 = 
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mene e e aa 


f - à A d ] 8 A $ d | + D 3 ww . 
| | | | ce e t 1 


| 
EE si ZY =0. 


13.3.2.2. Aplicatie : Filtru trece bandă. Să considerăm on lant cu cu 

D . D x a 
dripoli in care impedantele Z sint constituite dintr-o bobinä de See L 
in serie cu un condensator de capacitate C, iar admitantele Y dintr-un conden- 
sator de capacitate C, ; în aceste condiţii, o celulă in x a filtrului este formată 


E. : 1 A 8 
din impedanta Z- = j (25 cai) iar admitantele respective Y = j ES Coe 
1 at 2 


(fig. 13.17). 
Din relatia (13.52) se deduce imediat 


H 


P Re Ge Eë LUE D 


care se vede că este o mărime reală. 
De asemenea, este uşor de văzut că 
funcţia À = Tool este O parabolă cu 
virful pe axa ordonatelor (fig. 13.18). 

Frecventele de tăiere se obţin 
din relaţia (13.60) în care se face pe 
rind À = +1. Se obține 


o =e, Pts) 
VLC, 
care corespunde rezonantei laturii 
longitudinale, și 


ns 


1 4 
0) = Lesser Ee © 13.62 
S lee l ) 


în afara benzii de trecere, fac- 
torul de atenuare este dat de relația 


(13.58), care, în cazul de față, ţinind 
seama de relaţiile (13.61) Și (13.62), 


poate fi scrisa 
u) A 
E 
EH 


Ro 


Wy 
Fig. 13,18. Determinarea benzii de trecere. 


sate | mită aproxi- 
ate ‘ont o anumită ap 
acă este guficie À doi termeni 


ele sau, d tinind pri 


i a se obţine din tab funcției ch a fire 


Valoarea lu 
Keis din dezvoltarea in serie à 


Leg | 
Chee 7 


frecventà. a 


|. | o Trece jos 


a 
WT bh ` Trece SUS 
S f 
a a« 
Fig. 13.19. Variatia atenuării filtrului — 
în funcţie de frecvenţă. l 
Trece bande 
F - 
7 Doreste banda 


În cazul cînd filtrul este format dintr-un lant de n celule identice, frecven- 
tele de tăiere o si w apar mai nete întrucît atenuarea este în acest caz na. 
„Be observă ușor, că în cazul cînd capacitatea condensatorului C, este 
infinită, deci impedanta sa este nulă, ceea ce se poate realiza daca este scurteir- 
cuitat, atunci o= 0 gi filtrul devine un filtru trece jos* . 


Cu titlu de informatie, în figura 13.20 au fost date scheme de principiu 
pentru celulele de bază a celor patru tipuri de filtre în lant** . 


Fig. 13.20. Scheme de principiu pentru 
diverse celule de filtre electrice. 


„13,8,2,3, Filtrele electrice multicelulare reactive reale. Atît bobinele cit 
8 condensatoarele, cu ajutorul cărora se realizează un filtru electric multicelu- 
r PEUT, în practică nu sint lipsite de pierderi active, aceasta deoarece, nu 
poate exista bobină fără rezistență electrică gi dielectric fără pierderi. Din 


* Vezi 13,3,1,1, 
** Pentru mai multe detalii a se vedea [265], 
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grenge, 


f 
E 
{ 
H 
D 


această cauză, banda de trecere a unui filtru electric nu are o atenuare nulă ; 
valoarea atenuării care apare în banda de trecere se poate calcula, dacă in ecua- 
pile (13.50), (13.51) sau (13.52) considerăm că A nu este un număr real, ci un 
număr complex de forma 


A= hn i 
Sistemul de ecuatii (13.55) devine in acest caz 
ch «cosB = A; shasinf = Ag, 


care rezolvat da 


sin? B = (= — À) + |+ OAI + A 


gi 
Ae 


sin 8 


sh o = 


 Curba reprezentată punctat in figura 13.19 arată modul cum se modifică curba 


de atenuare din cauza pierderilor. 


Capitolul XIV 


| PURILOR ` 
El R ELECTRICI ȘI CIM oe 
PROPAGAREA ETICE ÎN CONDUCTOARE MASIVE, IN R 
HE ue SINUSOIDAL. EFECTUL PELI 


C ÎNTR-UN CON- 
EA CURENTULUI ELECTRI 
CS Be MASIV DE FORMA DREPTUNGHIULARĂ 


14.1.1. GENERALITĂȚI 


Dacă iv de lungime infinită este străbătut de un curent 
electric EE SE SE că acest GE se repari an 
uniform p a secțiune a conductorului; el are tendința $ 
E Se densitatea de curent este mal redusă in centrul ee 
torului, decit la periferie. Acest efect este cu atit mal pronuntat, cu cit secțiunea 
dreaptă a conductorului este mai mare gi cu cit variația curentului este ma 
rapidă. În cazuri limită, un conductor masiy se comportă aproape ca un tu 
cilindric găurit de acelaşi diametru, ceea ne arată că, în asemenea cazuri, mate- 
rialul nu este bine utilizat. Ca o consecinţă, atunci cînd este necesar ca materia- 
lul de instalaţii să fie ușor (pe bordul avioanelor, sau al navelor) se utilizează 
curenţi de înaltă frecvenţă şi conductoare tubulare. 

Fenomenul poate fi explicat uşor calitativ. Să considerăm un conductor 
cilindric. Curentul care circulă in acest conductor, paralel cu 4xa sa şi în sensul 
sigetii (fig. 14.1) produce un cîmp magnetic în însuși interiorul conductorului : 
liniile de cîmp sînt cercuri concentrice. Curentul variind, va varia şi fluxul 
produs de acest cîmp ; din această cauză, în diverse secţiuni longitudinale vor 
apărea forte electromotoare de inducţie si deci, curenţi care vor produce fluxuri 


ce vor căuta să se opună cauzei care i-a produs, 
conform legii lui Lenz. Astfel, într-o secțiune 
oarecare, curenții simetrici mnpq şi mung si 
care se produc deo parte şi de alta a axei, au 
același sens cu sensul curentului principal către 
periferia conductorului şi sens contrar cu acesta 
Rare centru, În consecinţă, ei au tendinţa să 
ntăreancă curentul către periferie şi să-l mieşo- 
deit | eh d - i ¥ Š 3 
reze către centru. 

Cum v: y CEI e GE, Ge OR 
GE u E oeres cimpului magnetic variază în 

Orlorul cilindrului proportional cu raza*, feno- 

menul va fi mai accentuat | iterie dette ae 
Fig. 1 Patte alti narta anat voce Perierle decit în ax. 
ig, 14,1, Producerea fenomenului d parte, aceşti curenţi paraziți nu sînt i 
edy Ne de iat Lp (i nu sint în 

rare a densităţii de curent la “AZA CU curentul principal; rezultă, că în secțiune 


eriier EE SCH 
EE conductorului, va varia gi faza curentului rezultant 
e Vou 9,2,6.2, Sg 
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14.1.2. STUDIUL CANTITATIV AL FENOMENULUI IN CAZUL UNEI BARE 
DE SECȚIUNE DREPTUNGHIULARA, DE LUNGIME INFINITĂ 
ȘI A CĂREI LĂȚIME ESTE MICĂ IN RAPORT CU INALTIMEA 


14.1,2.1. Stabilirea ecuaţiei generale de propagare. Fie o bară infinit 
lungă, avînd secţiunea A BOD dreptunghiulară cu înălțimea sa 25 şi lățimea 
mult mai mică 2a, astfel că a < b (fig. 14.2). Această bară poate reprezenta 


de exemplu o bară colectoare dintr-o 
cameră de conexiuni a unei centrale 
electrice. Să presupunem că ea e stră- 
bătută de un curent electric i. Ne 
propunem să găsim repartiția acestui 
curent în secţiunea dreaptă a acestei 
bare. Presupunind că bara este des- 
tul de îndepărtată de orice conductor 
exterior, singurul cîmp care poate mo- 
difica repartiţia de curent este cîmpul 
propriu al curentului 7. Din cauze de si. 
metrie, densitatea de curent va fi aceeaşi 
în doua puncte situate simetric în raport 
cu axa yy’ a secţiunii drepte. 

altimea barei 2b, fiind presupusă 
foarte mare fata de lățimea sa, putem 


admite că liniile de cîmp de inducție ma 


Fig. 14.2. Bara de secţie dreptunghiulară. 


gneticä sînt paralele cu axa y'y şi că ele 


se închid sub forma unor bucle dreptunghiulare ; de asemenea, admitem că 
densitatea, de curent este uniformă, în orice plan paralel cu feţele laterale. Aceste 
ipoteze sînt posibile dacă se neglijează fenomenele ce se produc la extremităţile 


AB şi CD ale secţiunii drepte. 
Utilizînd ecuaţiile lui MAXWELL 


Fr 0D 
rot H = 5 + — 
at 
a 3B 
rot # = — — 
` ot 
și relatiile* 
Es 7 LS do 
= TT = — = = p > SE , 
D — —.* e a l Ze emm = 
E = D; B=pH; ò= yE; div E =; div H 0; div à SCH 
pentru conductorul dat se poate scrie 
mor im DE 
rot H =d te— (14.1) 
Ot 
Și 
= aH 14.2) 
a » d = m- er + ( sá 
rot / H = 
~ A ; ` 5 d S- 
i o este sarcina electrică volumetrică, 
* y este conductivitatea conductorului gi p este sare! 
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uctoare uzuale, curentul 


La frecvențe mini he DR Hz), pentru cond 
de deplasare este neglijabil faţă de curentul de conductle 
aceste condiţii, din» relaţia (14.1) rezultă 


dE zi |. In 
(: ER 221) 


Fi = rot H 
Y 


gi deci, 
div H — 0 


de unde, rezulta 
0 = 0 BL div 5 = 0, (14.3) 


pentru curentul de conductie E E. 
Aplicind rotorul ecuatiel (14.2) se obține 


rot rot E — + rot rot ò = wees [NS + grad vies u rot = = 
X Y Y at 
Ts E 
—— LL Tn rot H, 
sau finind seama de relațiile (14.1) şi (14.3) se obține 


SS 08 
NOt (14.4) 


care este ecuatia generală de distribuire a curentilor in sectiunea condu i 

| g etorulul. 
în cazul particular considerat, densitatea ò a curentului de SE 
de-a lungul axel z in intreg conductorul, nu-şi schimbă sensul şi nu depinde 
decit de x, ecuaţia (14.4) se poate scrie kb 


Geer (14.5) 


14,1,2,2. Integrarea ecuației de repartifi E 
itie a densităţ 
regimului armonie sinusoidal Eet Ki densităţii de eurent în cazul 


i = I V2 cos (wt + dl 


curentul alternativ sinus | 

Ve A oidal ce străbate b itis 

55 on ara, Densitat en: s 
punzätoare poate fi scrisă în mărimi complexe sub ASTAN Ae Orona aran 


B= 3 foi + 4 
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te serie 


gi atunci, ecuaţia (14,5) se poa 
À 

LA gp _ 
a Sa" jouyà, 


a pomi = Vjouy = m (1 + J)s (14.6) 

| Der SC | (14.7) 
de repartitie à densitätii de curent devine 

TE ra | (14.8) 


ecuaţia analoagă cu ecuaţia liniilor lungi**. 
Integrala generală a acestei ecuaţii este 


ead, ee +4, SEX 


densitatea de curent trebuie 


Tinind seama de faptul, că din cauză de simetrie, 
ezultă A, =A, =A şi deci 


să fie aceeaşi de o parte şi de alta a axei y’y, T 


S= A (e +e) — 2A ch kg = 2 Ach (1 + J) me. (14.9) 

4) À Fie 3, densitatea de curent pe fețele laterale ale barei (2 = @); ecuația 
(14.9) devine în acest caz 
lui. | 
nde EH 
| gi eliminind pe À intre aceasta relatie si ecuatia (14.9) se obtine 
hk 

4.5) DRASS (14.10) 


1 à pat această formă, ecuația care dă repartiția densității pe secțiunea conducto- 
azu | ui este identicä cu aceea a curentului pe o linie lungă, ou constantele unitorm 
raspindite gi cu extremitatea receptoare legată în scurtcirouit***, 


* Ridicind la pătrat relaţia (14.6) se găseşte 


ore?” mê + rê + 2imn = jopy, de unde m? — n? = 0 și 2mn = ouy, de unde, m = n = ES 
++ Vezi 12.1.3.2, 
44% Vezi 12,1,0.0. 
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lat) | serie 
Tinind seama de expresia (14.6) à lui &, relația (14.10) se poate 
ch ma cos mx + jsh mx sin mr ` (14.11) 
è FE ch ma cos ma + j sh ma sin ma 


Valoarea efectivä a densitätii de 
„curent este 


= Og | 


ch 2 mat cos 2 ma 


în care 5, este valoarea efectivă a lui à, - 
Defazajul lui 5 față de à, este dat de 
relaţia 


bh = are tg (th maz. tg MX) — 
— arc tg (th ma.tg ma). 


în figura 14.3 este dată variaţia densi- 
tätii de curent în raport cu lățimea 
barei. 

În cazul cînd œ tinde către zero, 
m tinde de asemenea către zero* şi à 
tinde către à,, oricare ar fi æ: rezultă 
că densitatea de curent de la periferia 
conductorului va fi aceeaşi cu densita- 
„tea de curent ò din interiorul secţiunii, 
oricare ar fi x ; este cazul curentului con- 
| tinuu pentru care densitatea de curent 
Fig. 14.3. Variația densității de curent în secțiunea | este uniformă pe toată secţiunea. 


barei. _Dacă ma este mare, adică, dacă 
à = _ … grosimea conductorului este mare, sau 
ecvenfa este mare, sau permeabilitatea mediului este mare, densitatea de 


curent in centrul secţiunii tinde către zero si curentul tinde să À 
cätre periferia conductorului. R par Sr er 


14.1.2.3, Impedanta proprie a conductorului. Pri initi i 

- Prin definiție această impe- 
deen E cu raportul dintre diferența de potenţial U e două NÉE 
| arei, situate la o distanţă Z între ele si curentul I total care trece 


prin conductor 
U 
Z == re 0! 
d 
Curentul tot | ; 
otal care trece nrin santin: | 
te trece prin secţiunea, de grosime 2a si de înălţime 2b 
a 
I =) | a, 2b 8, [a 
do = "| ebhkada- #3 
Re II ji ch k A \ : ( h k Hu d 0 = CS th k a. 


* Vezi relația (14,7) | 
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Rezultă 


Gë ao Si And Bă 


Densitatea de curent §, este aceea care s-ar găsi în conductor dacă îrec- 
venta ar fi infinit mică ; deci §, este în fază cu U (fluxul exterior conductorului 
nd neglijat); rezultă dar, că 


U 
RUES Ii 
$ | ; 4abs, 
Sia = i 


reprezintă rezistența conductorului în curent continuu. 
Putem serie deci | wu 


Z = ka R, cth ka (14.13) 


.. ch ma cos ma+ jsh ma sin ma 
Z=ak,m(1 +j) ca macos mar MITTAL. 
sh ma cos ma+ jch ma sin ma 


Tnmultind cu conjugata numitorului, expresia lui Z devine ` 
Sg: 


Z =aRym(1 + j) sh2ma— j sin 2ma | À (14.14) 


ch2ma— cos 2 ma 
Rezistenţa, efectivă a conductorului este partea reală a expresiei (14.14) 


Re R, sh2ma+ sin 2 ma (14.15) 


ch2 ma— cos 2 ma 


iar reactanta efectivă a conductorului este partea complexă a expresiei (14.14) 


— si a 
NON 40 Gee R, ra sh 2 ma sin 2m 
ch 2 ma— cos 2 ma 


(14.16) 


Dacă ma este mare, adică, d OS] ‘el ` 

E j ; acă grosimea barei este mare sau frecvența 
E alternativ este mare, functiile trigonometrice, la care amplitudinea 
H => geste valoarea 1, pot fi neglijate față de funofile hiperbolice şi deci 
tgh 2ma poate fi confundat cu unitatea*, Se va putea sorie deci 


R Aw OUY 
— m= Ges OI: = ma 4.1 
RR / 2 (14.17) 


ee 


* d | 
Avem lim th ZA 1, De exemplu, pentru ma = 2, sh ama = 27,29 si ch 2 ma = 27,3 si 
rezultă tgh 2ma £ 1, 
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enta efectiva este egală 


Rezultă dar, că pentru valorile mari ale frecvenţei, rezist 
cu reactanta interioară a conductorului. Eet te os 

Din punct de vedere al pierderilor prin € ect JOULE, NERO 
totul se SE ca şi cum curentul ar fi localizat la periferie, - 


coajă fictivă de grosime « astfel, încât 
(14.18) 


1 
R Ro „Rezultă Lët i 


ă jă fictivă ă ă ea este egală cu 
dacă calculind această coajă fictivă, se găseşte că 
un i dă grosimea 24 sau mai mică decît aceasta, atunci se poate aplica 


j j rozimativă (14.17). : 
D AR aer e să DE E fictivă a unui conductor de cupru la 


o frecvenţă f — 5 000 Hz. Avem pentru cupru 
Ee 00-10 Sim; o =2m:5000 = 104% 
m 


gi rezultă 


2 S 2 
© 0,95.10 2 m. 
OLY 104-47 -10-7-56-108 


Dacă bara are grosimea 2a = 20 mm, raportul dintre rezistenţa efectivă a 
barei si rezistenţa în curent continuu este, conform relaţiei (14.15) 


R a 10 
— = — = — & 10,5. 
Ro "e 0,95 


Î i . ; ; 
fi adh cazul particular eonsiderat, al unei bare de cupru, relatia (14.18) poate 


d 
ol? ` ) (14.19) 


(> A ee 


în care feste frecvența curentului j 
) Í ui alternativ. Se poate j 
diverse frecvențe, grosimea de pătrundere. În tabloul EE ieee Pta 


grosime de pătrundere şi 
grosime de 20 mm ȘI raportul rezistentelor pentru o bară de cupru avînd o 


f 
Et, | 5000 104 Ss 
& (mm) 9.4 AS 7 dan esc es 108 10210 
anca az ARI MR 0, — 
Se 95 0,66 66-10 -3 6.6-10-3 
[Ro 1,06 10,5 Eae reena 0,66-10-2 


TETE : 151 1 


510 15100 | 


ek 


Ei ba 


141.24. Disiparea de energie in conductor. Încălzirea prin inducție. 
Tinind seama de expresia diferențială a legii lui JOULE*, puterea disipată în 
conductor prin efectul JOULE pe unitatea de suprafață liberă este 


P= qe 

OF i as. ? 

3 ie 7 

WOR a 

sau finind seama de expresia (14.12) a densităţii de curent, 

K s i 52 sh 2 ma + sin 2 ma $4 f 
ae py =. Mame — = tfma). 
Re vues Ym ch2ma -+ sin 2ma Ym 


) fiind, că pentru ma mare f(ma) tinde către 1, se poate scrie cu suficientă 


imatie 


2 2 See rey ae 
Dy = ee e Se E (14.20) 


a 
ym D: Keis? OH 


£ eoare € 3, = yE,- : 
"Din ecuaţiile (14.1) si (14.2), tinind seama de condiţiile (14.3) se deduc 


ecu file de propagare a cimpului electric sau magnetic sub forma 


AB = uy = | (14.21) 
AH — x = e (14.22) 


ceea, ce arată, că propagarea cimpului electromagnetic se face în acelaşi mod ca 


si densitatea de curent 5. alai) | 
Cunoscind densitatea de curent, cimpul electric se determina imediat din 


relaţia 3 = +B si pentru cazul particular al regimului armonic este 


| 


da chk hkx . 
D = = = D, ——. (14.23) 
2 


Cimpul electric are aceeaşi direcţie cu 8 şi deci nu depinde decit de v. Pentru 
determinarea cimpului magnetic H se porneşte de la relaţia (14.2) ; tinind seama că 
rezultă 


dE OF 
RH. cs 2, =9 Bl art on ee 
rezultă 
OH, Aë: 
ry Si (14.24) 


— +--+ 


* Vezi 2.1.43. relaţia (2,28) 
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aloarea sa dată de relaţia 


iv şi j uv 
în cazul curentului alternativ ȘI înlocuind pe E c 
(14.28), se obţine 


sh E e (14.25) 
H = i, S Re ; 
unde 
EE | (14.26) 


Som (ey k 


ă j itatii cî lui magnetic este 
i ia (14.24) rezultă că vectorul intensității cimpu ; este 
ae Sen SC oy si este deci, perpendicular pe vectorul SN 
cimpului electric # care este indreptat in sensul axei Oz. Vectorul lui POYNTIN 
corespunzator* | 
S'en Se 


ne arată că unda corespunzătoare cimpului electromagnetic respectiv se propaga 
din exteriorul conductorului cätre interiorul lui**. $ i 
Ca funcție de timp, relația (14.26) ne arată că intensitatea cîmpului mag- 


e EN e . T 
netic este în urma intensității cîmpului electric cu argumentul Ces 


Disiparea de energie electric’, determinatä mai sus, este utilizata in încăl- 
zirea materialelor prin inducţie; în această operație, piesa de încălzit este supusă, 
fără un contact material, unui cîmp electromagnetic de intensitate mare E, 
și H, pentru care adîncimea de pätundere si deci frecvența de utilizat, este în 
funcție de grosimea zonei de încălzit. Astfel, pentru piese subțiri sau pentru 
călire superficială se va utiliza o frecvență înaltă ; pentru o încălzire mai pro- 
fundä se vor utiliza frecvențe joase**. 

Efectul pelicular studiat poate fi folosit şi pentru a proteja o porţiune din 
spatiu contra unei unde electromagnetice perturbatoare, cu ajutorul unui aco- 
perämînt metalic in care unda respectivă nu pătrunde la adincimi mai mari 
de 5 sau 6 ori o, Acestea sînt blindajele electromagnetice cu ajutorul cărora se 
ecranează diverse montaje, cabluri etc, si care se pot realiza foarte usor atunei 
cînd frecvențele sint foarte mari gi deci « este foarte mic te ` 
14,1,2.5, Efectul de vecinătate****, Dacă do 


de curent alternativ sint așezate paralel îi 
"Mt Pare unul ling 
mănătoare cu efectul peliou] 4 AU linga 


uă conductoare parcurse 

altul, au loc fenomene ase- 

EEN, iar, cu următoarele consecințe : 

ile mai apropiate ale contr et sens, densitatea de curent scade în păr- 
i i ) oar \ gi apagta în . ` : 

sois dl onductoarelor si creste în părțile mai depărtate ; 


* Vezi 15,2,1,1, 

** Vezi si 14,1,3,2, 

** Vezi tabloul 14,1 
** Vezi [190] pag, 268 


* 
“+ 
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= — dacă cei doi curenţi au sensuri inverse, densitatea creşte în părţile 
apropiate şi scade în cele depărtate. 
Acest fenomen poartă numele de efectul de vecinătate și are aceleaşi con- 
secinte ca si efectul pelicular, privitor la creşterea rezistenţei în curent alternativ. 
e 14.1.3. STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU DE STABILIRE A CURENTULU! 
ELECTRIC INTR-UN CONDUCTOR MASIV 
) DE FORMA DREPTUNGHIULARA 
. 
14.1.3.1. Stabilirea ecuaţiei generale. Reluind ecuaţia (14.5) care da 
repartiția densităţii de curent 
5) GE 
dr BY ot 
se căreia i se aplică transformarea LAPLACE *, se obţine 
Al 
G 2 
EY Ss GD ne (14.27) 
dr 


D? dE coe 
Le GES 
~ wad 


` în care £5 este imaginea, densităţii de curent căutată şi do densitatea de curent, 


existentă în secţiune la momentul iniţial. 
Pentru integrarea ecuaţiei (14.27) să notăm 


k = Vays = m Vs, (14.28) 
unde m = Vue, 
Cu acestea, ecuația (14.27) poate fi scrisa 


ES TORN = — Te Sy 
d x? 


Integrind această, ecuaţie fără membrul doi, se obţine 


Së Ape? + Age, 


sau tirind seama de simetria secţiunii (A, = As = A) 


95 = 24 ch ka, 


Le ' 
> 
e- | Fie £3, o soluţie particulară a ecuaţiei (14.27); rezultă 
| 
r- | =) Bef di = = mS, 
| gi deci, 
| : mt e A 
| LB = äu = Mi 
Ke y 


* Vezi justificarea aplicării transformării LapLace primului membru al ecuației in 12.2.2. 


2—0., 229 
4 


atiei (14.27) este 


asttel, că soluția generală a ecu 
5 
5 = 2A ch ka ES: 


rmin de i „se e că la marginea 
darminerén constantei de integrare, se presupune. 
Seier (@ ia), densitates respectiva este constantă si are valoarea 5, 


Punind K 
ES — © 59 H 
Ss 
rezultà : 
si deci, 
2 À = SCA "PTE do), 
ch ka 


astfel, că soluţia generală a ecuaţiei (14.27) este 


ch kx 


£5 = £(8, o) tes, 
ch ka 
a (14.29) 
INSAN ch kx 
( d ( i òo) ch ka 


dés 14.1.3.2, Aplicație. Stabilirea unui curent electric stationar. Fie o bară de 
raime 2a, înălțime 2b si lungime l, a cărei conductantà este y şi căreia la timpul 
d Go E aplica la, ER tensiunea constantă U; se presupune că 
1 mome iva ; ăbătută ici 
een PR ment, bara respectivă nu era strabatuta de nici un curent. 


é U 
d = 0 şi d, = ES = Const. 


fi relaţia (14,29) devine 


LS Da, chke . 
s chka (14.30) 


Pentru gäsire ot A 
7 Ca Original opted EE 
lui HEAVISIDE Binalului expresiei (14,80) se aplică formula dezvoltării 


d = A(0) SÉ 5 A(s;) i 
iee + M 
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in care, în cazul problemei studiate, 


A(s) = 8, chka, B(s) = chka, 


si € el Lu 
7 SO B'(8) = TF shka, 


ind seama de expresia (14.28) a lui k. 
Rădăcinile numitorului ecuației (14.30), în afară de s= 0, sînt date 
de ecuația 


TENAN 


chka =0 sau cos (— jka) = 0. 
Tinind seama de relația (14.28), rădăcinile acestei ecuații sint 
| 2n + 1)? S 
| SS | 8, = SE Ki , ne[0, o). (14.31) 
| ERE 2 
Se obţine deci, 
A(s,) = 3, ch j (2n +1) =-— = 8, cos (2n +1) ©—; 
24 a 2a 


s,B'(5,) = —— (2n +1)~ sin (2n + 1) Z = — (2n + DE, 


A(0) — ÿ, si B(0) =1; 


| rezultä astfel : 

| U e (17 ` 
e n ata ine E ert == |, 
1 l T Bes E + 1 2a 
à unde s-a notat 

SC Q@n+1ÿ (x\* 1 [anti x À 
a?m® 2 ATHY a Ce Le 
Cunoscind expresia densității de curent, se poate determina expresia 

| curentului ; se obţine 

KE i= 2b( ea (ën — LS c~ Bat 
) ar | mt (an +1» | 


Rezistenţa în regim permanent, în curent continuu fiind 


l 


Va — STI | 


4 aby 
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rului este 


uctanta tranzitorie a conducto 
g 2 en le 
din pi gene 

gy mă AA (an + 


itori istenta conductorului 

n timpul regimului tranzitoriu, Tzi iunea utilizată 

sste ma mare dst în omen ONE a tore nul 1a mo 
; i iferice, de gro LE ) ULE 

tal initial, Ke SE de timp. Scriind că gi in acest caz efectul JO 

Di H 


este acelaşi, adică 


cond 


g:2a: 2b — 2%. 2b G, 


rezultă om | g © aP 
Lee =af1 => m 2 (an + 1) | 
Pe de altä parte, factorul de amortizare ; 


fiind invers proportional cu permeabilitatea u şi cu conductivitatea Y; timpul 
de stabilire a unui curent continuu va fi mai mare într-o bara de fier decît 
într-una de cupru. 

Este interesant de observat că, întrucît la t = 0 « = 0 $i la t = 0 «=a, 
rezultă că un curent staționar se stabileşte în secțiunea respectivă de la periferie 
către interior, ceea ce confirmă si în acest mod cele stabilite în paragraful 14.1.2.4. 


14.1.4. REPARTITIA CURENTULUI ELECTRIC ÎN BARE MASIVE AŞEZATE 
ÎN CRESTATURI 


EE Generalitati. Fie o bară foarte lungă — în raport cu dimensi- 
PI liniare ale secțiunii — așezată in fundul unei crestături dreptunghiulare, 
tăia a qm material feromagnetic a carul saturație este redusă astfel, încît 
SCH EN ES sa poate fi presupusă infinit mare faţă de permeabilitatea aerului 
` Ma a Jen aceste condiții, liniile de cîmp produse de curentul ce străbate 
CN Een n Ay Ee drepte perpendiculare pe cele douà fete 
à uri tiind o suprafață echipotentialà magnetică, 

4 H conductorul se găseşte în aceleaşi 
condiţii ca şi un conductor de 
Stosime dublă si de lăţime infi- 
nità aşezat în aer (fig. 14.4,b) 
Se obti b a Et: Z kä E 

fine acceaşi situatie ca o 
ad X uaţie ca cea 
u iată în paragraful 14.1.2.2. 
jN enuis, că în acest caz 
A gek inde să părăsească 

mMdul crestăturii si să q 
ee 1 ȘI să se loca- 
gozo în partea superioară a 
conductorului. ; 


a) 


Fig, 14,4. Bară masivă în 


fund de crestä ke 
a) bara simplă ; b) bar Wad 


à și imaginea el, 
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RS Vem hf 


14142 Caloulul densităţii do curent în conduotonrele ngezate Într-o 


erestătură de curenți alternativi, Si connidoriim o orontățură — de exemplu 
erestătura unei maşini eloctrice == în cave ao gănone agozate bare Identico de mice 
tune dreptunghiulară avind grosimoa « yi intiliimoa A, formind p straturi 
(fig, 145). Să presupunom où ficonre conductor onto atribut respectiv de 
curenții alternativi sinusoidali Ju = 1, j 
Sa ARANA 

I, ~.s Wa, eap) diforifi între ol, io H in- 

nsitatea cimpului magnetio într-un plan 
situat la distanța e de fundul crostüturil * 


şi 5 densitatea de curent căutată, Calculul ` Ed EE | ërem 
se simplifio’ dacă se prosupune că introaga 7 7 eg? 
sectiune a crestiturii este ocupată de con- d UV, ` 


duetonre. În acest ons însă, trebuind ca 


trebui să se mărească rezistivitatea bare- 
lor în raportul Ai şi deci, conductivitatea 


EH SNS À 
solenatia să nu se schimbe, rezultă où va d JI CZ y 
EK 


3 WSS F 


barelor se va micşora in raportul b/h, À TT 
Lund un sistem de axe în Care OV pig, 14,5, Crestătură deschisă conginind mal 

este paralelă cu pereții verticali ai Oros- multe conductoare parcurse de curenți 

tăturii, axa oy paralelă cu fundul cres- alternativi, 

tătarii şi axa os de-a lungul barelor și 

tinind seama de ipotezele făcute (a <<), rezultă WA of H. = D, == şi 

H. = H, = 0, existind astfel componente pentru H (gi deci gi pentru 6) numai 

de-a lungul axei s şi pentru F numai de-a lungul axei y. În acest caz, ecuațiile 

(14.1) si (142) se vor sorie 


Z= (14.32) 
= = jouk. (14.33) 
Eliminind pe E între aceste două relaţii se obţine 
4 t ouy E = WH, 
unde am notat k? = (1+j}m" sim’ = Ji Dë care integrată dă 
H = Ach kw + Bash ka. (14.34) 


Pentru determinarea constantelor do integrare se procedează în modul următor : 
Luind originea axelor de coordonate la baza conductorului de ordinul ¢ se obţine 
pentru 2 = 0 gi v = a, corespunzător supratofol superioare a aceluiaşi conductor, 
H, = À si H, = À ch ka + Boh ka, de unde rozultă valoarea constantei B. 
Pe de altă parte, aplicind legoa circuitului magnetic o dată po la baza acestui 
conductor gi a doua oară pe la parton superioară a lui so găseşte 


] 
H AS NIT "H "A 
ü b ¥ a b 


* Vezi 3,2,5,4, 
Së Vezi 14,1,2,1, 


OOL 


unde am notat 14.35) 
d aye! si J,=d,, +1: j : 
Les 0 


Si {> eene 


j ității i m ic devine 
Cu aceste elemente, expresia (14.34) à intensității cimpului magnet 


EE E 
TR i ———— ee 


# EST shk a b shk a | 

Densitatea de eurent cau tată se deduce din relaţia (14.32) şi se obţine Fe 
bie kr Ed ki. (14.36) 
EE aka b shka 


: Tia. a e obţine repartiţia 
în relaţia (14.36) se face pe rînd end spuse Rd cat 
eer SE în fiecare din cel p conductori aşezaţi in crestatura. În 
particular cînd | l 

woi Den EE 


repartitia densitätii in conductorul de ordinul p se obţine făcînd in relaţiile 
(14.35) J,_, = (p—1)1 si J, = pl, găsindu-se 


KI pchkz—(p—tchk(a— x | 


(14.37) 
b shka 


relatie cunoscuta *. 
" Pierderile prin efect JOULE într-o porţiune din conductorul de ordinul è 


de înălțime dz se obţin pornind de la relaţia. (2.28) ; pierderile totale în condue- 
tor Sint 


JP = = ò dg, 
Y Jo 
unde?! este lungimea conductorului. 


Dacă se notează cu R, rezistența efectivă a conductorului, definită prin 


relaţia 
$ P = RI? 
ȘI cu 

yah 


rezistența in curent continuu, se obţine ** 


Ri ! ` ) 
in care 


p(m'a) = m'a 282m + sin 2m'a 


Ch 2m‘a — cos 2m'a 


* Vezi [161] pag, 322 
** Vezi [161] pag, 323, 
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ek eo kat À 


WE 
135) Wë (m'a) = 2m'a 


sh ma — sin m'a j 
——— nen 
ch m'a + cos m'a 


Vine | ~ find definit mai înainte. Primul termen al ecuatiei (14.38) corespunde ac- 

vunn câmpului magnetic în conductorul considerat presupus a fi singur in cres- 
_-¢turd; într-adevăr, dacă facem în această relaţie à = 1 se obţine relația (14.15) 
| determinată în aceste condiţii. Al doilea termen al relaţiei (14.38) reprezintă efec- 
| tulprodus de curenţii FOUCAULT datorati cimpului conductorilor care se găsesc 


Ar? 


porta À 


Fig. 14.7. Distributia de curent in cele 


14,6. Variația funcţiilor o(m'a) si (m'a). 
dé trei conductoare din crestatura. 


dedesubtul conductorului considerat si care sint strabatuti de curenţii respectivi. 
În figura 14.6 este dată variaţia funcțiilor e(m'a) şi (m'a), iar în figura 14.7 
este dată repartiţia densităţii de curent în conductoarele dintr-o crestătură 


pentru ** à = 3 şi m'a = 3. 


duc- 


14.2. PROPAGAREA CÎMPULUI MAGNETIC ÎN LAME 


14.2.1. STABILIREA ECUAȚIEI GENERALE 
„prin 
| ~ _ Fie o bară plată de lungime infinită, aşezată într-un cîmp magnetic 
variabil, a cărui linii de cîmp sînt in orice punct, normale pe sectiunea À BCD 
| a barei (fig. 14.8). Acest cimp 
poate fi produs de un curent 
| variabil care străbate o bobină 
așezată în jurul barei. Oimpul 
| acesta va induce in bară curenţi, 
care din motive de simetrie şi 
deoarece s-a presupus că lăţi- 
mea 2a à barei este mică față 
de înălțimea sa h, vor avea un 
traseu paralel cu axa yy’ pi Be 
vor închide prin bucle rectan- 
gulare, Ne propunem să găsim 
| legea de repartiție a inducției 
| magnetice in bară, 
| 
| 


4,38) 


* Vezi [161] pag. 824, 
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ne că densitatea 
gi finind 


1, in care se presupu 
ih artind ecuaţia (14.1) cu ¥ 
se obtine 


` g MALE ` y WE 

Pornind de la ecuațiile lui ar a 

\ ului de deplasare este neglijab , imp 
Sak UE legile rae material corespunzätoare, 


+ rot B= Bs 
BY 
introducind această valoare în ecuaţia (14.2) rezultă, 
0B 
+ rot rot B = Sc 
wy 
sau gs DN a Oe = 
rot rot B = —AB + grad div BR et 


de unde, rezultà | i à ; 
El AE eye (14.39) À 


care este ecuatia de propagare a cimpului de inductie magnetica pe sectiunea 
plană a lamei considerate. Această ecuaţie este de aceeași formă cu ecuația 
(14.4) şi în consecinţă, legea de propagare a cîmpului de inducţie magnetică 
este analoagă cu aceea a distribuirii densităţii de curent electric pe secţiunea, 
dreaptă, a unui conductor masiv, de formă dreptunghiulară. 

Și în acest caz, tinind seama ca 2a < h, se poate serie 


[2B __ op 
GE ei ot 


i (14.40) 


În același mod, se găseşte și ecuaţia repartitiei densităţii curentului de 
care apare în lama respectivă i 


oe a 
gei ` Tac (14.41) 


142,2, INTEGRAREA ECUAȚIILOR DE PROPAGARE | | 
N CAZ 
PERMANENT ARMONIC SINUSOIDAL siet i SECH 


Aplicind re inut 
En ec Get SE Es in cazul studiului distribuirii curentului 
ușor soluţiile problemei de faţă. Pie ARS dreptunghiulară * se vor eat | 

$ A La eng Inc uc ia, ¥ d à o a 25 
rioare ale harei în cazul unui regim por Un magnetică pe suprafetele exte- 


sj je manent armonie sinusoid : 
o; inducția magnetică la o distanță w de axa lamei say d'Wee de pulsatie 


PE ch (1 + j)mx | 
B = B, Ten = B, Asme + Ish me sin mg 
Eege 4009 ch ma cos ma Te AE EA $ (14:42 
* Vezi 14,1,2,2, jsh ma sin ma | ) 
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în: oare, 


LO) 
nt = Es 
2 


Amplitudinea inducției magnetice este 
ns | Bid B, | ch 2mx + cos 2mx e 


meng 


ch 2ma + cos 2ma 


iar defazajul său față de B, este 
Vp = arc tg (th ma tg mx) — are tg (th ma tg ma). 


Variatia repartitiei cimpului de inductie magnetica in sectiunea lamei este data 
| de aceeañl figură 14.3, fiind analoagă cu variația repartitiei de curent în secțiunea 

în cazul cînd o tinde către zero, m tinde de asemenea către zero şi B tinde 
, | către B,, oricare ar fi ~; în consecinţă, inducția magnetică este uniformă pe 
întreaga secțiune, ceea ce corespunde curentului continuu. 

Dacă ma este mare, corespunzind fie unei grosimi mari a lamei, fie unei 
frecvențe ridicate, fie unei permeabilitati mari a materialului, inducția magnetică 
în centrul secţiunii tinde către zero şi inducția maximă se va găsi la periferia 
„conductorului *. 


14.2.3, IMPEDANTA APARENTĂ A CIRCUITULUI DE EXCITATIE 


use 14.2.3.1. Determinarea reluctantei proprii a lamei. Fluxul total care 
) străbate secțiunea de lăţime 2a si de înălțime A va fi 


2 2hB 
D B Se Za FE 
| e da Gee) th (1+j) ma. 


Ak 


. . Inductia periferică B, nu este modificată de curenţii indusi în masa lamei ; 
ea este aceeași cu aceea care ar produce o forță magnetomotoare constantă, 


| 
t 
| $ ee S 
) de aceeași mărime cu amplitudinea forţei magnetomotoare considerată ; fluxul 
continuu corespunzător „acestei forte magnetomotoare constante va fi deci 
€ d, = 2ahB, 
si în consecinţă, 
| | D 1 i 
| — = ———— th (1 ma ; 
D | D, (1 +4 j)ma (LF) à 
33 > IT 6 d eet, © d | 
4 | reluctanta efectivä, raportatä la reluctanta in curent continuu ** este 
e E: & = 8,(1+4)1 AP ëlo sh 2ma — j sin Ima 
| & = &,(1-+-j)ma cth (1+ij)ma = Bell klug ~N (14.43) 
e: ch 2ma — cos ama 
| * Vezi și 14,1,2,4 
2) | at 


| CE LS LT A $ \ D 
Din & = d ȘI äu = ER rezultă A = Ma : 
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j forta magneto- 
Ea cuprinde o parte reală (corespunzind unui flux în fază cu fort 


motoare) 
sh 2ma + sin 2ma 
Ci == DE Ro ch 2ma — cos2 ma 


v SEA 4, cu forta 
SN i flux in cuadratură și in urm 
Fe respunzind unu 
si o parte complexă (coresp 
magnetomotoare) 
sh 2ma — sin 2ma 
—— e" $ 
R, = Ma Ro EE 


ă ireuitului de excitație. Fie un circuit 
2.3.2. Impedanta aparentă a circuitului Aen BIO LES 
A Gr e din tole şi excitat cu ajutorul unei EE ee a 
spire (fig. 14.9). Fie Z curentul de excitație si U SE RE e 
` R rezistenţa întăşurării. Dacă O este fluxul din > 
la borne, R rezistența S SE See | 
Însă, 
No 
a 


U : 
D NT gi deci Z =——R+); 
EE i 


înlocuind pe & prin valoarea sa 
dată de relaţia (14.43), se obţine 


1 


1 
a &(i+imacth(i+ima 


j : 1 —j sh 2ma+jsin2me 
| EE SE = HQE DO Re eee 
Fig. 14.9. Circuit magnetic excitat. 2ma &, 2ma & ch 2ma-+ cos 2ma 


si deci 


ge U aja 1+j Nie sh 2ma +j sin 2ma 
Di E 2ma &, ch2ma + cos 2ma 


(14.44) 


A N EME 
Observind ca = L, este inductanta bobinei in cazul cind n-ar exista 
fier, relatia (14.44) se poate scrie 


U DA En 
Z = SE R tă Les sh 2ma + j sin 2ma 


2ma ch 2ma + cos 2ma 
a E i Lowo sh 2ma — sin 2ma i | Low sh 2ma + sin 2ma = 
Li EE ` F 
2ma ch 2ma ck cos 2ma 2ma ch 2ma + cos 2ma : (14 45) 


Din relaţia (14,45) rezult 
ne LE, zultă, că în cazul unei i . ae Se 
tenţa aparentă este mărită cu ` bobine cu miez de fier, rezis- 


R, H Loo _Sh 2ma — sin 2ma 
D D e 
2ma ch 2ma + cos 2ma 
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AT D me 


one 


care tinde cätre Re cind ma întrece cîteva unităţi; reactanta aparentă 


Lo este însă micgorată, tinzind tot către °° cînd ma creşte. 


într-adevăr, s-a văzut că *, pentru ma = 2, sh 2ma = 27,29, ch 2ma= 


= nB sin 2ma = 0,76, cos 2ma = 0,65 gi în consecință, liniile trigonometrice 
pot fi neglijate față de cele hiperbolice gi tg h 2ma = 1. 
fn figura 14.10 este dată variația mărimilor ## 


R; ape sh 2ma — sin 2ma şi em ae Je, sh 2ma + sin 2ma 
Lio “oma ch 2ma + cos 2ma Lan 2ma ch2ma + cos 2ma 
Lo 
Low 


O| ©, © 


Fig. 14.11. Variatia märimilor R 
şi Lo în funcţie de ©. 


Fig. 14.10. Variația mărimilor R,/L,o 
si Lio/Lo în funcţie de 2ma. 


Dacă ma este foarte mic, atunci *** 
He (ma)? a? a Lo 
se bare i | 
am € 3 Loco 


Dacă ma este mare, rezultă 


Lar 
R & Lo 2 = Ee 
2ma 2a uy 


În figura 14.11 sînt date **** curbele de variație a lui À, si Lo în functie 


de pulsatia o. 

Din figura 14.10 se vede că limita de la care 
importantă, cu alte cuvinte scăderea fluxului produs de bobina de excitație 
este mare, este pentru 2ma = 1. Această valoare defineşte, pentru o anumită 
grosime de tolă frecvența critica după care utilizarea tolei este neeconomică ; 


valoarea acestei frecvenţe se deduce din relația 
2ma = 1 


scăderea reactantei este 


pr tt 


* Vezi 14,1,2,3, exemplul numeric, 

** Vezi [115, II], pag. 249, 
++* Se obține prin dezvoltarea in 
mu Vezi (115, II] pag. 249, 


serie a funcţiilor trigonometrice şi hiperbolice. 


gi este 


f E 
° (2a) THY 


dată se defineşte in acelaşi mod grosimea 


RaciD o frecvenţă | ae 
Reciproc, pentru V ta începe să fie prost utilizată. 


critică a unei tole după care aceas 


À 44.2.4, PIERDERI DE ENERGIE IN CIRCUITELE MAGNETICE 


CAULT în miezuri construite din tole 


feromagnetice. Efectul pelicular descris in paragraful 14.2.1. se manifesta Și 
în pachetele de tole feromagnetice care constituie miezurile magnetice ; curenții 
de inducţie — curenţii FOUCAULT —îmbrăţişează fluxul de inducţie în interiorul 
fiecărei tole. Pentru a găsi ecuaţia care descrie repartiţia de curenţi în interiorul 


tolei, se porneşte de la prima ecuaţie à lui MAXWELL (14.1) pentru care e-r <yB 


14.2.4.1. Pierderi prin curenţi Fou 


si care se poate pune sub forma 


= 1 = 
5 == aro B. ; (14.46) 


Gë Tinind seama de modul cum a fost ales sistemul de referinta, se poate 
crie 
OBS 


‘Bebo. 0); SE şi rezultă 5, = à, = 0 


şi deci, ecuaţia (14.46) se poate serie, in cazul «eta a 
sinusoidal ’ unui regim permanent armonic 


Sos = he, 
u Ox 
als Tinind seama de valoarea lui B data de relatia (14.42) 


se obtine 


Ee (I jme 
Ar Oral (14.47) 


a cărei valoare efectivă este 


8 
A i D i 
E Dë m2 ch 2mx — cos 2mx 
a ° (14.48) 


U ch 2ma + cos 2ma 


Fig. 1412, Distribuirea ` În figura 14.12 si ot di 
12, Di irea 4.12 sînt date * ributia nî : ol 
ee Lo de inducție mag- ductie magnetică și uta (al SR 9S n- 
că și a densității de dreaptă a tolei ; liniile TI de curent într-o secțiune 


cu intr- Ep ` ` 
rentintr-otoladefier, centru către exterior de cîmp de inducție sînt împinse din 


* Vezi [161] pag. 327 
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Pierderile de energie in tola de fier pe unitatea de timp gi de volum sint 
date de relatia (2.28) i 


1 o 
A Dre = Dr) BA sine) 5? da 


gr 


a 2ay 
sau, tinind seama de relația (14.48) si punind By = /2 B, inductia maximă la 
periferia lamei, se obfine 
= | ke mär „sh 2ma — sin 2ma , 
le pa Si Pre cn 2u? ay ch 2ma + cos 2ma i 
Si ; | RUES : 
= înlocuind pe m cu valoarea sau |5 wuy, rezultă 
ul splni ` Dada a 
D € E SES AE kg A 
rE e es ES sh 2ma — sin Zog ` 10-8 W/cm?, (14.49) 
2) u$y a  ch2ma + cos 2ma 
16) mărimile fiind exprimate în unităţi MKSA. 


Dacă 2ma este suficient de mare pentru a se putea neglija funcţiile trigo- 
trice față de cele hiperbolice si confunda tg 2ma cu unitatea, cu alte 


inte dacă coaja fictivă « = Ż este cel mult 1/4 din grosimea lamei *, 
E ` m 
tokika | 
ma | AL I iy ne (14.50) 
wey 2a 


Dezvoltind în serie functiile trigonometrice si hiperbolice din relatia 
(14.49), se obtine : 


2ma)5 2ma)? 
(2ma) (2ma) se 


sh 2ma — sin 2ma Ge al 71 
42) | ch 2ma + cos 2ma  (2ma)4 i 
Se să 
47) 2 (2ma)t 
Presupunind pe ma foarte mic astfel, încît să putem neglija pe ———— 
1004 d unitate și oprindu-ne la primul termen al dezvoltării seriei dela numărător, 
rezu 
48) | sh 2ma — sin2ma ` (2ma) 
ch 2ma -- cos 2ma aa 3! 
ine și deci, 
une y? P2 = 
din | Dy, = E (2a)?y f2 Bu 1079 Wiem, (14.51) 


* Vezi: 14.1.2.3. 
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a numitorul expresiel 


ack ma este mic, COn- 
deci, acestea 


otivitatea intră 1 


temperatura. ( 
iei pierderilor (14.51) ȘI 


| sto mare, condu 
uzul cind ma osto mar”, 
se ilot ; pierderile cresc ou 


14.50) à pierderi dere 
Res intră la număr itorul expres 


ad € em yoratura, ` o 6 forma 
acne ean: aceste pierderi se oaloulează cu o relaţie d 


in ca coeficient dat în tabloul 14.2. | 
S GE Se pierderilor de putere prin curenți tuxbiona m onran 
alternativ circuitul magneti, 8 realizeaza EE a. za et: E 
— Construcţia este astfel conceputa, ~. A d 

inchi ilor turbionari latiile de joasă frecvență se 
închidere a curenților turbionari, ceea ce în insta 

Aire executind Get magnetic din table de otel (tole) agezate parale 
cu liniile de cîmp ale cimpului și izolate între ele cu hîrtie sau lac; metoda are 


dezavantajul că scumpeste construcţia şi măreşte secţiunea totală ee 
circuitului magnetic, prin introducerea straturilor izolante, inutile din punct 
de vedere al conducerii fluxului. fn acelaşi scop, in instalaţiile de frecvenţă 
mare circuitul magnetic se realizează din pulberi feromagnetice presate cu o 
umplutură neconductoare. su 

— Materialul magnetic din circuit trebuie sa aibă o rezistivitate mare, 
ceea ce, în cazul tolelor, se realizează prin adaos de siliciu ; tolele devin însă 
casante si se prelucrează greu, producind o mare uzură a sculelor. 

Trebuie menţionat; că pierderile de putere prin curenţi turbionari apar atit 
în cazul circuitului magnetic imobil situat într-un cîmp magnetic variabil, aşa 
cum s-a presupus mai sus, cit şi în cazul unui circuit magnetic mobil situat 
într-un cîmp magnetic constant, mai ales cînd direcţia deplasării este perpen- 
diculară pe direcţia liniilor de cîmp ale acestuia. În ultimul caz frecvența f 
reprezintă frecvența de magnetizare. 

D ial (inductor) aca NNE aaa 

eit E E ee SE (in Se aga încît fluxul D rezultant în 

ne bobinei se mic WO, ecît fluxul inductor. Datorită acestui fapt 
şorează de asemenea (L = 0/1). 


14.2.4.2. Pierderi de energie prin fenomenul de histerezis *. Dupa cum 


s-a arătat la descrierea unui ci 
nui ciclu complet de histerezi pe uni m 
+ < A . er 
a circuitului magnetic se pierde Rene M ttes de volg 


W = | HAB. 


E actie SS energie se calculează cu o rel 
= rep clent care depinde de natura m 

"END: lar exponentul n are e 
pentru B >1 T. Alţi autori pr 


atie de forma W = api 3 
aterialului, B nB", în care y 
aloarea 1,6 pentru. B SC E maximy 
) ca dk el SAU Vi lo A 
Sch loarea 2 


opun formule de forma 
W = a! R + RP, 
in care termenul EW 


ee poate fi negliiat 
i 4 at "P 
* Vezi și 9:7,3:4. HILL pentru R Sih UN 
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NN eee 


> 


PRR Se Pods 


P 


l- 


fn curent alternativ, se descrie un ciclu de histerezis complet la fiecare 
perioadă, adică în timpul T = z aga incit la această pierdere de energie, 


corespunde o putere pierdută 
| wW 
Dale E JW. 


bé 255: j ierduta se rapor- 
= Menționăm de asemenea că în formulele practice puterea pierdut i 
tează nu S unitatea de volum, ci la unitatea de masă (kg) a circuitului mag- 


netic. Una din aceste formule practice este 


re OS Bar, 
eet: | (CAT (BOT OT 


8 MAT 

in care, pentru tolele obisnuite din construcţia maşinilor şi transformatoarelor, 
coeficienţii a si B sînt dati de tabloul 14.2. 

FA Tabloul 14.2 


Grosimea Pierderi totale 
t pe kilogram la 
Sole log B CH CF inducția B = 1T 


W/kg 
mm 
(tole obişnuite) 


Tolă de 0,5 0,4 2,6 3,0 1,2 1,8 
transformator 0,35 0,3 2,1 2,4 0,6 1,3 


Pentru inductii B > 1 T se folosește relaţia 


e f 
= Le 1B" 
Pa Ca 100 a 


coeficientul OC, = « + B fiind de asemenea indicat în tabloul 14.2. 
14.2.4.3. Pierderi in fier. Prin pierderi in fier se intelege suma 


Pa + Pr = Pre 


a pierderilor prin histerezis si curenţi turbionari. Pentru un material si o frec- 
venta dată aceste pierderi depind de valoarea inducției. Pentru caracterizarea 
calităților materialelor magnetice se obisnuieste să se dea valoarea pierderilor 
în fier la inducția de 1 T. Pentru cîteva categorii de tole obişnuite, laminate 
la cald, aceste pierderi sînt indicate în ultima coloană a tabloului 14.2, şi au 
valori de 1,35—3,6 W/kg. Trebuie însă menţionat, că în ultimii 15 ani s-au rea- 
lizat tole laminate la rece, într-un singur sens, supuse unor tratamente termice 
speciale în atmosferă inertä ; la aceste tole, dacă liniile de cîmp ale cimpului 
sint paralele cu direcţia laminării cifra de pierderi la inducția de 1 T coboară 
sub 0,8 W/kg; dacă însă, liniile de cîmp sînt perpendiculare pe direcţia laminärii 
se obţin rezultate mai slabe decît cu tolele obişnuite. 


tovagia gi curenţi turbionari au fost 
în cele ce preced, fenomenele de e H Si ale si aplicații practic. 

dorato numai sub aspectul lor negativ. “At P in cîmp alternativ într-o placa 
Astfel cu ajutorul curenților turbionari neri 4 Ee rendement mic, dar 
de aluminiu sau cupru se pot obţine mo TE dre la contoare, acționarea 
imple, pentru acţionarea dispozitivelor de înregisti rea, unui dise mobil 
discurilor de patefon etc., sau se pot obține frine EE E 
de cupru sau de aluminiu într-un cîmp constant. Mai impo "tinând încărcătura 
la cuptoarele de inducţie pentru topit. Aceste cuptoare, co f er 
Se e it sint inconjurate de un conductor (inductor) pri ES Zë 
EE de obicei de o frecvenţă mai mare de 50 Hz; ma SE e 
se încălzeşte cu ajutorul „pierderilor în Der", De GE Ge EE 
că î ultimul timp fenomenele de e RE, călită este introdusă 
sau călirea metalelor. Piesa care trebuie ` LEE 

: aonetic alternativ cu frecvenţa de valoare cuprins între 50 
DE Se sute de mii Hz, în funcţie de dimensiunile piesei şi beer 
stratului care urmează să fie încălzit. Se obţine o încălzire mult mail rap i 
mai uşor de controlat ; întregul proces tehnologic poate fi automatizat cu mij 
loace simple *. 


14.3. REPARTITIA CURENTULUI ELECTRIC IN CONDUCTOARE 
CILINDRICE 


14.3.1. STABILIREA ECUATIEI GENERALE 
Fie o bară cilindrică, de lungime infinită, de rază a, de conductivitate y 
si permeabilitate u, parcursă de un curent ? (fig. 14.13). 
Ecuatia care dă distribuţia densităţii de curent în secţiunea dreaptă a 
acestui conductor se obţine ca şi în cazurile precedente integrînd sistemul de 
| ` ecuatii a lui MAXWELL scrise in acest 
caz particular. Vom avea deci, 


rot H = 5, 


rot 6 == — Bh 9? ô H 


= À 


t 


cele două ecuații, în care 5 este numai 

densitatea de curent de conductie. 
Derivind prima ecuatie in ra- 

port cu ¢ se obtine 


Fig. 14.13, Conductor cilindric, au Oe totii (14.52) 


A D x f E ~ LU 
plicind rotorul celei de a doua ecuatii obtinem 


rot rot 6 = — AR + grad div 5 = — ny rot 2R 
PPP 4 
Ot 


* Vezi si 14,1,2,4, 
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de 


` de unde, tinind seama de relația (14,3), 


à i 

g | E A PR E (14.53) 
a ot u Yu 

u A 

i Comparind relaţiile (14.52) și. (14.53) se obţine ecuaţia căutată 

e | 

Lb i = 

T a Ai i (14.54) 
t at EES 
a | Vectorul 5 nevariind în direcţie, ci numai în mărime, ecuaţia poate fi 
= sorisă numai pentru module : | 

a | e He ER Š 
si Ad = y" (14.55) 
j- 


| = Laplacianul din membrul intii 


as a a8 
A Sia CON La 
Soe aE Tas 


se reduce numai la primii doi termeni, ultimul termen fiind nul deoarece densi- 


tatea de curent nu variază decît în planul secţiunii. 
Trecind la coordonate polare, r fiind distanţa de la centru la punctul con- 


es: 


siderat, ecuatia generala (14.55) devine 
Beak am (14.56) 


bedeit, 
Ce 


143.1. INTEGRAREA ECUAȚIEI IN CAZUL UNUI CURENT ALTERNATIV 
SINUSOIDAL, ÎN REGIM PERMANENT | | 


i Fie 
| Sn 


— 


densitate de curent alternativă sinusoidală in timp. 


nai (0) 
; | Introducind această valoare in ecuația (14.56) se obţine 
Ta- g 
i Gad cals R 
| = + — EE wy À 
| At GER JOY 0; 
52) | sau punind 


A k =m+in=Viuox, 
in care 


ecuatia devine 


ish sub forma 


care mai poate fi ser 


Mă Hu -b (1%) 8 = 0 
Sn Tr Se UN 
sau i 
aes 4 98 ag = 0, (14.58) 
dm! TROT e 


Ecuația (14.58) este o ecuaţie de tip BESSEL de ordinul zero avind soluția 


generală * A 
3 = Ay Jo (MX?) + Aa Yo (ri), 


în care Je(2) este funcţia BESSEL de ordinul zero iar del este SE 

de ordinul zero **. Variatia acestor funcţii este data în figura 14. A i 
Pentru Z — 0 funcția Y, tinde către infinit. Întrucât densitatea de E ) 

este finità si in centrul conductorului (r = 0) chiar atunci cînd y = %2, trebuie 
ca À, = 0. SC e 

tn consecință, soluţia ecuaţiei (14.57) 


este 


è = Ay do (125%). 


Pentru determinarea constantei A, scriem că 
la periferia conductorului, r=a densitatea de 
curent ò = à,; rezultă imediat 


Jo (Al 3/2) 


s= § 
= =" Jo (a)i?) 


~ 


(14.59) 


Fig. 14.14. Variatia functiilor BESSEL 
si NEUMANN de ordinul zero, relație analoagă cu relaţia (14.10) obţinută în 

5 cazul conductoarelor cu secţiunea rectangulară. 

e BESSEL de ordinul zero din expresia (14.59) avind ere 
SS ex, sint ele însăşi numere complexe. Pe de altă parte, ele nu pot fi cal- 
cu ajutorul tabelelor. Se introduc funcţiile KELVIN de argument real prin 


relatia *** 
Jo (2 j°?) = ber 2 + j bei z, 


unde ber z (BESSEL r 1 engt 
INSE eal) şi bei z j e r re ae 
atașate funcţiei BESSEL He j2), (BESSEL imaginar) sint funcțiile KELVIN 


Cu aceste funcții, relația (14.59) se poate serie 


d = ÿ, POAN +] bel (Ar) 
ber (Aa) Hj bela)” (14.60) 


E 


* Se ile re; ze 7 
poate rezolva ecuația (14,57) incercind o solutie da tara 
H = A | A g 
Pig OT yh Ae SÉ A ele A of 
5i prin identificare se Be Za crate dea H ak 
ele rez ; 
En Voy} [4] a Zeil e vezultatul dat de relatia (14,60) 


**+ Vezi [4] pag, 378, 
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relaţie analoagă cu relaţia (14.11) stabilită in cazul barelor de secţiune rectan- 


ulară, 
S Pxpresia (14.60) poate fi pusă gi sub o altă formă, Dacă se notează 


ber & + j bei 2 = Molz) |00 (2) 


| Mo(2) = | ber? z + bei? z 
si 
0,(2) = are tg pee, 
erz 
atunci se obține 
EELER (14.61) 


… Luind ca origine de fază unghiul corespunzător suprafetei conductorului, 
expresia (14.61) devine 


Dacă Ar este mare *, unghiul de fază DA) poate trece mult peste 27. 
Pot exista deci, în interiorul conductorului domenii în care curenţii să fie în 
opoziţie (fig. 14.15). Raportul 


M,(Ar) 
a Serr ? 
M,(Aa) 


LL Tee 
eo! LT LU 
PSC ee meee 


/nversare fs 0 


G2 
Ò 
g a 
$ as 4a d 
00066 à 
Fig, 14,15. Variația defazajului în raport Fig, 14.16. Diagrama de pătrundere a curentului electric 
cu parametrul Ar, într-un conductor cilindric. 


dă valoarea amplitudinii densităţii de curent în interiorul conductorului la o 
distanţă r de axa acestuia, 

În figura 14,16 este dată o reprezentare a pătrunderii curentului sau a 
densităţii de curent în funcție de distanţa de la axa unui conductor cilindric, 


* 3. = poy poate fi mare dacă permeabilitatea w este mare, dacă frecvența f (a =2rf) este mare 
sau dacă conductivitalea y este mare, 
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ernativi cu frecventele de 1000 Hz, 


7 112a—=2 mm şi pentru curenți alt 
avind diametrul 2a E H că pentru frecventa f = 50 Hz 


20 000 Hz si 200 000 Hz. Trebuie observat, 
efectul pelicular respoctiv este abia simțit. 


14.3.3. DETERMINAREA IMPEDANTEI PROPRII A UNUI CONDUCTOR 
CILINDRIC 


curentului. Printr-o secțiune inelară de 


14.3.3.1. Stabilirea expresiei 
de centrul conductorului, trece un curent 


grosime dr, situată la distanța 7 
d I äer ddr. 


Curentul total care va trece prin întreaga secțiune a conductorului, va fi 
dat de relatia 


1 = 2n| èrar 


0 


sau, tinind seama de relatia (14.60), 


Ff a a E b S D 
vi ber (À a) + bei(A a) \ S (Ar) ap J bei (AT)]r dr, 


Pentru caleulul integralei, se porneste de la relatiile cunoscute * 
a b a 
z berz dz =| z bei’ z|§ j i 
\ |2 bei’ sl ȘI | ebei z dz = —|2 ber’ 215, 
în care ber'z si bei sînt deri 
erivatele iilor ber i bei i 
funcţiilor ber z si bei z. Punind z = Ar, 


vom avea pentru prima integrală 


| ar ber (Ar) A(àr) = x| r ber (xr) dr = A| » be (Ar) | 


0 0 S 
de unde, rezultä 
a 
| r ber (Ar) dr = à - bei’ (ha). 
În acelaşi mod se gäseste gi 
Bier, . 

| bei (Ar) dr = re ber’ (Aa), 

* Vezi [141] pag, 230, 
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| 
| 


| Astfel, că expresia căutată a curentului este * 


x ber (2a) +j bei (24) 


a cărui modul este 


Ta Qn a $a ]/ [bei OP + [ber (ża)]? 
À {ber (a)]? + [bei (.0)}? 


| şi are argumentul 
ber’ (a) bei (ža) 


= ——— — arct 
y PES bei’ (Aa) 8 ber (Aa) A 


fată de curentul la periferia conductorului luat ca origine de fază. Trebuie să 
observăm, că acest curent este egal cu curentul continuu ce ar străbate conductorul 


şi a cărui valoare Ip = 7075. 
14.3.3.2. Calculul impedantei. Impedanta proprie a conductorului este 


zaU ber (Aa) + j bei (àa) 
21, bei’ (Aa)— j ber’ (Aa) 


U 
= = 
SS i 


| U este tensiunea aplicatä la extremitatile conductorului "ai care s-a luat 
| ca origine de fază. În curent continuu, rezistenţa corespunzătoare este 


Raportul dintre impedanta Z gi rezistenţa R, va fi deci 


Z h_a der (a) +i bei Oa) _ RI LO. 


Z — Z  * 


Ro I 2 bei’(Aa) — j ber’(Aa) Ro 


S Rezistenta efectivä a conductorului raportata la rezistenta in curent con- 
inuu este 


R EM ber (Aa) bei’ (Aa) — ber (Aa) bei’ (Aa) 
Ro 2 | 


[ber’ ADR + [bei (Golf 


* Calculul curentului se putea face și cu ajutorul relaţiei (14.59) găsindu-se 


pa 274 Aa  J,(àaj8/2) 
F A  Ja(àaj?/2) 


Ku 
4 


— 


in care J,(z) este funcția Besser de ordinul unu, Expresia curentului se obține tinind seama de relația 
g 

cunoscută (Vezi [4] pag, 361) V z Jo (7) dz = |z Ju) H şi de faptul că j"8/2 = 1 | — aS e 

4 


Ei 


EE) 
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jar reactanta inter 


nä a conductorului, raportată 1 


a aceeagi rezistență, este 


Ley ` àa ber (Aa) per’ (Aa) + bei (Aa) bei” (a) , 


wéis S. ‘an 
0 


R 2 


(ber’ (àa)]? + [bet’ Gol! 


iati fee ie de 
_ În tabloul 14.3 este dată variaţia raportului H in funchi 


da = a Vu oy, 


toate valorile fiind exprimate în unităţi MKSA : 


Tabloul 14.3 


Ee 


10 


_ ery 


* Vezi [141] pag, 235, 


E 
da Re 
Pee — 

0... 
DG EE 1,0000 
il SEE 1,0056 
LS + ASS 1,0258 
1 Sc. 1,0805 
DIS... 1,1747 
"EE 1,3180 
D. 1,4920 
A... 1,6778 
[LA o 1,8628 
5 E 2,0430 
TT OCT 2,2190 
6... 2,3937 
3 - PAR 3,0956 
OR. 7s 3,7980 
ieee ee 5,5620 
DOR, 7,3277 
DOR 10,876 


Fig. 14.17, Curba (R/Ry) = (Aa), 


Construind curba = —f (na) (fig. 14.17) 
se vede, că pentru valorile lui }@ mai mari 
ca 10, variatia lui = în funcție de ħa devine 
sensibil liniară si poate fi înlocuită cu asim- 
ptota ei avînd ecuația £ 


R ra 


— 


Rr s 


+ aa = 0,353 (ra) + 0,265. 
(14.63) 


Dacă ħa devine atît de mare, încît sa 
se poată neglija al doilea termen al ecuaţiei 
(14.63), ceea ce se întimplă atunci cînd raza 
cilindrului este mare sau frecvenţa foarte 
mare, se poate scrie 


R — A = Ce . j 
Ro ra 2 V2 o ? (14.64) 


totul se întîmplă ca şi cum secţiunea con- 
ductorului ar fi redus& in raportul 2/am, cu 
alte cuvinte, conductorul cilindric plin de 
diametru 2a ar fi înlocuit cu un cilindru 
găurit; de rază a şi grosime « astfel ca 


Ri Ra 


? 
mT oi Irac 


de unde, rezultă tinind seama de 


(14,64) relatia 


gi deci, 


adică, aceeaşi grosime ca si în cazul barelor plate *. 


14.3.4, CABLUL DIVIZAT ** 


Bie un conductor cilindric format dintr-un mare numär de conductoare 
toronate astfel, ca să formeze un cablu. 

Dacă lungimea pasului de cablare este foarte mare în raport cu diametrul 
cablului, se poate admite că toţi curenţii rămin paraleli cu axa cablului și câ 
planurile care cuprind liniile de cimp magnetic sînt normale pe această axâ 
a cablului. 

În acest caz: 

1. Dacă permeabilitatea relativă a metalului este egală cu unitatea, 


nimic nu se schimbă în raport cu conductorul masiv, raportul = va fi dat, 
to 
eu suficientă aproximație de relațiile stabilite mai înainte. 

9. În cazul cînd cablul este constituit din materiale feromagnetice (cabluri 
de otel-aluminiu, de exemplu), reluctanta tuburilor de cimp magnetic concen- 
irice cu axa cablului va fi mult mai mare, decât aceea a acelorași tuburi in cazul 
conductorului masiv şi asta din cauza multiplelor întrefieruri care separă firele 
unele de altele ; cu alte cuvinte, permeabilitatea p. care intervine în expresia lui 
m este mult mai mică decît aceea a unui cilindru masiv de aceleaşi dimensiuni. 


În acest caz raportul = va fi mult mai mic decit in cazul cilindrului plin, 
0 
de aceleasi dimensiuni. 

3. Se poate omogeniza repartiţia de curenti in fiecare fir a cablului si 
utiliza astfel la maximum metalul care le constituie, dacä se transpun regulat 
conductoarele astfel că, pe lungimea utilizată, fiecare fir să ocupe pe rind 
toate poziţiile posibile. 

În cazul cînd pasul de cablaj nu este foarte mare faţă de diametrul sec- 
fiunii drepte, planurile tuburilor de cimp sînt înclinate faţă de secţiunea dreaptă 
și inducția comportă o componentă dirijată în sensul axei cablului ; această 
ee produce pierderi suplimentare și măreşte astfel valoarea rezistenței 
elecuve, 


* Vezi 14.1.2,3, 
gg Vezi [107] pag. 811, 


Capitolul XV 
PROPAGAREA UNDELOR ELECT ROMAGNETICE 


15,1, UNDE ELECTROMAGNETICE 


15.1.1. GENERALITĂŢI 


Qurentii electrici variabili in timp, care strabat un cireuit produc in veci- 
natatea ui un cimp magnetic variabil ; sarcinile variabile in timp produc 
in intreg spatiul inconjurator un cimp electric variabil. Cimpuri electrice sau 
magnetice variabile pot produce Si corpurile electrizate sau magnetizate în 

care. 
E? S-a arătat, că aceste două fenomene, cimp magnetic variabil şi cîmp 
electric variabil, sînt inseparabile unul de altul : producerea unuia dintre acestea 
într-o regiune a spaţiului atrage după sine producerea celuilalt. 

Legătura, care există între aceste cîmpuri şi curenţii electrici corespunză- 
tori sînt date de ecuaţiile lui MAxwELL care au fost stabilite mai înainte* 


rot H = ò 5 
| 3P S 


div D = e, 
4 15.1 
div B = 0, | | ; 
rot E = — dB ’ 
completate cu relaţiile de legătură 
D=cH; B= yw; S=y A (15.2) 


în cazul unui di i 
ielectric perfect, de permitivitat N SE 
(15,1) se poate scrie H » de permitivitate s, à = 0 şi prima ecuaţie 
rot H = ce, e 
at (15.3) 
analog 


ds 
care ar ninge 
rată stvinsa legătură dintre cele două cimpuri 
* Vezi 318 și 3,3,2, | 
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Să examinäm, in raport cu cele două ecuaţii fundamentale ale cimpului 
electromagnetic* , mecanismul producerii unui cimp magnetic** . Fie, pentru 
aceasta, circuitul simplu din figura 15.1, care este alimentat de o sursä de ten- 


Fig. 15.1. Cimpul electrostatic in veci- Fig. 15.2. Mecanismul producerii unui cimp Magnetic. 
nätatea unei întreruperi într-un circuit 
electric. 


siune constantă şi care este întrerupt într-un punct oarecare. Diferenţa de poten- 
tial care apare între extremităţile circuitului la locul întreruperii si care este 
menţinută constantă, de sursă, se traduce prin existenţa unui cîmp electric, mate- 
rializat prin liniile de cîmp corespunzătoare ; în afară de aceasta, supraiata 
conductorului legatla borna pozitivä a sursei este acoperit cu sarcini pozitive, 
celälalt fiind acoperit cu sarcini negative. Legind bornele A si B impreuna, 
sarcinile electrice vecine, de semn contrar, sint puse in miscare sub actiunea 
forțelor electrice si caută să se neutralizeze (fig. 15.2, a); mişcarea acestor sarcini 
acţionează ca un curent electric dirijat de la A către B, într-un element de curent 
care leagă cele două puncte de contact. Cimpul electrice dispare în timp ce ia 
naștere un curent de deplasare îndreptat de jos în sus şi ale cărui linii de curent 
(punctate pe figura 15.2, a) închid liniile de curent ale curentului de conductie 
dintre A și B. Această distribuţie de curenţi produce la rîndul său un cîmp 
magnetic, ale cărui linii de cîmp sînt cercuri concentrice pe conductorul respectiv, 
si care este localizat în volumul aproape sferic în care apare curentul de depla- 
sare. Acest cîmp magnetic produce la rîndul său un cîmp electric a cărui linii 
de cîmp înconjură liniile de cîmp magnetic. Forţa electromotoare indusă de-a 
lungul conturului format din liniile de curent ale curenților de conductie şi de 
deplasare este opusă — conform legii lui LENZ-FARADAY — sensului acestor 
curenţi. În consecinţă, efectul cimpului magnetic este să se opună stabilirii 
curentului, deci à dispariţiei cimpului electric initial. Această forţă eleetrome- 
toare de inducţie este cu atît mai mare cu cit viteza stabilirii curentului — deci 
a cîmpului magnetic — este mai mare. După un anumit timp configuratia 
Ampului este aceea dată în figura 15.2,b : neutralizarea sarcinilor electrice este 
realizată pe o porțiune însemnată a circuitului și cîmpul electric este nul in spa- 
fiul înconjurător, care este astfel sediul unui cimp magnetic. Însă, în spațiul 
din afara acestei zone, cîmpul electric are încă aceleaşi proprietăți pe care le-a 


* Ecuațiile (15,3) și (15,4) 
** Vezi [161] p. 471 
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recedente 8€ extind astfel, 
diul unui cimp magnetic. 
lor electrice şi magnetice 


ea undă electromagnetică ia naștere, 
urentiior 


Fenomenele D 


hiderea circuitului. 
] întreg este se 


ape, pînă cînd spaţiu 


avut înainte de înc 
de propagare à câmpuri 


din aproape in apro 
Ansamblul acestor fenomene 
constituie unda electromagnetică. O asemen 
ori de cîte ori un circuit electric este supus 


şi tensiunilor. 


unei variaţii oarecare à © 


15.1.2. PROPAGAREA UNDELOR ELECTROMAGNETICE IN MEDII 


DIELECTRICE 


15.1.2.1. Stabilirea ecuațiilor de propagare._ Fenomenul electromagnetic 
i 5 D, D B, si LL legate prin 


este descris de ansamblul celor şase mărimi f, 
(15.2). Pentru determinarea unei unde 


cele sase* ecuații independente (15.1) Şi 
electromagnetice este deci necesar să se rezolve sistemul de ecuații fundamentale, 
ţinîndu-se seama de condiţiile la limită, care caracterizează fiecare caz în parte. 


SE E problemei, să presupunem că mediul dielectric este 

à en şi liniar ; de asemenea resupunem că în ace i i CECR 

libere, deci p = 0. » presup st mediu nu există sarcini 
Să I ă i 1 ă 03 A = 

A a usm derivata parţială a relaţiei (15.3) in raport cu timpul; obser- 


d = 0H 
+ (rot H) = rot ` 
si tinind seama de relatia (15.4), se obfine 
A dE … = 
He See —rot rot E; (15.5) 
dar, 
rot rot E = — AE + grad div E. 


Aplicind divergenta relației (15.3), se obține : 


di Ti-a a E 
ivrot H=0 e e die ŒE =.: ava 
dt dt "e 


Cum in spati j = ezulta 
iu nu exi ini i 
stă sarcini, ecuația lui Porsson dă div D =0 
si rezultà 
N 


div [= 0, 


* Tinind seama 
4 din ulti 
punet de vedere matema ultima ecuație (15.1 
pendente se reduce Fisa a treia relație (15 Jh prin aplicarea divergeatei 
A șase 15,1) constituie o con vergeatei rezultă div B 
i secință ultă div B=6, din 


Și deci numărul de ecuații inde- 
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ecuatiile 


astfel, că relaţia (15.5) devine : 


| LE EUND, (15.6) 
i dl? 


E 3 
| | L 
în care s-a notat v~ SE 


E 
Relaţia (15.6) reprezintă ecuaţia de propagare a cimpului electric variabil. 
în mod analog, pornind de la relaţia (15.4) se obţine 


Ee ALEI, (15.7) 
dt? 


care reprezintă ecuația de propagare a cîmpului magnetic variabil. 


15.1.2.2. Potentialele retardate. Relația lui LORENTZ. Determinarea com- 
ponentelor cîmpului electromagnetic se poate face uşor, utilizînd ecuațiile lui 
MAXWELL si relațiile de legătură, pentru mediile omogene şi în cazul sistemului 
staționar sau cuasistationar* . Determinarea acestor componente se îace prin 


aA 


, 15.8 
S (15.8) 


E = — grad V — 


B = rot À, | (15.9) 


in care potentialele V si A sint solutiile ecuatiilor (1.42) 


AV + = 
E 
și (3.73) 
și sint** 
Pat edt 
3 Are \ r 
si (15.10) 
T Sdr ; 
A AT | r 
eu div À = 0, 


Potentialele V gi A, care se obţin astfel într-un punct situat la distanţa 7 
de sarcinile și curenţii electrici și la momentul t, se numesc potenţiale instantanee 
si din expresia lor nu se poate vedea propagarea undelor electromagnetice. 
Cazul acesta corespunde sistemelor staţionare. Pentru a studia un regim variabil 


* Se numește cimp cuasistalionar acela care variază puţin în intervalul de timp T (de ordinul 
unei perioade) în care lumina parcurge dimensiunile maxime l a unui corp (CT > 1) astfel că viteza de 
propagare finită a cimpului nu joacă nici un rol (Vezi [147] pag. 177), 

** Vezi 1,2,1, și 3,8,2,1, 
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alului magnetic_ vector să 


i hertzian, adică la densitatea à a curen- 
a ak Dot a, curentului de deplasare. 


augo densitatea d 
Ae tic vector A, care este acum o funcţie 


oarecare, este necesar Ca în expresia (15.10) a potenti 


se considere densitatea cur 
tului de conductie să se a 


în aceste condiții potenţialul magne 
G 5, nu mai constituie un mijloc comod de calcul A 


integrală de 9D/dt şi de 
mi E şi mai ae X lui E si D căci el necesită cunoaşterea prealabilă à cim- 
pului de inducție electrică D si a derivatei sale. ie ; 

Luind in considerare potentialul magnetic vector, definit de relatia (3.6 ) 


relatia (15.4) se poate serie 
=, OA 
2 | = 0» 
rot (z + F | 


ceea, ce arată că mărimea din paranteză derivă dintr-un potenţial scalar, obti- 
nindu-se o relatie analoaga cu relatia (15.8) 


Tinind seama de aceasta relatie, din legea, fluxului electric* rezultă 


a SEULE 


E 


De asemenea, aplici d iei ` nå ae 
(15.1) se aie plicînd rotorul relaţiei (3.66) şi tinind seama de prima ecuaţie 


rot B = rot rot A=u(5+ NE |: 
ot 


2; x . T D SEA 
sau, dezvoltind dublul rotor a lui A si tinind seama de relatia (15.8) se obtine 


—AA-+grad div À — ul 5 — egrad 2” A 
HS a T | (15.12) 


Și 


în care s-a notat eu = 1/92 


* Vezi relaţia (1,38 
38) div D = e 
** Adăugind ambilor membri si rel ur m 


— €102V /0L?, 


À ple. 
ri ai relației (15.11) expresia 
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Tinind seama că din relația (3.66), potentialul vector nu este determinat 
decit în raport cu gradientul unei funcţii scalare arbitrare, iar din relația ( 15.8) 
rezultă că potenţialul V nu este determinat decit în raport cu derivata in timp à 
aceleiaşi funcţii scalare, se poate pune condiţia ca potentialele A si V să 
îndeplineasă condiţia 


div A+ SI 2 = (15.14) 


care este relația lui LORENTZ. Relaţia (15.14) mai poate fi interpretată în sensul 
par: tezele din membrul doi ale relaţiilor (15.13) sînt independente de timp. 
în aceste condiţii, ecuaţiile (15.13) pot fi scrise sub forma 


Nes en D ep (15.15) 
v ot? € € 
AA + ui = 0 À + ud =0, (15.16) 


| ecuatii care generalizeazä ecuatiile (1.42) si respectiv (3.73), in care laplacianul 
A este înlocuit cu dalembertianul [l*. 

Ecuațiile (15.15) si (15.16) — numite ecuaţiile lui d’ALEMBERT, sînt 
| ecuaţiile undelor electromagnetice neomogene sau cu membru doi. Primul membru 
| al lor este funcţie de coordonatele 2, y, z si de timpul ¢. Soluţiile lor sînt legate 
| prin relaţia lui LORENTZ (15.14), ceea ce se verifică uşor**. Ecuatia (15.14) — 
| relația, lui LORENTZ — reprezintă ecuația undelor omogene sau fără membru doi, 
| care descrie un fenomen ondulat fără surse exterioare. 


Pentru a integra*** ecuaţiile (15.15) şi (15.16) se consideră la timpul # 
| într-un punct P o sarcină q(t), situată într-un volum foarte mic, de forma 
sferică. La distanţa r în jurul acestei sarcini, laplacianul lui V se scrie 


A Gi 


1 arv) 1 GV o 
Eet 15.17 
r ol vă Om Ze € ; ( ) 
1 @ 
* Operatorul A — —— —— = []se numeşte dalembertian, 


ve OO 


** Luind divergenta relaţiei (15,16) si adăugind derivata în raport cu ta relației (15.15) înmulțită 
cu 1/v*, se obţine, după calcule simple 


1 Ou <. Op 
div A mm) = —pildivd+—l_ 
of v? at | «| at | 9 


membru al doilea al acestei egalitä{i fiind tocmai ecuația continuității curentului electric (2.5). Vezi 
[147] pag. 199. 
*** Vezi [115] vol, II, pag. 182 


și ecuaţia (15.15) devine 


nsiderată p e nul, 


sau, întrucit în afara sarcinii CO 


i OM) 1 OV D: (15.18) 
Tr at 7 yt Op 
Soluţia acestei ecuaţii este de forma* 
r 
rV =m f(t =) +r a al 
Omer EG 
Intrucit singura sursă este sarcina q(t), funcţia F, nu există şi potenţialul cău 
a d = = (15.19) © 
MO ey | 


tinind seama ca distanţa 7 e foarte mică, ecuaţia (15.17) poate fi confundată 
cu ecuaţia lui PorssoN (1.54) a cărei soluţie este în acest caz 


t) 
e — 9 
Azer 


si in consecinta, functia F ( = à = r V(t) devine 


Arr 


si deci, relatia (15.19) 


1,0). A SCH 


ATST 


În cazul unei repartitii oarecare de sarcini, potentialele {intr-un punct 
se adună și atunci, expresia generală a potențialului V, căutat este** 


KOS aas (15.20) 


Ate r 


Întrucît, expresiile proiectiilor potenţialului vector da 


(15,16) ecuaţii formal identice cu ecuaţia (15,15), u pentru ecuaţia 


soluția acestei ecuaţii este : 


see oe 
Ge | a + 
A, (t) = Sch DAS id dx. (15.21) 


Se Vezi [271] pag, 221 | 
S-a notat cu V, şi A, pentru a indica polentiale retardate 


sau întirziate, Vezi [297] pag. 166. 


686 


(4) 
— 


ut 


d 


)) 


es 


sft i a eessen 


| Soluţiile (15.20) şi (15.21) ale sistemului de ecuaţii (15.15) şi (15.16) gene- 


valizează, în cazul unui regim electromagnetic oarecare soluţiile (1.47) gi (3.74) 


jo sistemului de ecuaţii (1.42) şi (3.73). See 
ale E obţine astfel, Le funcție de sarcini și de curenţi actionind la momentul 


(a potentialele V, şi À, la momentul ¢ si la distanţa 7, cu intirzierea r/v, ceea 


Oa 
plică durata de propagare. 7 
Dez Jeder y ` SR sint potenfialele retardate sau întârziate. 
fntrucit, potentialele retardate satisfac relația lui LORENTZ (15.14), prin 
intermediul ecuaţiilor (3.66) şi (15.8) se pot găsi cu ajutorul lor soluţiile in # și 
B ale ecuaţiilor lui MAXWELL. 


15.1.2.3. Undele electromagnetice plane si propagarea lor. O undă elec- 
tromagnetic’ se zice că este plană atunci cînd mărimile care o caracterizează 
depind numai de o singură coordonată, de exemplu de Z. O astfel de undă este, 
cu suficientă aproximaţie, unda radiata de o antenă, dacă această undă se 
studiază într-un punct al spaţiului situat la o distanţă mare de punctul de radiere. 
“fn cazul unei surse de dimensiuni foarte mici și un cimp electromagnetic 
care radiază în toate direcţiile din această sursă, undele obţinute sint unde 
sferice care corespund unei alte soluţii a ecuaţiei de propagare 


dE 
dt? 


— 92 AE. 


În apropiere de sursă, cele două cimpuri nu sînt în fază si viteza lor de 
propagare nu mai este v. Numai la o distanţă mare de sursă, în raport cu lun- 
gimea de undă, atunci cînd raza de curbură a sferei este suficient de mare în 
raport cu această lungime de undă se poate face aproximatia că undele sint 
plane și deci, poate fi aplicată teoria ce urmeazä* . În acel punct, distanţa NO, 
de la sursă la punctul considerat, formează un triedru al lui AMPERE împreună 
cu direcțiile cimpurilor Æ şi H, iar acestea sînt în fază si se propagă cu viteza v. 

Pe de altă parte, amplitudinea scade pe măsură ce ne îndepărtăm de sursă 
și unda, se desfășoară pe o sferă de o suprafaţă mai mare; la o distanță mare de 
sursă se poate spune că amplitudinea scade invers proporţional cu distanța. 

Antena produce atît cîmp magnetic cît şi cîmp electric variabil în timp. 
Dacă se presupune că pămîntul este un conductor perfect, y = oi, atunci 
vectorul H poate fi admis normal pe suprafața pămîntului. Într-adevăr, în acest 
caz, curenţii indugi în pămînt nu produc o cădere de tensiune în pămint şi deci 
vectorul H nu are o componentă tangentiala fata de pămînt. 

Presupunem de asemenea că axa Oz este îndreptată de la antenă de-a lungul 
pămîntului gi fie o suprafaţă Z care se găseşte în planul voy situată la o mare 


i 


Fig. 15,3, Antena și efectul ei 
la distanţă mare, 


* Studiul undelor sferice nu se face în această lucrare el ieşind din cadrul ei. 
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de aceasta distanță (fig. 3 ( 
ati, care poate fi presupusă, plana, 29 
torul H este constant, căci el N 


distanță de antenă şi a cărei dimensiuni sint mici față 
15.3). În acest caz în suprafața È consider 
a ei de curbură este foarte mare, vec 


nu depinde de coordonatele w gi Y. Acelaşi lucru se poat 
| bii Y i depind de coordonata 2, căci 0 modificare a aces 


distanţa de la centrul de radiere. PS: 
Fie + volumul din punctul considerat, limitat de suprafața x, la care g 
j ‘anile sale sînt de asemenea foarte mici fata de distanța 7 
de la antenă. În acest volum, toate razele ce se pot duce din centrul de radiere 
prin punctele suprafeței 2 pot îi presupuse paralele cu axa 02. Aceasta ne d: 


posibilitatea să admitem că mărimile E si H, în regiunea din spaţiu, limitată 


de volumul + nu depind decât de coordonata 2 și deci, unda care se propagă in A 


dielectric să fie considerată plană. + 
Scriind că vectorii £ si H sînt independenţi de coordonatele v gi y, se obţine SS 


e spune și despre vectorul 
teia, modifică 


şi (SO si H sînt funcţii numai de z şi t. 
aceste condiţii, ecuaţiile lui MAXWELL (15.3) şi (15.4) pot fi scrise : 


OH, OE 
d — sy ff 
Het MOE, | 
= Eee (0) 15.26 OE, _ ôH | 
MEIE 
Daeg (c) ap 


Întrucît, ci ie 
A cîmpurile prod 5 
nefiind produs produse de sursa nu conti 
oduse : SC ontin com i 
de curenți continui sau sarcini continu EE oe? ao 
e, rezultă că, cele două 


cimpuri nu pot ave 
L a com x fie i 
(15.26) și (15.27) dau ponente care să fie independente de timp si ecuaţiile 


E, — Const, = 0 : 
Ce ȘI H, = e 
Alegem axele o e z onst. = 0. 
axei oz. În a Și oy astfel, încît vectorul H să fi 
acest caz H, = 0 gi relațiile (15.26) Deg SE de-a lungul 


OR, on. 


de d at 


= 0 
și rezultă, 


HA Co nest. 0, 


Ti — 
electromagnet HH dk H 
yl At SUN perpendiculari un entr 

Ge Nut pe 


adică, in unda 
Și tzotrop, geet 


-Un mediu di . | 
dielectr | 
altul. eciric omogen ; 
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vectoriale de propagare (15.6) și (15.7) devin 


ei Ou aceste elemente, ecuaţiile vec i 

l 2 ecuații diferentiale simple, de ordinul doi, cu derivate partiale 

vul ji J 

ies | Pa — p Ea, (15.29) 

ĝl? 02? 

are | 

Dia Hy y2 Hy, (15.30) 
€ dl? dz? 


în aceste ecuații — Ca gi în cazul general — v reprezintă viteza de propagare 2 
undelor şi este 
1 1 c 


Lesch 


V= FF hy 
Ve V zoko V Veau, s 
n = Ven, este indicele de refracție al mediului 


ISE E 

e be? 

CD ES 
tegen EE EE, 


în care o este viteza luminii și Jui 
care, în cazul general, pentru pr = 1, este dat de relația lui MAXWELL n' = J Se 

Solutiile acestor ecuaţii sînt de forma” 
(15.31) 


H, = iu (—vt) Fyfe + 0] | 


întrucît E, și Hy nu au componente care să nu depindă de timp, nici 


functiile F, si F, nu vor avea asemenea componente. 
Să interpretäm acum sensul solutiilor particulare 


E, = F(z ax vt), 


es (15.32) 
e line == 

„ele Hy, = || —Fy(z — vt). 
oua LL 
tiile | i P e ER SIE iteză 
; Fe n orice punct al spaţiului, care se mișcă de-a lungul axei Oz cu viteză 

FRE valorile H, si H, rămîn constante. fn adevär, pozitia unui asemenea 

punct este determinata de coordonata 
agul 
gz = vt + Zo 
gi deci H, și H, in acest punct au valorile 
Hy = Ve T,(29) = Const. 

` LU 

| 
y H Í Rezultă de aici, că diversele valori ale lui Ea, sau Hy, se propagă înspre 

| partea pozitivă a axei Oz cu viteza v. În consecinţă, ecuaţiile (15.32) determină 
28) li unda electromagnetică care Bo propagă cu viteza v, în direcția pozitivă a axei Oz. 
2 | Această undă se numește unda directă, 

nN foe IRI 

og * Vezi [271], pag, 221, 
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ecuatiile vectoriale de propagare (15.6) gi (15.7) devin 
cu derivate parţiale 


i 
: Cu aceste elemente, | 
ccuatii diferentiale simple, de ordinul doi, 


d'Be Luttes, (15.29) 
om ax? 

2 3 

Hy a gical, (15.30) 
dt? dh 


à 3: în aceste ecuaţii — Ca si în cazul general — v reprezintă viteza de propagare & 


undelor şi este 


Sei Le Spi 1 
Venue ET ©) CFE 


în care c este viteza luminii si n = Ve,u, este indicele de refracție al mediului 
u, = 1, este dat de relația lui MAXWELL n’= Ve, 


bach. 


v 


mn tort drone 


e în cazul general, pentru 
Solutiile acestor ecuatii sint de forma* 
B, = F(z — vt) + F(z + vt) | 
(15.31) 


H,= |. (—vt) — Bale + vi)]. | 


Întrucît E, si H, nu au componente care să nu depindă de timp, nici 
funcţiile F, și F, nu vor avea asemenea componente. 
tim acum sensul soluţiilor particulare 


Să interpre 
Ea > F(z Ze vt); 
= (15.32) 
= E 
4 Hy, = Ver eg vt). 
d | T 
P T 1 m: e . Yv > ` Sé. 
În orice punct al spaţiului, care se mişcă de-a lungul axei Oz cu viteză 
dz 1 e zi D Di SAS D 
KE v, valorile E, și H, ramin constante. În adevăr, poziţia unul asemenea 
1 punct este determinată de coordonata 
z= ut 20 


si deci P. și H, in acest punct au valorile 
ass F,(vt -|- Zom vt) st: F (#0) == ( 


ss € - j 
Hy, pis |: F,(20) == Jonst. 
H 


Jonst., 


| 
i} | Rezultă de aici, că diversele valori ale lui Fe, sau Hu Se propagă înspre 
partea pozitivă a axei Oz cu viteza v. în consecință, ecuaţiile (15.52) determină 
) | unda electromagnetică care be propagă cu viteza v, în direcţia pozitivă a axei Oe. 
! Această undă se numește unda directă. 
c 
* Vezi [271], pag. 221. 
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că soluţia, particulară 


În acelaşi mod se arată 


Be = (UGC + vt) | 
(15.33) 


mo |; Pis + vt) | 
H 


determină unda electromagnetică care se mișcă cu viteza V, în direcția negativă 


xei Oz. Această undă se numește unda inversă. 
S SE axa Oz este indreptatä de la sursa către un punct oarecare, atunci 


unda fundamentală este unda directă. Unda inversă apare ca rezultat al reflexiei 


undei directe de un obstacol oarecare. 
între valorile absolute ale cîmpurilor electrice Și magnetice, atit ale 


undei directe cât si ale undei inverse, există relatia 


EA 2 Je GC (15.34) 
H € 


care este o mărime reală avînd dimensiunile unei impedante ; această impedanta 
se numeşte impedanta caracteristică sau impedanta de undă a mediului. Pentru 
vid, valoarea numerică a impedantei de undă este 


2 = J=- 47107. 4n-9-10°—377 O 


Pentru un dielectric oarecare, impedanta caracteristică este 


Dee 
SE — De 


n 
Din relatia (15.34) rezulta 
pub | > 
TES Fu ru” (15.35) 


ees Zeg că n cazul cînd există numai undă electromagnetică directă (sau 
poet nnal pee ) energiile cimpurilor magnetic gi electric sînt egale între ele. 
ctromagnetica descrisă în cele ce preced, în care vectorii £ şi H 


rămîn fiecare paraleli cu cite o direcţie fixă 
en cfie fixă, normale pe direcţi: 
constituie o undă electromagnetică plană polarizată aan Fa oo propagare 


A coe) al a a plana sinusoidală. Fie cazul particular 
Der uncfii de timp, armonice sinusoidale. Să presu ă 
vă decit unda directă. Ecuațiile (15.32) se vor serie ee 


E, = F,(2—vt) = LOD COS (wi AL ) 


EE OW eon) = ep 
- = (2 — vt) = |/-£ 24 cos (at SÉ V) = H, cos(wt +), 


în e te 7 i 
n care w este pulsatia oscilaţiilor, 
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Pentru ca sistemele (15.32) gi (15.36) să fie identice, trebuie ca 


ot + Y = k (2 — vt), (1.5.37) 


în care k este o constantă ce trebuie determinată, Această relație trebuind să 

fie identică pentru orice valoare a lui t, va fi satisfăcută gi pentru t= 0; rezultă 

ÿ = ke, valoare care introdusă în relaţia (15.37) dak = — 0/0 și deci, dh =— ozo. 
în consecință expresiile (15.36) ale celor două cimpuri devin : 


P, = E, cos © ( = = (15.38) 


H, = Je E, cos o E — = = H,, cos (4 — =) . (15.39) 
Se u v D 
Să figuräm, pentru fiecare punct al axei Oz, vectorii cîmp electric si cimp 
magnetic la timpul t = 0 (fig. 15.4); diagramele acestor vectori, care se reduc 
la componentele lor 


JM 
GAN 


OZ 


Z e "e CO Z 
D. SS d cos—— si H,— jee E, COS =< Hn COS SS 
v p 


D 


Fig. 15.4. Variatia cimpurilor e- 

lectrice si magnetice in raport 

cu distanta pentru o unda plana 
sinusoidalä. 


J 


sînt două sinusoide in planele xOz şi yOz, care intersectează axa 2 în aceleaşi 
puncte și à căror ordonate maxime corespund de asemenea aceloraşi abseise 
respective. 

Sensul de propagare este acel dat de AMPÈRE : pentru un observator 
așezat de-a lungul cimpului electric H ce priveşte în direcţia cîmpului magnetic H, 
undele se propagă către stinga Sa. | 

Dacă dorim să trasăm curbele din figura 15,3 nu la momentul ¢ = 0 ci 
la un moment t oarecare, într-un punct M’, situat la o distanţă +’ de origine, 
trebuie duse în ordonate märimi proportionale ou 


Aceste ordonate sint identice cu acelea care corespund la timpul t= 9 punctului M, 


și care sint proporţionale cu cos az doe #'—vt = + sau M M'= 2' — eût; 
v 


cele două sinusoide in direcţia Oz cu o rs A A i 
această reprezentare geometrică se poate face în felul acesta, deoarec 


‘ 4 H timpul t; 
ER i în sensul Oz gi parcurg o distanță vt a | 
S SES Seen: vectorii 5 gi H au aceeaşi valoare în două puncte M 
(0) 


E NL iu EP ‘ te gy 
si M, , astfel alese încât cantităţile m şi a să difere cu 27. Lungimea (24 ys 
care este perioada in spatiul sinusoidelor trasate, se numeşte lungimea de undă, 
a undei electromagnetice. Avem 


este suficient a se deplasa 


ag = dr = = À. (15.40) 
Q) 


Lungimea de undă este distanţa cea mai mică à două plane de undă in 
care cimpurile electric şi magnetic au aceeaşi fază. ; ; 

În vid, si în aer, lungimea de undă este mal mare decît într-un mediu 
oarecare. : | 

Atunci cînd se definește perioada unei oscilaţii electrice prin lungimea, sa 
de undă, se înţelege întotdeauna lungimea de undă în vid. Lungimea de undă 
din aer diferă foarte puţin de aceasta. 


15.1.3. UNDA ELECTROMAGNETICĂ STATIONARA 


15.1.3.1. Producerea undelor electromagnetice staţionare. Să reluam 
„ecuaţiile (15.31) ale undelor plane 


E, = Fi(z—vt) + F(z + vt), 
HE ye [E (e—vt)—F (2 +0t)], 


care în cazul undelor sinusoidale devin 


L, = Ba cos d Seed + H,,cosw ( rs) ~ 
v 


H,= / g Gon [ z | = = (15.41) 
m ec Age e =S = D 
p. v ety E ( BEE ) ; 


ele se compun din undele direc 


e D ` ta gi invers $ d à à D A D 

tarea x ndei directe pe un obstacol E EE provenind din reflec- 
cuatiile (15,41 EE 

produs : (15,41) pot fi scrise, dacă se transform 


ă suma cosinusurilor in 


Mo MAL 
B, = HI, cos 7,7 COS al, 


ER io vu ST ar 
y= H o Din Sin —— sin ot 
v ? 
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a sängt variaglo poniru fe 0, t= sell - = qi t = = 


i 


sint date 


în 


Tee, dou clmpurl în flecare punet al spaţiului unde pe puprapun ae acer af 
faxi ai aint in cundravurt unul faţă de celălalt, atit în spațiu, At gi în timp. 


Fig. 15.5, Unde electromagnetice staționare, 


Amplitudinea variaţiei cimpului magnetic” 


e . ww (427 
2 = EL, si. — = P. sin — 
HU A 


este nulă pentru punctele N, pentru care 


2 
SE kr 


adică pentru punctele pentru care distanța de la origine este 
€ = Ken 
2 


și este maximă pentru punctele V pentru care 
277 T 

—— [= (2k Hl) ye 
EL Ek 

adică pentru care distanța de la origine este 


À 


z = (2h + 1) em 


* Din Af = v rezultă f= v/d lo = mf = Hui, 


punctele y sint ventrele acestui 


Punctele N sint nodurile cimpului RE dintre două 

S : wv 1 1 In re d 

omP. pinind. şi in acest caz lungimea Se imp find i amplitudine penmi 
ke - * [ e AȘI imp a $ 

E ` ei a pentru care avem la ac e? se obtine 

eher, À e electric sau pentru aceea a câmpului magnetic, k 


si deci, 


se obtine deci, pentru lungimea de unda aceeaşi expresie ca Și în cazul undelor 


il S Q v D A a La 
SC Fonte cimpul electric situatia este inversă : la nodurile cimpului magnetic 


corespund ventre pentru cîmpul electric şi reciproc. Este ușor de văzut că, în 
À 
functiile de lungimea de undă ventrele apar la, distanţele k a lle =i rece), 


pentru cimpul electric si la distanţele (2% + 1)aj4 (k = 0,1...) pentru cimpul 
magnetic ; nodurile apar in cuadratura fata de precedentele si anume, la distan- 
tele (2k + 1)a/4 (k = 0,1...) pentru cîmpul electric şi la distanţele kx/2 (k = 
— 0,1...) pentru undele magnetice. 

in cazul propagării unei unde unice, cîmpurile electrice şi magnetice ating 
valorile lor maxime succesive în toate punctele spaţiului. 

in cazul propagării a două unde identice, dar în sens contrariu, cimpurile 
sînt nule sau ating valorile lor maxime succesive în puncte fixe în spaţiu. 

Aceste unde, obţinute din suprapunerea a două unde identice, dar care 
se propagă în sensuri contrarii cu aceeaşi viteză, poartă numele de unde staționare. 


15.1.3.2. Experiențele lui HERTZ. Teoriile lui MAXWELL privind propagarea 
undelor electromagnetice, deduse de acesta, în 1864 numai prin procesul de gin- 
Sire po nind de la P opaite Jui SE si FARADAY, au fost verificate de 
În create w éi H te di 
armături sînt legate între ele printr-un GE E Se 
dier > € l şi în care se pr oduc oscilaţii 
ie ; ea energiei electromagnetice este foarte mica. În adevăr, (fig 
6), dacă se consideră două elemente opuse ale circuitului, MN si MIN à 
parcurse la timpul ¢ de acelasi curent de intensitate si 
ele produc într-un punct P mai îndepărtat cîmpuri 
magnetice opuse care se anulează aproape. complet 
De asemenea, cîmpul electric este foarte slab în afara 
spațiului limitat de armäturile GOTT Gan 
mai mare parte a energiei electrostatice rämine loca- 
lizata in acest spaţiu aproape închis rec ae 
Mal mare parte a energiei m; SE, H so Ge 
EE rn 'glei magnetice rămîne locali- 
amin me Stee imediată a circuitului oscilant. 
+ entru a obține o radiaţie mai intensă, HERTZ à 
chis, Oscilatorul lui HERTZ este 
e metalice, AB, care formează 


Fig. 15.6, Circuit electric folosit un oscilator des 
cu condensator, format din două ster 
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LP TENTE UE 


15.6: circuitul de descărcare este redus 
toare 77” terminate prin două sfere HE", între care (inneate 


taia oscilantă (fig. 15.7). Aparatul este incăreat, legind cele două borne 
Sen, bornele Se bobine de inducţie, o aurai de unde. Acest Chloe ht A are 
aceeaşi simetrie ca şi un sistem format din două sarcini electrice egale gi ¢ r ps 
contrar, aşezate în două puncte A şi B şi reunite printr-un element de € cout 
fie. 15:8); într-un punct M, situat în planul perpendicular pe AB in mijlocu 
său 0, câmpul electric E este paralel cu AB şi cîmpul magnetic H este perpen- 
dicular pe planul ABM ; dacă distanța OM este mare in raport cu lungimea de 


armäturile condensatorului din figura 


la două tije conduce 


P Q -294 Lo 
"110 
Z 
E Es | M 
EE 
A T g +g 08 is 
Fig. 15.7. Oscilatorul lui HERTZ. Fig. 15.8. Sistemul echivalent al oscila- 
torului lui HERTZ. 


undà, cimpurile E si H formează o undă ale căror proprietăţi pot fi asemuite 
cu acelea ale undei plane. 

Descărcarea oscilantä care sträbate oscilatorul este amortizata ; undele 
care le reprezinta sint unde amortizate şi relaţiile stabilite in subparagraful 
15.1.2.4. nu le reprezintă decit aproximativ. Sinusoidele care reprezintă cimpu- 
rile la un moment dat în diferitele puncte ale spatiului, precum si acelea care 
reprezinta variatia cimpului in raport cu timpul intr-un punct oarecare, trebuie 
înlocuite cu undele din figura 15.9, iar fiecărei scintei îi corespunde in oscilator 
un tren de oscilaţii iar în spaţiu, un tren de unde (fig. 15.10). 

Pentru obţinerea de unde continue, se utilizează un alt tip de oscilator 


(fig. 15.11), care este constituit dintr-un emiţător (circuit oscilant) cu antena 


respectivă. 
d L | | L; 


Fig. 15.9, Unde amortizate (pseu- Fig, 15.10, Tren de unde, Fig. 15.11. Circuit 
dosinusoidale), oscilant cu antenă. 


í : Í QT H d Tw Ww A b ` D H 

| Cu oscilatorul lui Hertz la care capacitatea este redusă la capacitatea 

sferelor gi inductanta la aceea a tirului conductor, lungimea de undă, care se 
calculează cu relația 


) = înv LO 


este de ordinul de 2 mm, ceea ce corespunde la o treovență de 15.10" Hz. 


+ Studiul emiţătorului și antenei respective lese din cadrul lucrării de fata, 
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i nas, Se face 
tn etic care se propaga, ilanţi 
Gamer: În SD Acestia sint JR pe e cupru, de secţiune 
` Rezonatorul lui HERTZ ni intr-o secțiune îngustă tegt se manifesté 
WE EE Ge curentului HS EE 
Pr 0 Botntale oo apare Gr We Gg : să presupunem Că 
| ta ni Hortz au urmatoru Se pul electric 
andi SE pores ae E On oe obtine astfel, 
d Gg Da, i ul magnetic y 3 13 
ini DAS od E SE rezonator ca in poziția I (fig. 15.13), 
un S 


Fig. 15.12. Rezonatorul Fig. 15.13. Experienta lui HERTZ. 
lui HERTZ. | 


cu circuitul D în planul xoz si cu plăcile condensatorului paralele cu planul 
xoy, cîmpul electric, paralel cu plăcile condensatorului, nu exercita asupra 
acestora nici o influenţă ; însă circuitul T, străbătut de cîmpul B = uH, este 
sediul unei forte electromotoare de inducţie şi deci a unui curent electric alter- 
nativ, a cărui intensitate măsoară variațiile amplitudinilor câmpului, magnetic. 
Dacă se aşază rezonatorul in poziţia II, cu circuitul T în planul voy şi plăcile 
condensatorului paralele cu planul yOz, cîmpul magnetic, paralel cu. planul 
circuitului [nu mai produc nici un fenomen de inducţie ; în schimb cîmpul electric 
alternativ E produce, prin influență electrostatică, sarcini electrice, alternativ 
pozitive și negative, pe plăcile condensatorului : trecerea lor prin circuitul T 


produce un curent alternativ a cărui intensitate măsoară amplitudi “atieă 
SEET, R îtudinea variatier 
cimpului electric. i 


15.2 ENERGIA TRANSMISĂ DE UNDELE ELECTROMAGNETICE 


15,241, PROPAGAREA ENERGIEI ELECTROMAGNETICE 


15,2.1.1. Cazul undelor plane directe. Să i 
A € d ete, SE S 4 
care se propagă numai într-o singură direc cane ee 
gimat intr-un puncti M, În acest punct 
ate de relațiile (15,32) sau (15.33). Fie 


i ăm cazul undelor plane 
S tie, His “a element de volum dr 
mpurile electri i netice sir 
d SE i ctrice ȘI magnetice sint 
mplu, unda directă 


A, Fa F, (2 — vt) 


er Hee 
Hy = |+ Fe — vt), 
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clon contine, la timpul t, o energie dW, care este suma 
Un element de volum dz conține, la timpul t, în A nic pr 


energiilor electrostatică gi electromagnetică localizat 


apa 2 (Bt + pH) dr = Zo E Luft / Si d des Vey BH de = 
> a = — HDdr=— V5 F? (29 — vt) dr. 
K Get v v H 


| o momentul t’ posterior lui t, elementul de volum dr, situat in punctul 

en conţine o energie diferită sau poate nici una ; un element de volum egal, 
` nat în punctul M’, astfel ca MM’ ai —z = v(t — t) va conţine exact 
| ` | pe care a continut-o elementul de volum dz dn punctul 


i mpul t. Într-adevăr energia corespunzătoare este 


d: 


Som: — ||: F? (2’ — vt’) dr = j= Fefe + olt — t) — le 
wee v u D LU 
= SES e — ot) de = dW 

vy u 


căci ai —0t’ =z v(t’ —t) — ol =2 — vi. în conformitate cu principiul conservării 
energiei, se poate spune că energia, electromagnetică dW a fost transportată 
din punctul M în punctul M ', În consecinţă, undele electromagnetice transportă 
energia electromagnetică în sensul de propagare a lor; această energie se propagă 
cu viteza v, normal pe planul undelor. 
Fie un element de suprafata M NPQ a planului undei trecînd prin punctul 
M (fig. 15.14). Energia dW care trece prin acest element de suprafață, de arie 
d=, între timpurile t şi t + di 
este energia care era localizata 
- la timpul ¢ in elementul de 
| volum 
dr = dX dz = vd2 dt 


și anume, 


pp © Fee 


SI Oe De 


aw = = UH dr = BH axa. 


Fig. 15.14, Stabilirea vectorului PoyNTING, 


e 
Pe unitatea de suprafată gi în unitatea de timp, apare energia 


dw EU = S; (15.43) 


mem fo 


dä 


aceasta mărime are dimensiunile unei densități superficiale de putere ; ea este 
normală pe suprafata dX gi este îndreptată in sensul de propagare si deci in sensul 
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vectorilor 


j j 2 lanul 
torului viteză v. Direcţia ei este deci, pr pe plant 

D Si; ea poate fi reprezentată prin vectoru 

$=ExH, (15.44) 


care se numeşte vectorul fluxului de energie electroma 


sau vectorul POYNTING. 
Sensul lui este dat de sens 


direcţia propagării. on , 
ns (15.44) a fost stabilita în cazul particula 
şi izotrop si in cazul că există H, numal unaa directa s 
Ea este adevărată însă şi în cazul general. ` sn un 
Trebuie subliniat ca märimile lui # si H din expresia lui S De ae 
cele două componente ale câmpului electromagnetic, adică trebuie să île legă 


între ele prin ecuaţiile lui MAXWELL (15.3) §1 (15.4). à ' eg f 
În adevăr, fie cazul unei simple suprapuneri de cîmpuri continul SE 
si magnetic (fig. 15.15), independente unul de altul, realizate cu ajutorul unui 
condensator plan şi a unul magnet per- 
manent. În spaţiul + delimitat, există 
concomitent cîmpul electric al conden- 
satorului încărcat si cîmpul magnetic al 
magnetului permanent. Fiecare din a- 
ceste cîmpuri constituie o parte a proce- 
sului electromagnetic : cîmpul electric 
este legat de sarcinile elementare, care 
se mișcă în dezordine pe suprafața ar- 
maturilor condensatorului, iar cimpul 
Fig. 15.15. Cimpuri, electric si Magnetic, care nu den este legat EE GE 
satisfac ecuatiilor lui MAXWELL. Lan (curenți ampermeni) CALE există ARI 
interiorul magnetului permanent. Intre 
en A ed aceste două fenomene nu există însă nici 
Ss ; oua cimpuri nu formeazä deci componentele unui 


vector radiant ; in consecinţă, nu 
ee, ) ; se produce vreo dep de energi 
magnetică. lasare de energie electro- 


gnetică sau pectorul radiant 


ul triedrului lui AMPÈRE Și este intotdeauna in 


r al unui mediu omogen 
au numai unda inversa. 


Lag 
1444/411444 
AG 


EE 


Ee energiei electromagnetice in eazul general. Fie un 
(permitivitatea e d Sr tivit EE electrice 
Di one ete (c atea y) sint independente de intensitatea cimpu- 
cimpului magnetic SC Ee (per meabilitatea 1) sînt independente de intensitatea, 

_ Pie un volum SN Ee in fiecare punct al spațiului. 
cimpurilor electrice si magnetice SE E de o suprafață =. Energia 
in volumul + poate fi pusă sub forma 


1 TI T\ — 
W, as e = zi (ED -+ H B) dr. 


Presupune 

unem că această enerpi i 

? stat d sr ner "16 Te A "té m wi} À 

acestei energii este dată de relatia variază în timp în volumul dat. Scăderea 


co 
RS (W, -+ We) Pe eg 1 d TR Ke 
ol x | à LR D+ H B) dx. 


T 
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ul D nu coincide în direcţie cu vectorul Gi. Se poate 


„în cazul general, vector 
Scrie succesiv 


2 (B.D) = 2 B.D, + E,D, + BD.) = 9 (ete + oH) = 


a Ta fel se arată că 
|e SE 
S Se obţine deci : 
E E a = GÜD) — dB 
a Ee | (2 RER ai oe 


Presupunem cà in volumul respectiv exista curenti de conductie, sarcini 
trice libere ai surse de energie electromagnetică, ce transformă energia 
o formă oarecare în energie electromagnetică (cimpuri electrice imprimate 


EA V om avea în acest caz 
3 = à, EI şi 3, = y (E + Bi); 


Din prima ecuație a lui MAXWELL, tinind seama de relațiile precedente, 


se deduce 


hee IN Ss 


\ «eve 
© 
DI 


iar din a doua 


n | 2 
EECH EE 
|- at 
d 
z | Introducînd aceste expresii în relația (15.45) se obține 
a a — e EE 
BEE, dE E | 3 D, dr + | eh | o 0H dr — | (BrotH— Hrot E) dc. 
7 e? T “t 
| (15.46) 
ew \ Dar 


Brot H— Î vot E = — div [H x A] gi | div [E x Al] dr = | (E x H] d£ 
t x 


o 
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se poate serie 


Le Sc? 5 Bax +\ 
mem eBt], Y dr + ¢ x 


astfel, că relația (15.46) : 
gag (15.47) 


> OG 15.44). x „i 
par CSA na Nitia (15.47) cu dé ai seriind-o sub forma 


SE E arf oH dr + d 5 d& (15.48) 
at | BE, ds = 2 (W, + Wa) di + dé \ Bde + at) e e 


sau 
S ©. Wm dt + d W Sé (15.49) 


care se interpretează după cum urmează : : e + 
—termenul dW, = ar SE dr reprezintă energia dată de sursă in vo 
T . 


mul - considerat ; > elle 
—termenul dW; = au | de dz reprezintă energia absorbită in volumul 7 

ry ) ; j a 

din cauza conductibilitätii mediului, adică energia care se transformă în caldura ; 
— termenul dW,, = dt | eë d reprezintă energia cheltuită pentru acce- 


` v e H - 
lerarea, sarcinilor libere care se găsesc în volumul 7, adică pentru mărirea energier 
cinetice a acestor sarcini* ; 


-= termenul — (W, + W,,) dt reprezintă variația energiei electromagnetice 
t 
în volumul 7; 
— termenul dW,,, = ( N az | dt reprezintă energia radianta ce iese din 
x 
volumul 7. 


Relaţia (15.48) a fost stabilită în ipoteza că în volumul + nu se consumă: 


nici un lucru mecanic pentru deplasarea corpurilor conductoare încărcate cu 
sarcini electrice sau circuite străbătute de curenţi, ceea ce s-a exprimat prin aceea 
că parametrii e, u şi y au fost consideraţi constanti în orice punct al spaţiului 
și independenţi de cîmpul electromagnetic existent ; aceasta înseamnă, că atît 
conductoarele cit și mediul au fost considerate în repaus. 

es ; Ee legea conservării energiei electromagnetice 


În cazul cînd sistemul dat nu cuprindea surse de energie electromagnetică 
in interiorul volumului +, rezultă H = 


= 0 şi relaţia (15.49) se poate serie 


Ton (Wet Wal dt = AW; + Aa +AW ru: (15.50) 


* Avem succesiv 
pol dt sb du = D dF = ay E 


care reprezintă lucrul me 
cheltuit pentru accelerare 
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este realizat în dauna micgoririi energiei 
olumul respectiv. 


relaţie care arată că bilanţul energetic 
cîmpului electromagnetice care se găseşte în v 


| 15.2.2, PREZENȚA FENOMENELOR REACTIVE IN PROPAGAREA 
ENERGIE! ELECTROMAGNETICE 


O. I. BUDEANU a arătat* că propagarea energiei electromagnetice este 
însoțită de fenomene reactive. Considerind acelaşi regim de functionare ca gi in 
subparagraful precedent**, prima ecuaţie a lui MAXWELL scrisă intre vectori 
i conjugati si a doua între vectorii complecși simpli dau 


) complecsi 
rotH* = ò+ eV* — jo e EI Si rot. =—jou H. (15.51) 
) Introducind aceste expresii, precum şi relaţia D, = Y (E + E) în relaţia 
ErotH* — H*rotH = — div [E x H*] 
7 se obține 
fs.) ijir) tgar Bx 2) (55 


eare*** o, este densitatea de masă, a corpusculilor avind densitatea de 


arcină electrică volumetrică p. 
Ecuația (15.52) reprezintă forma punctuală a principiului conservării, 
aplicat acestui fenomen radiant. 
à Integrind ecuatia (15.52) pe un volum + si aplicind teorma divergentei, 
se obtine 


= KS dc? D CH KS TS = =O 
n | Œa: Sid: cË ar + 520 (Wa Wo +| Exa] (15.58) 
ă, D H H Vi VI ` ` 
z i în care primul termen reprezintă puterea complexă produsă în interiorul volu- 
a | mului 7, | (82/7) dr este puterea activă consumată prin efect JOULE, Wu Si 
11 | = A d .. AD è o ` ` rs 
it e W, valorile medii ale energiilor cimpurilor magnetice Și electrice, W, valoarea 
| medie a energiei cinetice a sarcinilor libere, toate în interiorul aceluiaşi volum. 
e Ultimul termen este puterea complexă transmisă către exterior prin suprafața > : 
expresia [E x H * | = S este forma complexă a vectorului radiant, 
A | Dacä mediul este lipsit de sarcini libere oscilante, relația (15.55) se reduce 
la forma 
0) | (D, à, )dr = e dr + j2a(Wn — Wa d [E xH] AZ (15.54) 
F 7) de | 


* Vezi [66] 
** Vezi 15,2,1,2, 
66 Por > f 4 a KE A 
is i Permenul j20(1/2)pqv® provine din eH v* = J Pm ou: vè, 
.ceasta presupune că în acest fenomen de conveclle saroinil d i i 
| | resp fe elle sareinile electrice libere oscilează eu pulsatia cim- 
ric L lui electrie E gi fără frecare, Să RAA LA ie 


RETIRE 


— 


TOL 


were — 
à t 


Ce LI H ur E 
\ LE x Has =\ [îi x H] (cos e + j sin Ņ) dž, (15.56) 
nd — e 
Je 


j il a, Și tiv Hai: unghiu- 
int defazajele in timp între E; Și §, respectiv - 

EH A emoţii de SC primul in volumul 7 iar al doilea pe E 
à nitrodueind relațiile (15.55) şi (15.56) în relația (15.54) ȘI separ p 

reale şi cele complexe, se obține 


E TA TT ~~ m 
P = (E: D) cos e dr =| as +\ IE < H]cos Ÿ dE (15.57) 


Q = | (B §) sin g de =2 o (Wm — ÜZ) e | (Hx Bl sin p dÈ. (15.58) 


Relaţiile (15.57) şi (15.58) reprezintă expresiile conservării puterilor activă 
şi reactivă în volumul +. Toți termenii relaţiei (15.58) au semnificații de puteri 
reactive ; primul termen este puterea reactivă produsă în interiorul volumului  ; 
ultimul termen este puterea reactivă transmisă către exteriorul volumului 7; 
termenul 20 (Wm — We) este puterea reactivă absorbită de mediul magnetic 
si electric din același volum 7. 

Rezultă dar, că se poate vorbi de putere reactivă şi de conservarea ei şi 
în fenomene energetice radiante, întocmai ca şi în cazul reţelelor electrice cu 
frecvenţă constantä**. | 
j Puterea reactivă (14.48) transmisă de fenomenul radiant din volumul + 
în spațiul înconjurător ~' este la rîndul ei absorbită sub forma 2% (Wa — We) 
in acest nou spaţiu si diferenţa, este retransmisä mai departe şi aşa mai departe 
Dacă în acest; nou spaţiu nu există un cîm 1 imat i 
primul membru din relațiile (15.42) (15.53), (15 54) (15, 57) a 15.58 ee 
lează ; in special, relaţia (15.58) devine | EE 


20(W, — H x H]si Se 
o(W,, W,)+ | 12 x El sin bh di 0, (15.59) 


care ex rim > D -1 ei Y . vy 
ER ee E D imită (negativă) de la spaţiul anterior + şi cea 
SU L iva), X fiind suprafața care limitează noul spațiu 
a © A distant 4 NT à A 
imprimat complex A. AT EE E 
MS sante) i Dre aport cu lungimea d IÀ (r ; 
reactivă este absorbită îr jj gimoa de undă (r 3 A), Or À 
E ită în spaţiile re pi a > A), orice putere 
a eo mt E ‘spective, De la această distanţă mai e 
te tb e mene ractive, Se regăseşte, pe această cal anya mai departe 
ate energiile specifice magnetică si « Stă cale, că în toate pune- 
| magnetică si electrică trebuie să ti 
si electrică trebuie să tie egale ***. 


coms 


* Expresia 20 [(1/2 uHe 2) g 
er Vezi 4.3.7.5, [(1/2 vU — (1/2) eE?) din relația (15.52) reprezint 
ed prezintă puterea reactivă specifică. 


Le 


potential alternativ de frecventa f = ol(2m), | 


într-un element de conductor MM’, 
la timpul t, este 2. 


E imp magnetic H, perpendicular pe 
planul definit de axa Oza cilindrului 


De asemenea, se regăseşte că în această regiune, cimpurile F şi A trebuie să 1 
fie în fază (V = 0). În vecinătatea unui cireuit străbătut de un curent (r € Ak | 
puterea reactivă specifică se reduce la 20 H deoarece in acest caz (1/2) e Hi 


<(1/2) pl. 


15.2.3, PROPAGAREA ENERGIEI ELECTROMAGNETICE 
PE LINIILE ELECTRICE 


15.2.3.1. Cazul curentului alternativ 
că la extremitatea O a unui fir conductor cilin 


sinusoidal armonie. Sa presupunem 
dric foarte lung Oz se aplică un 
fig. 15.16)*; în conductor se 


va produce un curent alternativy de 
aceeaşi frecvență, à cărui intensitate 


à. Curentul i, a cärui densitate 
Ste 3, produce in punctul P din ve- 
inätatea suprafeţei elementului un 


şi de punctul P. 
8 ` Diferitele puncte ale conducto- Fig. 15.16. Linie de curent alternativ. 
rului sînt la potenţiale diferite ; fie u 


T potențialul elementului de conductor MM’, q sarcina electrică răspînditä pe su- 


prafata conductorului si H intensitatea cimpului electric in punctul P din ve: 
cinätatea conductorului ; cîmpul E este normal pe suprafaţa conductorului şi 
în direcţia razei. 

____Cimpurile E si H sînt legate între ele prin ecuaţiile lui MAXWELL (15.1) 
si (15.2); ele formează o undă plană care se propagă in direcţia Oz, cu viteza 
7, corespunzătoare mediului înconjurător, vectorul POYNTING find S = E x H. 

Se poate admite că, în punctul P, cîmpul electric E este proportional eu 
potenţialul u — din care derivă — şi cîmpul H este proporţional cu curentul à — 
care îl produce. Rezultă că, undelor electromagnetice din mediul dielectric 


D, = F (z—vt) = F 0080 ( — =) . 


D 


D 


H,= ir. (2—0t) = Hn 008 « ( — à 


le corespund oscilatiile din conductor 


u = e (¢—vt) = U cos w ( = =) 


py AVEC ` 
J: peut) = I 008 o ( — z); 
v 


* } JU 
De fapt o diferență de potential fala de pămint, 


v— 


A o conductorului și 


induetivitabea lineie 


+ “i eléct t GIG 

= Vi inti, în curent alternativ. transmisia SEN i deg reg 
în one realizează prin intermediul el DUT? ay agama: rezultă 

ECH roe Sg în dielectric de-a lungul Gas s Ren electric — 
care se propagă E GE a, energia potențială < À ei? y 
ca o consecință gi faptului Că DC, mediul dielectric. Energia, adusă 
ele ac me VIE O se propagă printr-o undă electromagnetică și tul 
de alternator în pantay fl induce în conductor, nu este decit enee. 
i, pe care aia al cărui efect principal este Ră analizeze energia € eci poms 
neti Ses lungul conductorului și să 0 impiedice să radieze în toate direcţiile. 
“adi Dacă se examinează acum situatia la receptor, unde neexistind un 
cîmp electric imprimat; şi făcînd ipoteza că in dielectric nu există sarcini electrice 


libere, relația (15.47) se poate serie 


în care c gi l sint capacitatea fl 


Daye ey y= (Far +4 sad. (15.60) 
TAN e m Ey 


Z 


Să inchidem receptorul printr-o suprafață închisă oarecare Zu: tinind seama de 
convenţia obişnuit făcută că versorul normalei este pozitiv atunci cind sensul 

acesteia este din interior către exterior, în 
cazul de faţă, vectorul radiant pătrunde 
din exteriorul suprafeţei către interiorul ei 
şi deci (fig. 15.17) dz, = — dÈ. Relaţia 
(15.60) poate fi scrisă deci 


| Sa = (> a+? Ww + W,,) 
S 5 al e m}? 


(15.61) 
Fig. 15.17. Receptor la capătul unei linii BeN: 
electrice de curent alternativ. a Carel interpretare este imediat: ener- 
; ess `. gia consumată prin efect JOULE în linie 
ȘI aaa precum Și variaţia energiei electromagnetice în receptor este compen- 
sata de energia radianta ce pătrunde prin suprafața X. 


15,2.3,2. Cazul curentului continuu. 
parea EE electromagnetice se realizeaz 
A is SE anul cimp e H, luat in sens larg. Cîmpul D este îndreptat, 

EL EN » în sensul de propagare, adică de la sursă către receptor. 
aw că, în cazul curentului continuu | 

er Wall = 0, relația (15,61) devine 


În cazul curentului continuu, propa- 
ă prin micşorarea, sarcinilor electrice 


| Say, =| dq e 


de Y 


ceea ce inseamnă că între 
se transformă în energie 


aga energie radianti, 
tor prin suprafat 
prm suprafata later 


d OULE (căldură) 
ali So Acestui; 


adusă de cimpul electror 
DA, 4 de cimpul electromagnetic 
` vies radiant’ patrunzind in conduc- 
. Mtr-adevăr, la limită, cîmpul electric 
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ne 


H este tangent la conductor si paralel cu axa acestuia (fig. 15.18); cîmpul 
magnetic H este de asemenea tangent la conductor intr-un plan perpendicular 
pe axa acestuia. Rezultă dar că vectorul radiant este îndreptat către interiorul 
conductorului. 
Pentru exemplificare, fie » raza conductorului considerat, ! lungimea lui 


şi R rezistenţa sa electrică, În aceste condiţii, se obţine : 


Ri i 1 ; (2 
eater 2 trl > 


si deci 
So db die 


Trebuie observat însă, că în realitate, cîmpul E este rezultanta dintre 
cîmpul imprimat E,, care produce mişcare sarcinilor electrice si deci curentul 
electric, al cărui sens si direcţie este paralelă cu axa conductorului și în sensul 
de propagare (fig. 15.19) și cîmpul coulombian datorit sarcinilor electrice din 


Fig. 15.18. Pătrunderea energiei radiante într-un Fig. 15.19. Conductor de curent continuu. 
conductor de curent continuu. 


conductor* care este normal pe suprafaţa conductorului. Cum cîmpurile E, 
si H sînt constante si nu sint legate prin ecuaţiile lui MAXWELL, ele nu produc 
un vector radiant PoYNTING si deci în curent continuu energia electromag- 
neticä nu se propaga prin cimp. 


15.2.3.3. Valabilitatea ipotezelor făcute în studiul curenților electrici 
euasistationari**. În studiul curenților cuasistationari — curenți alternativi — 
s-a făcut ipoteza că intensitatea curentului electric este, în fiecare moment, 
aceeaşi în toate punctele circuitului. Studiul propagării energiei electromagnetice 
de-a lungul conductoarelor*** arată că, această intensitate a curentului electric 
este, în diferitele puncte ale liniei electrice şi în același moment, o funo(ie periodică 
de distanţă, perioada corespunzătoare fiind egală cu lungimea de undă din mediul 
înconjurător. Îm consecinţă, in cazul când lungimea circuitului este neglijabilă 
în vapori cu lungimea de undă a oscilaţiilor electromagnetice ce-l parcurg, se pot 
neglija variațiile de la un punct la altul al civeuitului st ipoteza unui curent electru 
constant este întotdeauna valabilă, Wi Bonk. 

Această condiţie este în general si tistăcută şi în cazul cireuitelor oscilante 
închise, funeţionind in regim tre mzitoriu, Prezenţa condensatorului de capaci- 

* Vezi 2.1.2 regimul fiind staționar, numărul de sarcini în unitatea de volum este constant. 

sa Vezi 4,3,3.2 
sr Vezi si cap, XII 
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der "Se 
aa r R 


tate foarte mare in rapor 


oarelor circuitului, 
VLC destul de mare, căreia 


, = 2 o VLC, foarte mare în raport cu lun- 
= — Cy 
n 


“opri uct 
t cu capacitatea proprie a cond 


ioade T =27 
are ca efect producerea unel perioade 
îi corespunde lungimea de undă 


i j lum 
: seu E ceastă relaţie c, este viteza EECHER eurent alter- 
Ee Sen = tee Bee Ee re E 
SN | a fiind de Z, iu SC : entru 
EE EE adesea si în cazul liniilor EE de 
este de 6000 SC ‘de ordinul 1000 Hz la care corespunde o ee fsa de 
Gest Ge ie observat totuşi că liniile telefonice ating ac SCH SE eg 
300 km. Trebuie obse: linii electrice de transmitere de energie electri S 
Se a D din de mărime ating sfertul de undă. Pentru 
astăzi lungimi importante, al căror az Ata d a teoria corespunzătoare, 
udiul acestor feluri de linii se va utiliza intotdeaun 
= Ze care poate da soluţia problemei studiate*. SE 
na TO oE pi E ee a Stee că in 
aceleaşi metode ca si in cazul curentului sta Se Genee Sian one 
acelasi ;, curentul este acelaşi in orice punct al cireui - nee 
ee valabilă decît cu condiția ca distanța punctului ech e 
diversele elemente ale circuitului să fie neglijabile fata de lungimea, ¢ eege 
undelor oscilaţiilor electromagnetice. Această ipoteză este valabilă în toate 
cazurile în afară de acela al oscilatorului deschis**, căci în acest caz a 
magnetic este nul de îndată ce ne îndepărtăm de circuitul închis parcurs de 
curentul electric. g 
În cazul unui circuit oscilant cu condensator, curenții de deplasare care 
închid circuitul sînt limitați la spațiul cuprins între armäturile condensatorilor ; 


inii sin = Ve,u,- Această 


_ distanţele respective nu formează decît o lungime extrem de mică din circuitul 


total și în consecinţă, curenţii de deplasare corespunzători pot fi neglijati în 
aplicarea legilor electromagnetismului acestor circuite. În cazul circuitelor 
oscilante deschise acest lucru nu mai este posibil şi studiul acestor circuite se 
face utilizînd legile electromagnetismului tinind seama de aceşti curenţi de 
deplasare, utilizînd în consecinţă ecuaţiile lui MAXWELL. | 
sfirsit, in cazul frecventelor inalte si pentru conductoare altele decit 
acelea care au o secțiune foarte mică (conductoare practic filiforme), nu se mai 
poate aplica, legea, lui Omm decît cu condiția de a se tine seama de forțele elec- 
RES de menetie care există în masa conductorului***, De asemenea, 
pea JOULE, valabi sub forma sa obișnuită pentru fiecare element al unui 
D reng din SE filiforme sau fiecărui element al secţiunii 
, ” gros, nu poate fi j i i vf 
a eonditia de ab EC Bs | ep aos} ansamblului acestui conductor decît 


frecventa Gs aloare a rezistenței variabilă cu 
Deeg 


* Ved Cap, XII, 
+» Vezi 15,1,3,2, 
CZ? Vezi 3,3,2,4, 
#55 Vezi 14,1,2.4, 
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